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1 Schnelle Sinustransformation

Wir betrachten die diskrete Fouriertransformation

1 N
Foi= o Y fawsy®  fur k=-N+1,...,N.
n=—N+1

Dafiir sei ein Algorithmus FFT(£,N) gegeben, der die Koeffizienten Fy effizient iiber eine
Schnelle Fouriertransformation berechnet und sie — in Form eines Arrays — als Ergebnis
liefert.

a) Die 2N Eingabedaten f_n1,..., fn, seien alle reell (f, € R) und in folgender Weise
symmetrisch:

fon=—fu insbes. fo=fn=f-n=0.

Zeigen Sie, dass dann gilt:
S N-1
—1i . ink
Fk = ﬁ nE:1 fn sin <N ) .

b) Beschreiben Sie (z.B. in Pseudocode) einen Algorithmus FST(g,N) der Komplexitit
O(nlogn), der zu den im Array g tibergebenen reellen Zahlen g, (n =1,...,N — 1)
die Koeffizienten

1 N=l <7mk

Gk:zﬁnglgHSin N>, fur n = ,...,N—l

berechnet.
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Abbildung 1: Die ersten drei Iterationen der Hilbertkurve nach Moore

2 Algebraische Darstellung der Hilbertkurve nach Moore

Wenn die Zahl t € [0, 1] als Quarterndrzahl gegeben ist, also

t = 04.91929394 - - -,

dann ldsst sich die zur (gewohnlichen) Hilbertkurve gehorige Abbildung h(t) darstellen
als

0
h(04.91929394 - . .) = Hg 0 Hyy 0 Hyy 0 Hy, 0 - - <0) (1)

oo (90)C) w = (3000
e (BDE-() - (5 D00

a) Fiir die Hilbertkurve nach Moore (siehe Abb. 1) ldsst sich ebenfalls eine solche alge-
braische Darstellung angeben.
Formulieren Sie analog zu Gleichung 1 eine algebraische Darstellung /1 (t) der Hilbert-
Moore-Kurve, ggf. unter (zusétzlicher) Verwendung von neuen Operatoren Hj, ..., H3.

mit den Operatoren

NI—= O
O N
[es) ST
Nl= O

O NI
Ni= O

b) Berechnen Sie den Funktionswert /1 ().

c) Gegeben sei die in der Vorlesung behandelte Funktion hilbertfun(t, depth), die
zum Parameter t (in t tibergeben) den Wert der Hilbertfunktion /() berechnet (re-
kursiv gemafs Gleichung 1 mit maximaler Rekursionstiefe depth, d.h. maximal depth
Quarternérstellen werden berticksichtigt).

Schreiben Sie eine Funktion moore(t, depth) (in Pseudocode), die unter Verwen-
dung von hilbertfun den Funktionswert der Hilbert-Moore-Kurve fiir den Parame-
ter t berechnet (mit maximaler Rekursionstiefe depth).



3 Hierarchische Basen

Die Funktion f(x) habe an den Stiitzstellen x; := é, i

0,...,8, die Werte
6

]:
i= 101112345 718
yi=10(3(44(4(6[8(4|0

Zwischen je zwei Stiitzstellen sind die Werte der Funktion durch den linearen Interpolan-
den der beiden Stiitzstellen definiert.

In den in der Vorlesung definierten, stiickweise linearen Basisfunktionen v;(x),i =1,...,7,
hat die Funktion also die Darstellung

7
f(x) =) yivi(x).
iz

Bei der Darstellung durch hierarchische Basisfunktionen (wie in der Vorlesung) werden in
einem ersten Schritt die geradzahlig nummerierten Basisfunktionen durch doppelt so brei-
te Basisfunktionen ersetzt, die verbleibenden Basisfunktionen bleiben unveridndert. An-
schlieffend werden die Basisfunktionen neu geordnet: zuerst die geraden, dann die unge-
raden.

In weiteren Schritten wird diese Transformation auf die verbreiterten Basisfunktionen re-
kursiv angewandt, wobei die restlichen Basisfunktionen unverdndert bleiben und ihre
Nummerierung beibehalten.

a) Geben Sie fiir die oben definierte Funktion f(x) fiir jeden Rekursionsschritt die Dar-
stellung in der transformierten Basis an.

b) Bei der in der Vorlesung beschriebenen Integration einer (eindimensionalen) Funkti-
on f(x) nach Archimedes wird das Integral

/l f(x) dx
0

durch eine endlich Summe von Dreiecksflachen approximiert, wobei der Abbruch
der Rekursion durch einen Parameter € gesteuert wird.

Bestimmen Sie fiir die oben definierte Funktion f(x) die Dreiecksflichen Dy, D;, ...,
wobei die Nummerierung der Berechnungsreihenfolge entsprechen soll. Geben Sie

die berticksichtigten Dreiecksflichen und die Gesamtsummen an fiir e = 1, 11—0, 10-8.

4 Mehrgitterverfahren

Beschreiben Sie die einzelnen Schritte eines V-Zyklus des Mehrgitterverfahrens fiir die
Gleichung Ax = b mit hierarchischen Basistransformationen.



