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1 Linearisierung
multidimensionaler Daten

Als multidimensionale Daten werden wir in diesem Skript alle Datensét-
ze ansehen, bei denen einem n-Tupel von Indizes, also einem (i1, 1, ..., i)
jeweils ein Datum zugeordnet ist. In praktisch allen Programmiersprachen
werden mehrdimensionale Felder als Datenstrukturen fiir derartige Daten
zur Verfiigung gestellt. Interessanterweise ist die Implementierung dieser
Datenstrukturen von Programmiersprache zu Programmiersprache durch-
aus verschieden.

Beispiele fiir multidimensionale Daten

Beispiele fiir multidimensionale Daten gibt es fast so viele, wie Anwen-
dungen in der der Informatik. Wir wollen folgende, besonders wichtige
herausgreifen:

e Vektoren, Matrizen, Tensoren, etc. in der linearen Algebra

e alle Arten von (Raster-)Bilddaten, z.B. digitalisierte Bilder, Tomogra-
phie-Daten, Filme bzw. Animationen (bewegte Bilder)

e die Diskretisierung physikalischer Modelle auf (v.a. regelmifiigen)
Diskretisierungsgittern fithren zu multidimensionalen Daten — sie tre-
ten somit bei der Losung von (vor allem partiellen) Differentialglei-
chungen auf. Nicht nur die Gitterdaten, sondern vor allem die Re-
chenergebnisse sind multidimensionale Daten.

e Koordinaten aller Art (oft in Verbindung mit Graphen)

e Tabellen, diese vor allem als wesentliche Datenstruktur relationaler
Datenbanken



e viele statistische Daten sind multidimensional; z.B. werden in der Fi-
nanzmathematik oft ,Korbe” aus unterschiedlichen Aktien oder Op-
tionen betrachtet.

Beispiele fiir Algorithmen/Operationen
Als typische Operationen, die wir auf diesen Datenstrukturen durchfiihren,
konnen wir folgende identifizieren:

e in der linearen Algebra die klassischen Matrizenoperationen (Matrix-
multiplikation, Losen von Gleichungssystemen, etc.)

e Durchlaufen der Daten (Traversierung); z.B. wenn jedes Datum auf
eine vorgegebene Weise modifiziert oder aktualisiert werden muss

e das Speichern und Ladern multidimensionaler Datenséitze

e das Auffinden eines bestimmten Datums bzw. das Selektieren eines
Teildatensatzes (z.B. eines bestimmten Bildausschnitts)

e die Partitionierung der Daten, d.h. ihre Zerlegung in gleich grofie
Teile. Dies ist vor allem bei der Parallelisierung oder bei divide-and-
conquer-Algorithmen von praktischer Relevanz.

e der Zugriff auf benachbarte Elemente (z.B. die Diskretisierung parti-
eller Differentialgleichung liefert hdufig Beziehungen zwischen direkt
benachbarten Gitterpunkten).

In mehreren dieser Operationen kdnnen wir als besonders wichtiges Teil-
problem die Linearisierung ausmachen:

e das sequentielle Durchlaufen der Daten ist ein solcher Sonderfall der
Linearisierung;

e ebenso das Speichern von Daten im Hauptspeicher oder auf der Fest-
platte, da dies zwangsldufig stets in sequentieller Reihenfolge ge-
schieht.

e das Linearisieren von Daten schafft zudem eine Ordnung, nach der
die Daten sortiert werden konnen — dadurch werden oft nachfolgende
Operationen vereinfacht.



Ganz allgemein konnen wir jede Operation, die aus verschachtelten Schlei-
fen, also Konstrukten wie

for i from 1 to n do
for j from 1 to m do

als Operation oder Traversierung auf multidimensionalen Daten auffassen.

1.1 Anforderungen an die Linearisierung

Nachdem wir die Linearisierung als wichtiges Problem erkannt haben,
wollen wir untersuchen, welche Anforderungen an die Linearisierung zu
stellen sind. Wann ist eine Linearisierung gut und wann ist sie schlecht?
Dabei sind einige Forderungen zwingende Voraussetzung, andere wieder-
um sind lediglich fiir bestimmte Anwedungsfille besonders giinstig.

Zwingend notwendige Eigenschaften der Linearisierung:

e Eine zwingende Forderung an die Linearisierung ist, dass sie eine
eindeutige Nummerierung der Daten erzeugt — jedem Datum sei ein
eindeutiger Index zugeordnet. Nur dies stellt sicher, dass z.B. beim
Speichern auf Festplatte und anschlieSfendem Laden der Daten wie-
der die selben Daten im Arbeitsspeicher vorliegen. Ebenso muss bei
der Traversierung sichergestellt sein, dass jedes Datum genau einmal
behandelt wird. Wenn wir die Zuordnung zwischen Nummern und
Daten als mathematische Abbildung auffassen, entspricht diese Ein-
eindeutigkeit gerade der Forderung, dass die Abbildung bijektiv sein
muss.

e Zu einem zusammenhdngenden Datensatz soll auch die Linearisie-
rung eine durchgehende Folge von Indizes sein — idealerweise von 0
bis n — 1 (je nach Geschmack auch von 1 bis n). ,,Locher” im Index-
bereich sollen nicht auftreten. Nattirlich 1dsst sich dartiber streiten, ob
dies nicht bereits eine Forderung bzgl. der Effizienz ist — ein kleiner
Overhead an unbenutzten Nummern wire in der Praxis oft tolerier-
bar.



Anforderungen bzgl. der Effizienz:

Die folgenden Anforderungen ergeben sich allein aus den jeweiligen An-
wendungen. In unterschiedlichen Anwendungen werden bisweilen nur ei-
nige wenige iiberhaupt eine Rolle spielen. Und in praktisch allen Anwen-
dungen werden die Anforderungen unterschiedliche Bedeutung haben.

o Als vielleicht naheliegendste Forderung wollen wir festhalten, dass
die Abbildung zur Linearisierung einfach und schnell zu berechnen
sein soll. Als Mindestkriterium muss sie so schnell berechenbar sein,
dass sie anderweitig erzielte Vorteile nicht wieder zunichte macht.

e Die Linearisierung soll Nachbarschaftsbeziehungen erhalten. Wenn
zwei Daten im multidimensionalen Raum nahe beieinander liegen,
soll dies auch in der Linearisierung so bleiben. Diese Forderung ist
immer dann wichtig, wenn auf benachbarte Daten oft gleichzeitig
(z.B. extrahieren von Bildausschnitten) oder kurz aufeinander folgend
zugegriffen wird. Die Nachbarschaftserhaltung erzeugt dann eine Da-
tenlokalitit, die sich z.B. giinstig auf die Ausnutzung von Caches aus-
wirkt.

e Zwei Auspriagungen dieser Nachbarschaftserhaltung sind die Stetig-
keit der Linearisierungsabbildung und die Clusterung der Daten. Die
Stetigkeit bewirkt, dass Daten mit aufeinander folgendem Index im
mehrdimensionalen Datenraum stets direkt benachbart sind. Stark
geclusterte Daten liegen dann vor, wenn der zu einem bestimmten
Indexbereich gehorige Datenbereich in keiner Richtung stark ausge-
dehnt ist. Im 3D wiirde man sich moglichst kugelférmige Bereiche
wiinschen.

¢ Die Linearisierung soll keine einzelnen Dimensionen bevorzugen oder
benachteiligen. Diese Forderung mag zunichst einem allgemeinen
Gerechtigkeitsgefiihl entstammen. Wenn jedoch die Vorhersagbarkeit
der Laufzeit von Programmen zu einem Kriterium wird, dann ge-
winnt diese Eigenschaft an Bedeutung.



1.2 Arten der Linearisierung

Die bei weitem gebrduchlichste Art der Linearisierung multidimensionaler
Daten ist das zeilenweise oder spaltenweise Aufzdhlen der Daten. Fiir ein di-
gitalisiertes Bild werden zum Beispiel alle Pixel von links nach rechts und
zeilenweise von oben nach unten aufgefiihrt. Bei der Speicherung von Ma-
trizen ist in vielen Programmiersprachen die zeilenweise (row-major) oder
spaltenweise (column-major) Durchnummerierung tiblich. Beim Zugriff auf
die Elemente wird dann meist mit den folgenden Operationen zwischen
Indexpaar und Adresse im Speicher umgerechnet:

address(A;j) =in+j  oder  address(A;) =i+ jm,

n sei dabei die Zahl der Spalten und m die der Zeilen der Matrix. Die
zeilenweise Nummerierung (linke Formel) wird zum Beispiel in den Pro-
grammiersprachen Pascal und C (dort nur fiir arrays mit festen Dimensi-
onsgrofien) verwendet. Die spaltenweise Nummerierung wird von Fortran
verwendet.

Welche Anforderungen erfiillt die zeilen- bzw. spaltenweise Aufziahlung?
Die im vorigen Artikel formulierten Anforderungen erfiillen die zeilen-
oder spaltenweise Aufzdhlung nur teilweise:

e Die Linearisierung ist zunédchst leicht und schnell zu berechnen.

e Die Erhaltung von Nachbarschaftsbeziehung funktioniert nur in einer
der beiden Raumrichtungen. Bei der zeilenweisen Nummerierung et-
wa sind jeweils die links und rechts benachbarten Elemente auch im
Speicher in benachbarten Speicherzellen abgelegt. Nach oben bzw.
unten benachbarte Elemente sind aber mindestens soweit entfernt,
wie die Matrix Spalten hat.

Bei hoherdimensionalen Datenstrukturen wird diese Erhaltung so-
gar noch schlechter — es bleibt immer nur die Nachbarschaft in einer
Raumrichtung erhalten.

e Die Stetigkeit ist jeweils an den Randern der Matrix verletzt — zwi-
schen zwei im Speicher benachbarten Elementen kann hier ein Zei-
lensprung auftreten. Die Element liegen dann an entgegen gesetzten
Randern der Matrix.



Eine Clusterung von Daten liegt tiberhaupt nicht vor. Eine im Spei-
cher direkt aufeinander folgende Sequenz von Elementen liefert im
Allgemeinen ein schmales Band in der Matrix. Dieses Band ist stets
so breit wie die Matrix, aufler wenn der Indexbereich kleiner ist als
die Anzahl der Spalten. In diesem Fall ist dann Band aber maximal
ein Element hoch.

e Von einer Gleichbehandlung der Dimensionen kann ebenfalls keine
Rede sein. Zum Beispiel findet man in Biichern iiber effiziente Pro-
grammierung oft den Rat, dass iiber zeilenweise nummerierte Spalten
alle Schleifen nach Moglichkeit so programmiert werden sollen, dass
die Elemente auch zeilenweise abgearbeitet werden. Die zur Verfii-
gung stehenden Compiler und Prozessoren sind so gebaut, dass ein
solches Programm deutlich schneller ausgefiihrt wird, als wenn die
Schleife entgegen der Nummerierungsrichtung ausgefiihrt wird.

Der letzte Punkte war ein Beispiel dafiir, dass die Forderungen gerade in
Hinblick auf die Effizienz der Implementierung gestellt wurden.

Effizienz der zeilen- bzw. spaltenweisen Aufziahlung?
Dass die zeilen- oder spaltenweise Nummerierung von Matrixelementen
eher ungiinstig ist, siecht man vor allem an dem Aufwand, der in Lineare-
Algebra-Bibliotheken getrieben wird, um die typischen Matrixoperationen
schnell zu implementieren. Hier zeigt sich, dass die zeilen- oder spalten-
weise Nummerierung fiir die Effizienz oft kontraproduktiv ist. Fast immer
wird durch Aufteilen der Matrixoperationen in Operationen auf kleine-
ren Matrixblocken versucht, die Datenlokalitdt zu erhohen. Denn nur dann
werden die verhaltnisméafSig kleinen Rechnerchaches gut ausgenutzt.
Wegen ihrer Einfachheit ist die zeilen- oder spaltenweise Nummerierung
trotzdem so fest in den Kopfen der meisten Programmierer , verdrahtet”,
dass eigentlich kaum noch iiber mogliche Alternativen nachgedacht wird.
Die nahe liegendste Wahl der Schleife, ein

for i from 1 to n do
for j from 1 to m do

bleibt dadurch fast immer in der endgiiltigen Fassung eines Programms
erhalten. Oft beginnt man erst dann tiber Verbesserungen nachzudenken,



wenn sich zeigt, dass die maximale Rechenleistung eines Prozessors nur zu
Bruchteilen ausgenutzt wird, weil der Prozessor im Wesentlichen damit be-
schiftigt ist, auf den langsamen Hauptspeicher zu warten. Die Wirksamkeit
des Caches wird durch die schlecht gewihlte Datenstruktur ausgehebelt.

Wir werden uns daher in diesem Skript mit einer anderen Moglichkeit
beschiftigen, multidimensionale Daten zu linearisieren — mit den soge-
nannten raumfiillenden Kurven. Die raumfiillenden Kurven sind auch ein
Beispiel dafiir, dass Konstrukte und Ideen, die anfangs nur in sehr theo-
retischen Arbeiten und Uberlegungen beheimatet waren, auf einmal eine
hochst spannende Anwendung in sehr praktisch orientierten Arbeitsgebie-
ten finden.






2 Raumfiillende Kurven

2.1 Abbildungen zwischen Intervallen und Flachen

Die Miichtigkeit von Mengen, also die Charakterisierung der Anzahl ihrer
Elemente, ist sowohl in der Mathematik als auch in der Informatik ein
wichtiger Begriff. In der Informatik, zum Beispiel, basieren darauf die Be-
griffe der Aufzdhlbarkeit und Abzdhlbarkeit, aus denen sich viele Ergeb-
nisse zur Berechenbarkeit von Funktionen ergeben.

Als kontraintuitives Beispiel zur Machtigkeit von Mengen findet man
in vielen Biichern oder Vorlesung die folgende Abildung zwischen dem
Einheitsintervall [0,1] und dem Einheitsquadrat [0,1] x [0,1]. Die dieser
Abbildung zugrunde liegende Idee ist recht einfach, wenn man die Binar-
darstellung von Zahlen verwendet. Zu einem Argument ¢ € [0, 1] berechne
man die also Bindrdarstellung

t = 0p.b1byb3bsbsbs . . .
Als Bild von t und der zu beschreibenden Abbildung f legt man dann den
Punkt
_( 02.b1b3bs . ..
f) = < 0y.bobabs . ..
fest. Man bildet also die erste Komponente aus den ,ungeraden” Binar-
stellen und die zweite Komponente aus den ,,geraden” Stellen. Umgekehrt

lasst sich analog eine Abbildung ¢ vom Einheitsquadrat auf das Einheits-
intervall deifinieren:

< 02.b1b3bs . ..

02.b2b4bs . . . ) = 02.b1b2b3babsb - .-

Man sieht leicht, dass sowohl f als auch g surjektive Abbildungen sind —
jeder Punkt des Einheitsquadrats tritt als Bild von f und jede Zahl im Ein-
heitsintervall als Ergebnis von g auf. Der Schluss liegt nahe, dass deshalb
das Einheitsquadrat und das Einheitsintervall gleich méchtig sein miissten.



Nun sind zwei endliche Mengen genau dann gleich machtig, wenn es
eine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt. Diese Interpre-
tation hat sich auch fiir unendliche Mengen als geeignet erwiesen. Weder
f noch g sind jedoch bijektiv. Zum Beispiel gilt:

1
2
)

£(3) =ren = (g ) - (

1 [ 001111...\ (3
f <8) = £(02.0010101...) = ( 05.00000. .. ) = <O> .

Bereits im Jahr 1878 zeigte jedoch Georg Cantor die Existenz einer bijekti-
ven Abbildung zwischen Einheitsintervall und Einheitsquadrat (als Korrol-
lar eines allgemeineren Satzes). Damit war auch gezeigt, dass das Einheits-
intervall gleich viele Punkte enthilt wie das Quadrat — obwohl das Intervall
eindeutig eine echte Teilmenge des Einheitsquadrats ist. Dieser scheinba-
re Widerspruch fiihrte zu anhaltenden Diskussionen iiber die Machtigkeit
von Mengen. Heute sind in der Informatik daraus resultierende Begriffe
wie die Abzihlbarkeit Teil jeder theoretischen Vorlesung.

Bereits kurz nach Cantors Verdffentlichung begannen Mathematiker zu
iiberlegen, ob eine bijektive Abbildung zwischen Intervall und Quadrat
auch stetig sein kann — d.h. ob es eine Kurve sein konne. Bereits 1879 wurde
von Eugen Netto bewiesen, dass eine derartige Abbildung nicht zugleich
bijektiv und stetig sein kann — sofern man nicht anstelle des Quadrats viel
unregelmaéfiigere Zielgebiete zuldsst (das Zielgebiet darf keine glatten Ran-
der haben).

Im Jahr 1890 wurden von Giuseppe Peano und von David Hilbert jedoch
Kurven gefunden, die stetig und surjektiv sind. Diese raumfiillenden Kurven
werden wir in diesem Kapitel vorstellen und ndher untersuchen. Weitere

raumfiillende Kurven gehen auf Henri Lebesgue (1904) und Waclaw Sier-
pinski (1912) zurtick.

und

2.2 Was ist eine Raumfiillende Kurve?

Im Folgenden werden wir verschiedene raumfiillende Kurven vorstellen —
zum Beispiel stetige Abbildungen zwischen Intervall und Einheitsquadrat.
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Bevor wir damit beginnen wollen wir uns kurz Zeit nehmen zu definieren,
was wir genau unter dem Begriff , raumfiillende Kurve"verstehen wollen.

Dazu miissen wir zundchst festlegen, was eine mathematische Kurve ist.
Unsere Vorstellung einer Kurve ist vermutlich die einer durchgezogenen
Linie (oder eines Bogens oder ...). Mathematisch ergibt sich eine Kurve
aus der Abbildung eines Parameterintervalls in eine Fldche oder in ein
Volumen.

Definition 2.1 (Kurve)

Sei f: T — IR" eine stetige Abbildung von der kompakten Menge T C R in
den R". Dann ist das zugehorige Bild f.(Z) der Abbildung eine Kurve, und die
Darstellung x = f(t),t € T heifst Parameterdarstellung der Kurve.

Dabei ist das Bild einer Abbildung definiert als die Menge f.(Z) :=
{f(x) e R" | x € Z}. Als kompakte Parametermengen Z werden wir im
Allgemeinen Intervalle betrachten, z.B. das Einheitsintervall [0,1]. Aller-
dings konnen auch kompliziertere kompakte Mengen verwendet werden
(Lebesgue-Kurve). Anstelle von R" konnte auch jeder andere euklidische
Vektorraum (d.h. mit Norm/Skalarprodukt) verwendet werden. Wir wer-
den es aber hier beim R" belassen.

Als raumfiillende Kurve werden wir nun jede Kurve bezeichnen, die ein
gewissen Flachenstiick oder ein Volumen komplett ausfiillt:

Definition 2.2 (Raumfiillende Kurve)
Eine zu einer Abbildung f: T — R" gehirige Kurve f.(Z) heifst raumfiillende
Kurve, wenn f,(I) einen Jordaninhalt (Fliche, Volumen, ... ) grofSer als 0 besitzt.

Wenn die Abbildung f: 7 — Q C R” surjektiv ist, d.h. wenn jeder Wert
in der Teilmenge Q tatsdchlich angenommen wird, dann ist f,(Z) genau
dann eine raumfiillende Kurve, wenn die Flache (bzw. das Volumen) von
Q grofser als 0 ist.

Falls Q ein Gebiet mit glattem Rand ist, so haben wir bereits gehort, dass
es keine bijektive Abbildung f: Z — Q C RR”", geben kann, so dass f.(Z)
eine raumfiillende Kurve ist (Beweis: E. Netto, 1879). Also kann f nicht
injektiv sein, was bedeutet, dass unter Umstdnden mehrere Parameter auf
den gleichen Bildpunkt abgebildet werden. Wir konnten also in gewissem
Sinne behaupten, dass das Parameterintervall nicht nur gleich viele Punkte
enthdlt wie das Zielgebiet Q, sondern sogar mehr als dieses!
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2.3 Die Hilbertkurve

Die Konstruktion und spatere Definition der Hilbertkurve als raumfiillende
Kurve beruht im Wesentlichen auf einem rekursiven Verfahren:

1. Das zu fiillende quadratisches Gebiet wird aufgeteilt in vier kongru-
ente Teilquadrate, die entsprechend die halbe Seitenlinge des Aus-
gangsquadrats besitzen.

2. Finde fiir jedes Teilquadrat eine raumfiillende Kurve, die durch Spie-
gelung und/oder Rotation der urspriinglichen Kurve gebildet wird.

3. Die Spiegelungs- und Rotationsoperatoren sind so zu wihlen, dass
die vier Teilkurven anschlieflend stetig zusammengefiigt werden kon-
nen.

Wir miissen also insbesondere festlegen, wie die Spiegelungen und Ro-
tationen durchzufiihren sind. Auflerdem miissen wir uns iiberlegen, wie
wir die Rekursionsidee in eine Definition tiberfiihren kénne.

2.3.1 Iterationen der Hilbertkurve

Ein geeignetes Mittel, um die Spiegelungs- und Rotationsoperatoren sowie
die Verbindung der einzelnen Teilkurven zu visualisieren, sind die soge-
nannten Iterationen der Hilbertkurve. Die Iterationen sind Kurven, die als
Streckenzug jeweils die Mittelpunkte der rekursiv gebildeten Teilquadrate
verbinden. Dabei werden alle Teilquadrate eines rekursiven Level in der
Reihenfolge miteinander verbunden, wie die Teilquadrate auch von der
Hilbertkurve durchlaufen werden sollen.

Fiir jeden rekursiven Level erhalten wir demnach eine Iteration der Hil-
bertkurve. Wir werden von der n-ten Iteration der Hilbertkurve sprechen,
wenn diese die Teilquadrate nach der n-ten rekursiven Unterteilung ver-
bindet.

Abbildung 2.1 skizziert, wie diese Iterationen schrittweise zu bilden sind.
Es gibt zwei gleichwertige Moglichkeiten, diese Konstruktion aufzufassen:

1. Bei der Unterteilung eines Teilquadrats in vier kleinere Quadrate wird
das Grundmuster (vgl. linkes Bild in Abbildung 2.1) geeignet rotiert
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Abbildung 2.1: Die ersten drei Iterationen der Hilbertkurve
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und/oder gespiegelt in das Teilquadrat gelegt. Dadurch, dass fest-
gelegt ist, iiber welche Kanten des urspriinglichen Teilquadrats die
Kurve in das Quadrat hinein- und wieder hinauslauft, ist auch be-
stimmt, wie das Grundmotiv zu rotieren bzw. zu spiegeln ist.

2. Zur jeweils ndchsten Iteration werden wir Exemplare der urspriingli-
chen Iteration geeignet zusammengefiigt.

Die Hilbertkurve werden wir uns als Grenzkurve vorstellen, die wir er-
halten, wenn wir die rekursive Unterteilung immer weiter fortsetzen. Die
Iterationen selbst werde wir jedoch spater zur Traversierung z.B. von Da-
tenstrukturen wie Zellgittern oder Matrizen verwenden.

2.3.2 Approximierende Polygone der Hilbertkurve

Eine weiteres Mittel zur Beschreibung der Konstruktion der Hilbertkurve
liefern uns die sogenannten approximierenden Polygone. Anhand der Iteratio-
nen der Hilbertkurve konnen wir ersehen, dass die , fertige” Hilbertkurve
in der linken unteren Ecke des Quadrats beginnt, das Quadrat komplett
durchlduft und in der rechten unteren Ecke endet. Wenn wir die feiner
aufgelosten Iterationen betrachten, erkennen wir, dass dies auch fiir jedes
verwendete Teilquadrat gelten wird: die Hilbertkurve beginnt in einem der
Ecken des Teilquadrats, durchlduft das entsprechende Teilquadrat und en-
det in einer Ecke, die an einer gemeinsamen Kante liegt.

Die approximierenden Polygone bestehen gerade aus den Kanten, die die
jeweiligen Start- und Endpunkte in den Teilquadraten verbinden. Wie bei
den Iterationen erhalten wir fiir jede Iterationsstufe ein neues approximie-
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Abbildung 2.2: Die ersten drei approximierenden Polygone der Hilbert-
kurve; Start- und Endpunkte, sowie die Durchlaufrichtung der Hil-
bertkurve sind teilweise zusatzlich eingezeichnet.

rendes Polygons — wir sprechen entsprechende vom n-ten approximierenden
Polygone, wenn diese aus den Kanten der Teilquadraten der n-ten Verfeine-
rung besteht.

Abbildung 2.2 zeigt die ersten drei approximierenden Polygone der Hil-
bertkurve. Dabei sind in den ersten beiden Polygonen zusitzlich die Start-
und Endpunkte der Hilbertkurve, sowie teilweise die Durchlaufrichtung
fiir jedes Teilquadrat eingezeichnet. Zusammen mit den Iterationen bil-
den sie also die Grundlage fiir die Beschreibung, in welcher Reihenfolge
die Teilquadrate von der Hilbertkurve durchlaufen werden. Wir werden in
Kapitel 5 noch detaillierter auf die approximierenden Polygone eingehen.

2.3.3 Definition der Hilbertkurve

Mathematisch definieren wir die Hilbertkurve mit Hilfe spezieller Inter-
vallschachtelungen. Grundlage dieser Idee ist, dass die Hilbertkurve, nach-
dem sie ein Teilquadrat — also ein Viertel des Gesamtquadrats — abgelaufen
ist, auch ein Viertel des Parameterintervalls abgelaufen haben soll. Dies
entspricht der Forderung, dass die Hilbertkurve nicht in einigen Bereichen
schneller und in anderen Bereichen langsamer voranschreitet.

Wir werden daher einem gegebenen Parameter ¢ eine Intervallschachte-
lung nach folgendem Muster zuordnen:

e Das erste Intervall ist das gesamte Parameterintervall, also [0, 1].

e Das Nachfolgeintervall eines Intervalls [a,a + h] ist stets eines der
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Intervalle

aa—i—ﬁ a—i—ka+% a—i—%a—l—% a—i—%a—l—h
4 4 7 4/ 4 4 4/ 4 7 4/ 7

also das erste, zweite, dritte oder vierte Viertel von [a,a + K.

e Es wird natiirlich dasjenige Viertelintervall ausgewdihlt, in dem der
Parameter ¢ liegt.

Zum Beispiel erhalten wir fiir t = 1 folgende Intervallschachtelung:

o, [L2] [5 6] [ 2
4747167167 (647647

Gemaf unserer rekursiven Grundidee wird jedes der Intervalle der In-
tervallschachtelung auf ein bestimmtes Teilquadrat abgebildet. Wir bekom-
men also analog zu den Intervallen eine Schachtelung von Quadraten, al-
so zweidimensionalen Intervallen. Das Quadrat [a, b] X [c,d] hat dabei als
Nachfolgequadrat eines der folgenden:

aa+b ch+d a+bbxcc+d
V4 2 7 2 7 2/ 7 2 7

a-+b c+d a-+b c+d
W [T e ]

Falls t gerade auf einer Intervallgrenze liegt, konnen wir zwei verschie-
dene Intervallschachtelung (und entsprechend Quadratschachtelungen) fiir
dieses t erhalten. Ob daraus Probleme resultieren, werden wir untersuchen,
nachdem wir die Hilbertkurve definiert haben.

Definition 2.3 (Hilbertkurve)
Die Parameterdarstellung h(t) sei definiert durch folgende Abbildungsvorschrift:

o Zu jedemt € T := [0,1] gehort eine Intervallschachtelung
ZDa,bil D...Danbu] D...,

wobei jedes Intervall der Schachtelung durch Viertelung des vorhergehenden
entsteht.
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e Jeder solchen Intervallschachtelung ist eindeutig eine 2D-Intervallschachte-
lung zugeordnet. Die Auswahl der korrekten Teilquadrate geschieht mit Hilfe
der zugehorigen Iteration der Hilbertkurve.

e Die entstehende 2D-Intervallschachtelung konvergiert eindeutig gegen einen
Punkt in Q :=[0,1] x [0, 1] — dieser Punkt sei definiert als h(t).

Das Bild der Abbildung h : T — Q ist eine raumfiillende Kurve, die Hilbertkur-
ve.

2.3.4 Beweis: /1 definiert eine Raumfillende Kurve

Um nachzuweisen, dass die hier definierte Abbildung h tatsdchlich eine
Raumfiillende Kurve festlegt, miissen wir beweisen, dass h die folgenden
drei Eigenschaften besitzt:

1. hist eine Abbildung, d.h. jedes t € Z hat einen eindeutigen Funktions-
wert h(t).

2. h: T — Q ist surjektiv.

3. hist stetig

Beweis: h definiert eine Abbildung
Die Frage, ob h eine Abbildung definiert stellt sich als direkte Folge der
Tatsache, dass die in der Definition verwendete Intervallschachtelung zum
Parameter t nicht eindeutig ist. Sobald ndmlich ein Parameter auf einer
der Intervallgrenzen liegt, gibt es zwei Moglichkeiten, die Schachtelung
fortzusetzen. Wir miissen also zeigen, dass die Definition unabhingig von
der Wahl der Intervallschachtelung immer zum gleichen Wert h(t) fiihrt.
Der strikte Beweis dazu ist einigermafien lastig. Wir werden in einem der
folgenden Kapitel darauf zurtickkommen, wenn wir eine dafiir besser ge-
eignete Darstellung der Hilbertkurve besprechen.

Als Rechtfertigung konnen wir einstweilen den Beweis der Stetigkeit von
h anfiihren. Die beiden Moglichkeiten der Intervallschachtelungen liefern
so etwas wie einen linksseitigen und einen rechtsseitigen Grenzwert fiir
h(t) an der Stelle t. Die Stetigkeit von h stellt sicher, dass diese beiden
Grenzwerte gleich sind.
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Beweis: 1 ist surjektiv

Fiir die Surjektivitdt miissen wir zeigen, dass es fiir jeden Punkt g des
Einheitsquadrats mindestens einen Parameter ¢ gibt, so dass h(t) = g. Dies
beweisen wir durch Umkehren der Intervallschachtelung:

e Zu jedem Punkt g € Q ldsst sich eine geeignete 2D-Intervallschach-
telung konstruieren, deren 2D-Intervalle gerade die Teilquadrate der
rekursiven Konstruktion der Hilbertkurve sind.

e Dieser 2D-Schachtelung ist durch die Konstruktion eindeutig eine In-
tervallschachtelung im Parameterintervall 7 zugeordnet. Aufgrund
der Vollstandigkeit der reellen Zahlen definiert diese Intervallschach-
telung eindeutig einen Parameter ¢.

e Durch Verwenden dieser beiden Intervallschachtelungen in der Defi-
nition der Hilbertkurve erhalten wir leicht, dass h(t) = g. Also ist h
surjektiv.

An dieser Stelle greifen wir noch einmal das Problem der Eindeutigkeit
der Intervallschachtelungen auf. Bei der Definition der Hilbertkurve hétten
wir problemlos eine eindeutige Intervallschachtelung verwenden koénnen,
und zwar mit Hilfe halboffener Intervalle:

aa—l—E a—|—ﬁa+% a—|—%a+% a—|—%a—|—h
7 4 4 4/ 4 4 4/ 4 4 4/ M

Bei einer Intervallschachtelung mit halboffenen Grenzen ist jedoch nicht
sichergestellt, dass sie sich gegen einen Grenzwert innerhalb der Interval-
le zusammenzieht. Falls sich die Schachtelung ndmlich gegen eine offene
Intervallgrenze zusammenzieht, dann liegt der gefundene Parameter au-
Berhalb fast aller Intervalle der Schachtelung. Das Verwenden eindeutiger
Intervallschachtelung verursacht also mindestens ebenso viele technische
Probleme, wie die jetzige Definition.

2.3.5 Stetigkeit der Hilbertkurve

Nachdem wir gezeigt haben, dass unsere Abbildung i das Parameterin-
tervall surjektiv auf das Einheitsquadrat abbildet — also raumfiillend ist —,
bleibt uns nur noch zu zeigen, dass h auch eine Kurve ist. Dazu miissen
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wir die Stetigkeit von h zeigen. Wir werden im Folgenden sogar eine etwas
starkere Eigenschaft von h zeigen, ndmlich dass h gleichmifSig stetig ist.

Eine Funktion f: 7 — IR" ist gleichmifSig stetig auf einem Intervall Z,
wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle t1,t, € Z mit
|t1 — t2| < 0 gilt, dass || f(t1) — f(t2) ||, < €.

Wir konnen dies als ,Stetigkeitsspiel” auffassen: unser Gegner wirft uns
ein € > 0 zu. Unsere Aufgabe ist es, ein geeignetes é zu finden, so dass
fiir zwei beliebige t1,t, die weniger als § voneinander entfernt sind, die
zugehorigen Bilder f(f1) und f(f;) einen Abstand von weniger als € haben.

Zum Vergleich: bei der ,normalen” Stetigkeit zeigt man tiblicherweise
die Stetigkeit in jedem Punkt t; des Intervalls 7 einzeln. Dabei diirfen wir
das ¢ auch abhéngig von t; wihlen!

Der Beweis der Stetigkeit
Unsere Beweisstrategie ist, dass wir eine Strategie entwickeln, dieses , Ste-
tigkeitsspiel” immer zu gewinnen. Dazu versuchen wir fiir zwei beliebi-
ge 11, tp abzuschétzen, wie grol der Abstand ||h(t1) — h(t2)||, ihrer Bilder
maximal werden kann (in Abhangigkeit von |t; — t;|). Diese Abschidtzung
verlduft in vier Schritten:

1. Gegeben seien t1,t, € Z; wir wéhlen ein n € IN so, dass |t; — t2| <
4",

2. Wir betrachten nun die n-te Iteration der Intervallschachtelungen; in
dieser haben alle Intervalle die Lange 4™ ". Daher {iberlappt das In-
tervall [f1, tp] maximal zwei Intervalle, die auflerdem benachbart sein
miissen (lage ein komplettes Intervall zwischen t; und t,, dann wiére
ihr Abstand ja grofler als 47").

3. Gemafs Konstruktion der Hilbertkurve werden diese beiden Interval-
le auf zwei benachbarte Quadraten der Seitenldnge 27" abgebildet.
Entsprechend liegen die beiden Funktionswerte h(t1) und h(t;) in ei-
nem Rechteck, dass durch die beiden benachbarten Quadrate gebildet
wird.

4. Dieses Rechteck hat die Seitenldngen 27" und 2 - 27". Die Lange sei-
ner Diagonale ist demnach 27" - \/5 (nach dem Satz des Pythagoras).
Das beide Funktionswerte h(t;) und h(f;) innerhalb des Rechtecks
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liegen, kann ihr Abstand nicht grofler sein als die Diagonale, also

gilt: [|h(t1) — h(t2)]l, < 27"V/5.

Zu einem gegebenen € > 0 konnen wir stets ein n finden, so dass
27"/5 < €. Mit diesem n finden wir auch ein é := 47", so dass fiir al-
le t1, tp mit |t} — tp| < 6 gemdB der obigen Herleitung gilt:

1(t) = h(t2) [, <27"V5 <ee.

Damit ist die Stetigkeit von & gezeigt!
Wir wollen an dieser Stelle festhalten, dass wir nur zwei wesentliche
Eigenschaften fiir den Beweis der Stetigkeit benotigt haben, ndmlich:

e dass h zwei benachbarte Intervalle stets auf zwei benachbarte Qua-
drate abbildet, und

e dass die Intervalle bzw. Quadrate jeweils durch Viertelung gebildet
werden. Dies stellt insbesondere den exponentiellen Abfall der Intervall-
und Seitenldnge sicher. AufSerdem bewirkt es, dass alle Intervalle und
Quadrate einer Iteration gleich grof3 sind.

Wir werden auf diese Beobachtung zuriickkommen, wenn wir die Stetig-
keit anderer raumfiillender Kurven beweisen miissen.

2.3.6 Die Hilbertkurve nach Moore

Wie in Abbildung 2.3 dargestellt, lassen sich vier geeignet rotierte Hilbert-
kurven so zusammenfiigen, dass wir eine raumfiillende Kurve erhalten,
deren Start- und Endpunt im Punkt <0, %) zusammenfallen. Die entste-
hende raumfiillende Kurve wird als Hilbert-Moore-Kurve bezeichnet.

Bei der Konstruktion der Iterationen der Hilbert-Moore-Kurve mitissen
wir lediglich im ersten Schritt eine gednderte Orientierung bei der Trans-
formation der Teilkurven beachten.

2.4 Konstruktion der Peanokurve

Nach beinahe dem gleichem Muster wie bei der Hilbertkurve kénnen wir
auch die geschichtlich erste raumfiillende Kurve konstruieren — die Peano-
kurve. Wir entwickeln wir eine rekursive Konstruktion von Iterationen der
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Abbildung 2.4: Die ersten beiden Iterationen der Peanokurve

Peanokurve und definieren die Peanokurve als Grenzwert dieses Prozes-
ses.
Die rekursive Konstruktion erfolgt fiir die Peanokurve wie folgt:

1. Statt in vier Teilquadrate teilen wir das quadratisches Grundgebiet
bei der Peanokurve in neun Teilquadrate auf — dabei reduziert sich
die Seitenldnge der Teilquadrate jeweils auf ein Drittel der urspriing-
lichen.

2. Entsprechend entwickeln wir fiir das Parameterintervall Intervall-
schachtelungen, die auf einer fortgesetzten Neunteilung der Interval-
le beruhen. Jedes Teilintervall soll durch die Peanoabbildung auf ein
bestimmtes Teilquadrat abgebildet werden.

3. Jedes Teilquadrat enthilt also eine geeignet transformierte Peanokur-
ve. Die gesamte Kurve entsteht wieder durch Zusammensetzen die-
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ser Teilkurven. Gemifl Abbildung 2.4 setzen wir die Teilkurven so
zusammen, dass sich die fiir die Peanokurve typische Schldngelung
ergibt (hier eine senkrechte Schlangelung).

4. Die notwendigen Transformation konnen wir ebenfalls aus Abbil-
dung 2.4 entnehmen. Wir sehen, dass wir im Gegensatz zur Hilbert-
kurve keine Drehungen bendtigen — wir bendtigen lediglich Spiege-
lungen an der vertikalen bzw. horizontalen Achse. Die Spiegelung an
der horizontalen Achse benotigen wir insbesondere fiir die korrekte
Laufrichtung der Kurve: in den mittleren drei Teilquadraten muss die
Kurve statt von unten nach oben jeweils von oben nach unten laufen.

Die Richtung der , Schlingelung” kann ebenso vertikal (wie in unserer
Definition) oder horizontal erfolgen — dann ergibt sich zum Beispiel ei-
ne um 90 Grad gedrehte Peanokurve. Die Schldngelung kann jedoch auch
abwechselnd oder gemischt in waagrechter und senkrechter Richtung er-
folgen. Dadurch lassen sich viele verschiedene Peanokurven erzeugen — es
gibt in der Tat 272 verschiedene Varianten der Peanokurve. Zuséatzlich gibt
es noch die sogenannten Peano-Meander-Kurven — deren erste Iteration ist
in Abbildung 2.5b dargestellt.

T T T T T T T T T T T T
prel— | pr— | prel— prel— |
| J_j-L 4 _)-L J_J- L J_j-L - | J_ _L d L - J_jJ-L J_ _L -
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I~ i i AT r e T I~ e e e T T i
| . . | | e | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
I~ i i AT r e T I~ e b i e R i B A
| | | | | | | | |
| J_j-L 4 _)-L J_J- L J_j-L - L - J_ _L d_j-L J - L J_ _L -
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| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
I~ i i AT r I T Q-7 -r e ATy r 17 |
| el | | —_— | |
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(a) Peanokurve (b) Peano-Meander-Kurve

Abbildung 2.5: Zwei raumfiillende Kurven des Peanotyps

Dagegen gibt es von der zweidimensionalen Hilbertkurve tatsdchlich nur
zwei Varianten, die sich nicht durch Spiegelung oder Rotation ineinander
uberfiithren lassen — namlich die ,normale” Hilbertkurve und die Hilbert-
kurve nach Moore.
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Beweis von Stetigkeit und Surjektivitait

Um nachzuweisen, dass durch obige Konstruktion eine raumfiillende Kur-
ve definiert wird, miissen wir wieder insbesondere die Stetigkeit und die
Surjektivitdt der entsprechenden Abbildung nachweisen. Die entsprechen-
den Beweise fiir die Hilbertkurve konnen dazu beinahe wortlich tibernom-
men werden:

o die Surjektivitit ergibt sich aus den synchron laufenden Intervall- und
Teilquadratschachtelungen: zu jedem Punkt des Einheitsquadrats exis-
tiert eine geeignete Schachtelung von Teilquadraten. Die zugehori-
gen Intervalle liefern eine Intervallschachtelung gegen das Urbild des
Punktes, das damit insbesondere fiir jeden Punkt existiert.

e beim Beweis der Stetigkeit der Hilbertkurve hatten wir bereits fest-
gehalten, dass wir nur zwei wesentliche Eigenschaften zum Beweis
bendtigt hatten:

1. dass zwei benachbarte Intervalle stets auf zwei benachbarte Qua-
drate abbildet werden, und

2. dass die Intervalle bzw. Quadrate durch rekursives Unterteilen
in gleich grofie Teilintervalle bzw. -quadrate gebildet werden.

Beide Bedingungen sind fiir die Peanokonstruktion gegeben, so dass
sich der Beweis der Stetigkeit ebenfalls einfach iibertragen lésst.

2.5 Raumfiillende Kurven — Benétigte Algorithmen

Unser primires Ziel war die Verwendung raumfiillender Kurven zur Li-
nearisierung von Daten. Da wir die raumfiillenden Kurven nun vorgestellt
haben und sozusagen nachgewiesen haben, dass es sie tatsdchlich gibt,
konnen wir uns ein Art Pflichtenheft erstellen. Welche Operationen wer-
den wir fiir eine raumfiillende Kurve benétigen?

Die ersten beiden Operationen dienen dem lesenden und schreibenden
Zugriff auf die Daten. Wir miissen einem Datum seinen Index zuordnen
konnen, und umgekehrt:

Berechnung des Funktionswerts:
Zu einem gegebenen Index t € 7 ist der zugehorige Punkt h(t) auf
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der raumfiillenden Kurve gesucht. Das heifst, wir suchen zu einem
Index das zugehorige Datum.

Berechnung des Index eines Punktes:
Gegeben ist hier ein Punkt p € Q; gesucht ist ein Parameter ¢, so
dass h(t) = p. Wesentliches Problem ist hier, dass die Umkehrung
der Abbildung & nicht eindeutig ist — die Abbildung & nicht bijektiv!
Daher werden wir hier eine technisch eindeutig gemachte Umkehr-
abbildung /~! verwenden miissen.

Als haufigste komplexere Operation werden wir uns zundchst die fol-
gende vornehmen:

Traversierung der durch & indizierten Objekte:
Eine gegebene Menge von Punkten p; € Q — im Allgemeinen sind
das , Positionen” von Objekten im mehrdimensionalen Raum — ist so
zu durchlaufen, dass

h_l(Pio) < E_l(Pil) <...

Einfacher gesagt wollen wir die Daten in der Reihenfolge ihrer Indi-
zes durchlaufen.

Eine ganz dhnlich Aufgabe ist tibrigens das traveling salesman Pro-
blem, bei dem die Positionen so abzulaufen sind, dass der Laufweg
am kiirzesten ist (raumfiillende Kurven liefern in der Tat eine gute
heuristische Losung fiir dieses Problem). Eine iibliche Anwendung
der Traversierung wére etwa, die Farbe jedes einzelnen Pixels eines
Bildes auf bestimmte Art zu dndern.

Dazu benétigen wir vor allem bessere Moglichkeiten zur mathemati-
schen Beschreibung der raumfiillenden Kurven. Die bisher verwendete De-
finition {iber die Intervallschachtelung ist daher zu unhandlich. AufSerdem
ist die Beschreibung der Konstruktion der Kurven iiber die Iterationen bei
weitem nicht exakt genug beschrieben, als dass wir sie als Programm ei-
nem Computer iiberlassen konnten. Wir werden in den beiden folgenden
Kapiteln zwei Moglichkeiten zur Beschreibung raumfiillender Kurven ken-
nen lernen.
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3 Beschreibung Raumfiillender
Kurven durch Grammatiken

3.1 Darstellung der Hilbertkurve durch eine
Grammatik

Die Konstruktion der Iterationen der Hilbertkurve geschah dadurch, dass
wir beim Aufteilen in die vier Teilquadrate jedes Teilquadrat wieder mit
der vorherigen Iteration der Hilbertkurve gefiillt haben — eine geeignete
Rotation bzw. Spiegelung der Kurve vorausgesetzt.

Wir werden nun untersuchen, welche Art rotierter oder gespiegelter Kur-
ven iiberhaupt vorkommen. Dazu markieren wir die in den Iterationen
auftretenden Grundmotive. Ein Grundmotiv ist dabei jeweils ein Teilsttick,
das entweder der 0-ten Iteration (also ,hoch-rechts-runter”) entspricht, oder
aus Rotation bzw. Spiegelung aus diesem hervorgeht. Wir erhalten das in
Abbildung 3.1 gezeigte Schema.

Wir sehen, dass sich die Iterationen aus lediglich vier Grundmotiven zu-
sammensetzen lassen — in Abbildung 3.1 gekennzeichnet durch die Buch-
staben H, A, B und C. Die zu diesen Buchstaben gehorigen Grundmotive

(ot Jn} | [ml][H]

| [ 4

“ Hy | | Hy L‘A_I B E

H Al B A [ i
el R w4l B

|

Abbildung 3.1: Identifikation der Grundmotive in den ersten drei Iteratio-
nen der Hilbertkurve
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Abbildung 3.2: Ersetzungsschema der Grundmotive bei der Hilbertkurve

werden in der nédchsten Iteration jeweils durch eine erste Iteration der Hil-
bertkurve ersetzt. Dies geschieht nach einem festen Ersetzungsschema, das
in Abbildung 3.2 dargestellt ist.

Diesem Ersetzungsschema konnen wir auch entnehmen, dass tatsdch-
lich keine neuen Grundmotive hinzukommen. Das Schema ist abgeschlos-
sen. Wir werden diese sukzessive Erstellung von Iterationen im Folgenden
durch eine Art Grammatik beschreiben.

Eine Grammatik fiir die Iterationen der Hilbertkurve

Unsere Grammatik sei gegeben durch

1. eine Menge von Nicht-Terminal-Zeichen: {H, A, B,C}. Die Nicht-
Terminal-Zeichen reprisentieren die verschiedenen Grundmotive, die
in den aufeinander folgenden Iterationen jeweils durch die oben ab-
gebildeten Konstrukte ersetzt werden.

Das Grundmotiv H ist als Startsymbol ausgezeichnet.

2. eine Menge von Terminal-Zeichen: {T, |, <, —}. Die Terminal-Zei-
chen beschreiben jeweils die Ubergénge zwischen den Grundmoti-
ven. In Abbildung 3.2 sind sie durch die griinen Pfeile reprasentiert.
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3. eine Menge von Produktionen, d.h. von Ersetzungsregeln:

H +«— ATH—H|B
A +«— H—-ATA—C
B «— C+~B|B—H
C «— B|C—CTA

Die Ersetzungsregeln legen fest, welches Grundmotiv jeweils durch
welche Abfolge von Grundmotiven und Ubergédngen ersetzt werden
muss, um die ndchste Iteration zu erhalten.

4. eine Ersetzungsregel: in einem Wort diirfen stets nur alle Nicht-
Terminal-Zeichen gleichzeitig ersetzt werden. — L-System (Linden-
mayer)

Die Ersetzungsregel unterscheidet unsere Grammatik von denjenigen,
die in der Informatik iiblicherweise verwendet werden. Unsere Grammatik
dhnelt vielmehr den sogenannten L-Systemen (nach Lindenmayer).

Satzformen der Grammatik

Welche Worter (in diesem Zusammenhang sprechen wir besser von Satz-
formen) werden nun von unserer Grammatik erzeugt? Dazu wenden wir
die Ersetzungsregel an:

H +«— ATH—H|B
«— H—-ATA~CT7TATH—-H|B—-ATH—-H|B|C~—B|B—H

Wir stellen fest, dass die Pfeile in einfacher Weise die Iterationen der
Hilbertkurve in einer Art , Schildkroten-Grafik” (Turtle-Grafik) beschreiben.
Unsere Schildkrote befolgt jedoch nicht relative Bewegungsanweisungen —
biege nach rechts/links ab, etc. —, wie in der bekannten Version der Turtle-
Grafik. Stattdessen hat sie eine Art eingebauten Kompass und kann auf ei-
ne ,Landkarte” (ndmlich unser Einheitsquadrat, das die Hilbert-Iterationen
ausftillen sollen) schrittweise nach oben, unten, rechts oder links marschie-
ren.

Abgeschlossenheit der Grammatik
Die Grammatik fiir die Hilbertkurve liefert uns als Nebenresultat noch die
Antwort auf eine Frage, die wir bisher noch gar nicht gestellt haben — aber
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hétten stellen (und beantworten) sollen. Diese Frage ist, ob das System der
Transformationen und des Zusammensetzens der Teiliterationen zu den
Iterationen der Hilbertkurve tiberhaupt so beschaffen ist, dass wir es un-
endlich fortsetzen konnen.

Die entwickelte Grammatik beantwortet uns diese Frage. Wir erkennen
erstens, dass tatsdchlich nur vier Grundmuster in den Iterationen auftreten
konnen — namlich die vier, die durch die Nichtterminale H, A, B und C
reprasentiert werden. Zweitens erkennen wir an den Terminalzeichen, dass
auch die direkte Verbindung der Teiliterationen gewihrleistet ist.

Nicht zuletzt liefert die Grammatik auch endlich eine mathematisch ex-
akte Beschreibung der Abfolge der notwendigen Transformationen — un-
sere bisherige Beschreibung iiber das Zeichnen der ersten paar Iterationen
konnte nur fiir die ersten Schritte befriedigend sein.

3.2 Ein Algorithmus zur Traversierung
zweidimensionaler Daten

Die Iterationen der Hilbertkurve liefern eine Vorschrift, in welcher Rei-
henfolge die Teilquadrate zur Konstruktion der Hilbertkurve abgelaufen
werden miissen. Fiir zweidimensionale Daten, die einer Art Rasterung ent-
stammen, konnen wir die Iterationen direkt als Traversierung tibernehmen.
Solche Daten sind zum Beispiel:

e Bilddaten, wenn wir davon ausgehen, dass ein Bild aus rechteckigen
Pixeln zusammengesetzt ist;

e Matrizen in der linearen Algebra;

e generell alle Daten, die in einem zweidimensionalen Array abgespei-
chert werden.

Der Algorithmus zur Traversierung muss nun lediglich die Satzformen
der Grammatik sukzessive entwickeln und die durch die Pfeile vorgegebe-
nen Laufrichtungen in der korrekten Reihenfolge durchfiihren. Da der Ab-
leitungsbaum der Satzformen gerade einem Aufrufbaum rekursiver Funk-
tionen entspricht, werden wir die Nicht-Terminalzeichen H, A, B und C
mit entsprechenden rekursiven Funktion bzw. Methoden identifizieren. Die
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Abbildung 3.3: Die ersten beiden Iterationen der Peanokurve

Terminalzeichen T, |, «+ und — ersetzen wir durch die Aufrufe von Funk-
tion/Methoden, die in der jeweiligen Datenstruktur einem Schritt nach un-
ten, oben, links oder rechts entsprechen.

Das Nicht-Terminalzeichen H und die zugehorige Produktion H «+— A
H — H | B iibersetzen wir demnach in folgende Funktion:

Algorithmus 1 : Traversierung entlang einer Hilbertkurve

proc H(tiefe) begin

if tiefe > 0 then
A(tiefe-1); up O);
H(tiefe-1); right O);
H(tiefe-1); down ();
B(tiefe-1);

end

end proc

Die Funktionen A(), B() und C() sind dabei ganz analog aus den ande-
ren Nicht-Terminalzeichen und Produktion zu definieren.

3.3 Grammatiken fiir Peanokurven

Wie fiir die Hilbertkurve ldsst sich auch fiir die Peanokurve (vgl. Abbil-
dung 3.3 eine Grammatik-Darstellung herleiten.
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Abbildung 3.4: Bezug zwischen Grammatik und Konstruktion bei der Pea-
nokurve

Der Bezug zwischen Grammatik und Konstruktionsprinzip ist in Abbil-
dung 3.4 verdeutlicht. Man beachte vor allem, dass sich die Bausteine P
und R, ebenso wie Q und S, nur in der Durchlaufrichtung unterscheiden.

Die Grammatik bilden wir analog zu der der Hilbertkurve:

e Als Menge der Nicht-Terminalzeichen definieren wir {P, Q, R, S}, wo-
bei die Symbole wieder die in Abbildung 3.4 aufgefiihrten Grund-
muster reprdasentieren. Startsymbol der Grammatik ist das Zeichen
P.

e Die Menge der Terminalzeichen ist gegeniiber der Hilbertkurve un-
verdandert: {7, |, <, —}.

e Abbildung 3.4 entnehmen wir dann folgende Produktionen:
P «— PTQTP—-S|R|S5—-PTQTP
— QTPTQ<RI[S|R<QTPTQ
«— R|IS|R—=QTPTQ<—R|S|R
«— S|R|S—PTQTP—S|R]|S

wn = O

Als Ersetzungsregel legen wir wieder fest, dass in jeder Satzform stets nur
alle Nicht-Terminalzeichen gleichzeitig ersetzt werden diirfen.
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Aus der Grammatik kdnnen wir wieder einen Algorithmus fiir die Tra-
versierung eines Datensatzes gewinnen:

Algorithmus 2 : Traversierung entlang einer Peanokurve

proc P(tiefe) begin

if tiefe > 0 then

P (tiefe-1); up O);
Q(tiefe-1); up O);
P(tiefe-1); right O);
S(tiefe-1); down();
R(tiefe-1); down();
S(tiefe-1); right ();
P (tiefe-1); up O);
Q(tiefe-1); up();

P (tiefe-1);

end

end proc

Eine Grammatik fiir die Peano-Meander-Kurve
Fiir die in Abbildung 2.5b gezeigte Peano-Meander-Kurve kénnen wir nach
nunmehr bekanntem Muster folgende Grammatik ableiten:

e Nicht-Terminale: {M, W, L, N}, Startsymbol M
e Terminale: {7, |,«—, —}
e Produktionen:

«— NINTM- M- M| W—L|]L—-M
— M—- M—->NINITN-—L|W-WTN
— WeW«—L|L|L-NTM—-M|L
«— L|LIW—W-WTM-—->NTN-—W

S~z

Die Herleitung der Grammatik aus dem Konstruktionsprinzip der Pea-
no-Meander-Kurve ist in Abbildung 3.5 illustriert. Diesmal benétigt man
die Durchlaufrichtung nicht, um die vier Bausteine zu unterscheiden.
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Abbildung 3.5: Bezug zwischen Grammatik und Konstruktion bei der Pea-
no-Meander-Kurve
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4 Arithmetisierung Raumfiillender
Kurven

Bis jetzt haben wir lediglich die endlichen Iterationen der Hilbertkurve
und der Peanokurven untersucht. Diese konnen uns zwar eine ungefiahre
Vorstellung der ,,unendlichen” Kurven vermitteln, jedoch haben wir bis
jetzt fiir noch keinen einzigen Parameter den zugehorigen Punkt der Kurve
berechnet. Die Darstellung der Kurven durch die Grammatiken hat dazu
auch nicht das geeignete Werkzeug geliefert, da die Iterationen immer als
ganzes erzeugt wurden.

In diesem Kapitel werden wir daher eine Systematik entwickeln, die es
erlaubt die Hilbertkurve, wie auch die Peanokurven und alle verwandten
Kurven arithmetisch zu beschreiben.

4.1 Arithmetisierung der Hilbertabbildung

Die wesentlichen Konstruktionsideen fiir die Definition der Hilbertkurve
waren:

1. Das Approximieren eines gegebenen Parameters durch eine Intervall-
schachtelung des Parameter-Intervalls 7, wobei die Intervalle jeweils
einer Viertelung des vorhergehenden Intervalls entstammen.

2. Das rekursive Unterteilen des quadratischen Zielgebiets in Teilqua-
drate, die jeweils durch eine skalierte, transponierte und ggf. gespie-
gelte/rotierte Hilbertkurve gefiillt werden.

Die Arithmetisierung der Hilbertabbildung setzt diese beiden Ideen in eine
formelle, mathematische Beschreibung um.

Quarterndrdarstellung des Parameters
Die erforderliche Intervallschachtelung konnen wir geeignet durch die Dar-
stellung des Parameters als Quarterndrzahl wiedergeben. Sehen wir uns
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Abbildung 4.1: Diese Abbildung fehlt leider noch . ..

dazu die typischen Intervallgrenzen im Quarternirsystem an:

1 12
|:O, Z:| — [04.0, 041] ’ |:Zl’ Z:| — [04.1, 042] ’
23 3
—, = | =104.2,04. —, 1| =104.3,14.0|.
|:41 4:| [04 104 3]/ |:4/ :| [04 31 40]

Die Koeffizienten der Quarterndrdarstellung geben gerade die Nummer
des zu wihlenden Viertelintervalls an. Zum Beispiel erhalten wir fiir den
Parameter t = % die Intervallschachtelung

[0,1],[04.1,04.2] , [05.12,04.13] , [04.121,0,.122] , .. .,
entsprechend der Quarternardarstellung Z = 0,.121212....

Abbildung der rekursiven Teilquadrate auf das Einheitsquadrat

Die zweite wesentliche Idee zur Konstruktion der Hilbertkurve, war das
rekursive Zuriickfiithren des Problem auf die vier Teilquadrate. Unserer
Vorstellung nach befindet sich in jedem der vier Teilquadrate eine entspre-
chend skalierte und transformierte Hilbertkurve.

Unserem rekursiven Ansatz folgend, nehmen wir an, wir hatten fiir die
Teilhilbertkurve den Kurvenpunkt bereits berechnet. Dieser ist natiirlich
bezogen auf das Einheitsquadrat [0, 1]> berechnet. Wir miissen daher die
relative Lage des Punktes im entsprechenden Teilquadrat ermitteln.

Dazu miissen wir fiir jedes Teilquadrat einen Transformationsoperator
angeben, der das Einheitsquadrat in das jeweilige Teilquadrat abbildet.
Welcher Operator angewendet werden muss, verrdt uns die erste Quarter-
nédrstelle. Sie legt des Intervall der Intervallschachtelung und damit auch
das Teilquadrat fest. Wir bezeichnen die Operatoren gemifs Abbildung 4.1
als H(), Hl/ H2 und Hg.

v (0)-(1) s 0)-(a

1 1

x 35X+ 5

o= )e(% :
Yy 2y +3

N[—

N—
F
I
7 N\
<= R
N——
I
NI= Nf—= NI
+
N|—=
N——

= <
+ +

NI— =
v
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Alle Operatoren skalieren zundchst den iibergebenen Vektor mit dem
Faktor %, da die Teilquadrate jeweils halbe Seitenldnge haben. Zudem wer-
den von den einzelnen Operatoren je nach Situation Rotationen bzw. Spie-
gelungen sowie eine Translation durchgefiihrt:

der Operator Hj spiegelt sein Argument an der Hauptdiagonalen
(vertauscht x- und y-Komponente). Dies entspricht gerade der ge-
wiinschten Vierteldrehung im Uhrzeigersinn inklusive Umkehrung
der Durchlaufrichtung.

die Operatoren H; und H; behalten die Orientierung der Kurve bei,
daher ist keine Rotation oder Spiegelung nétig. Jedoch wird die Kur-
ve entsprechend skaliert in je eines der ,oberen” Teilquadrate ver-
schoben. H; verschiebt die Kurven um 5 in y-Richtung, also ins linke,
obere Teilquadrat. Hy verschiebt die Kurven entsprechend diagonal
ins rechte obere Teilquadrat.

der Operator Hj bendtigt zusatzlich zur Vertauschung von x- und
y-Komponente (siehe Operator Hyp) auch noch je eine Spiegelung so-
wohl in x- als auch in y-Richtung (daher jeweils Skalierung mit —%).
Die Spiegelung an der vertikalen Achse ist direkt ersichtlich. Die
Notwendigkeit, zusitzlich an der horizontalen Achse zu spiegeln, er-
kennt man erst, wenn man die Laufrichtung der Kurve beachtet: sie
startet oben rechts im Teilquadrat und endet in der rechten unteren
Ecke. Die Lage des Ursprung der Teilkurve rechts oben im Teilqua-
drat erfordert auflerdem die Verschiebung des Kurvenstarts (gleich-

bedeutend mit der der gesamten Kurve) um den Vektor @)

In Matrix-Schreibweise lauten die Operatoren Hy, ..., H3 wie folgt:

Hy

DG m = GDE-)
D)) == (500
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Arithmetisierung der Hilbertkurve
Die wesentliche Idee zur Arithmetisierung der Hilbertkurve ldsst sich in
folgender Rekursionsgleichung zusammenfassen:

h(04.9129394 - - .) = Hy, 0 h(04.929394 . . .). (4.1)

Wir bestimmen also zunédchst die erste Quarterndrstelle g; des Parame-
ters t = 04.91929394 . . ., die gleichzeitig das zugehorige Teilintervall der In-
tervallschachtelung sowie das zugehorige Teilquadrat angibt. Teilintervall
und Teilquadrat fithren wir sodann auf Einheitsintervall und Einheitsqua-
drat zuriick — in der Quarterndrdarstellung ist dazu lediglich die erste Stelle
wegzulassen und die Transformation des Teilquadrats in das Einheitsqua-
drat erledigt der Operator Hy,.

Durch sukzessives Anwenden der Rekursionsgleichung (4.1) erhalten
wir

h(04.q1q2q3q4 . ) = qu e} h(04.qZI]3I]4 .. )
- qu O qu O h(04.q3q4 .. .)

Wie aber wird diese Rekursion abgebrochen? Wir betrachten dazu den Fall
einer endlichen Quarterndrdarstellung. Da wir an die Quarterndrzahl be-
liebig 0-Stellen anhdngen diirfen, sollte gelten, dass

h(04.9192---9n) = h(04.9192...4,000...)

= HfhOquO-'-OanOh(04'000"')-
—_——

= 1(0)

Laut Konstruktion der Hilbertkurve wissen wir aber, dass 1(0) = (0,0).
Wenn t als Quarternédrzahl gegeben ist, also t = 04.91429344 . . ., dann ldsst
sich h(t) darstellen als

0
h(04.91929394 - ..) = Hg, o Hy, 0 Hgy 0 Hg, 0+ - - (0> (4.2)

Beispiel: Berechnung von 1 (%) und & (%)

Zur Berechnung der Hilbertabbildung fiir die Parameter t = } und t =
miissen wir zundchst deren Darstellung im Quarterndrsystem ermittel

= RS
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Wir erhalten: , .

4.
Damit erhalten wir fiir h (i):

(5)=m(0)-(5 1) 6)+ (1))

Dies entspricht auch gut unserer Vorstellung: nach Ablaufen von einem
Viertel des Parameterintervalls sollte die Hilbertkurve auch ein Viertel des
Einheitsquadrats gefiillt haben. Der Punkt h (}1) sollte also gerade der

Ubergangspunkt zwischen dem ersten und zweiten Teilquadrat sein. Die-
ser liegt konstruktionsgemafs in der linken oberen Ecke des ersten Teilqua-

drats, also auf <O, %)

Analog berechnen wir den Abbildungswert fiir den Parameter t = h (%) :
1 0 10 /0 :
1(5) = e (o) = ((3 1) () + (3
0
“ i) =(35) ()= ()
2

Wieder stimmt dies mit unserer Vorstellung tiberein: nach einem Achtel des
Intervalls sollte die Hélfte des ersten Teilquadrats gefiillt sein. Der Punkt
befindet sich in der Mitte des ersten Teilquadrats — dort wo die Hilbertkur-
ve vom zweiten (Unter-)Teilquadrat ins dritte wechselt.

Nl= M=

O NI
Nl= M=
N[N N

4.2 Berechnung der Funktionswerte von &
Fiir die Berechnung der Funktionswerte von & miissen wir zwei Teilaufga-
ben l16sen:

1. die Berechnung der Quarternérstellen:
dazu konnen wir gemafs der Gleichung

40491929394 - - - = (91-929394 - - - )4

den Parameter jeweils mit 4 multiplizieren und den Vorkommaanteil
abschneiden.
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2. die Anwendung der entsprechenden Operatoren H, in der richtigen
Reihenfolge — dazu konnen wir direkt die Rekursionsgleichung (4.1)
in einen rekursiven Algorithmus iibernehmen.

Als Abbruchkriterium fiir die Rekursion geben wir eine feste Rekursi-
onstiefe vor. Das Ergebnis ist die Funktion hilbert.

Funktion hilbert
func hilbert (¢, tiefe) begin
if tiefe = 0 then
| return (0,0)
else
// niichste Quarterndrstelle bestimmen

q := floor (4*t);

r:=4%-q;

(X,y) := hilbert (rtiefe-1);

switch g do
case 0: return (y/2,x/2);
case 1: return (x/2,y/2+0.5);
case 2: return ( x/2+0.5, y/2+0.5) ;
case 3: return ( 1.0-y/2, 0.5-x/2) ;

end

end

end func

Ebenso kénnten wir auch eine Genauigkeitsschranke € als Abbruchkrite-
rium implementieren. Dazu interpretieren wir € als Seitenldnge eines Teil-
quadrats der gebildeten 2D-Schachtelung, in dem der gesuchte Punkt liegt.
Dann ist gerade € = 27*f¢ und wir erhalten die Funktion hilbertEps.

4.3 Zur Eindeutigkeit der Hilbertfunktion

In diesem Abschnitt kommen wir auf eine Frage zurtick, die wir schon bei
der Definition der Hilbertabbildung gestellt haben:

Sind die Funktionswerte von & unabhéngig von der Wahl der Quarternar-
entwicklung im Sinne von

h(04.91-..9n) = h(04.91...9,-1(qn — 1)333...), Gn # 0

38



Funktion hilbertEps

func hilbertEps(f, eps) begin
if eps > 1 then
| return (0,0)

else

// nichste Quarternirstelle bestimmen

q = floor(4*t);

r:=4%-q;

(x,y) := hilbertEps (r,2%eps);

switch g do
case 0: return (y/2,x/2);
case 1: return (x/2,y/2+0.5);
case 2: return ( x/2+0.5,y/2+0.5) ;
case 3: return ( 1.0-y/2, 0.5-x/2) ;

end

end

end func

Den Fall g, = 0 diirfen wir hier ausschlieflen, da dann 04.91 ... gn = 04.91 ... gn—1
und unser Problem schlicht eine Stelle nach vorne gezogen wird.

Die beiden unterschiedlichen Quarterndrentwicklungen entsprechen den
beiden unterschiedlichen Intervallschachtelungen, die wir in Abschnitt 2.3.4
angesprochen haben. Mit der Arithmetisierung haben wir jedoch diesmal
ein mathematisches Mittel, die Eindeutigkeit zu zeigen und nicht nur durch
die Stetigkeit zu rechtfertigen.

Der Beweis der Unabhédngigkeit lauft in zwei Schritten:

1. Berechne den Grenzwert
. n . n O
lim Hj bzw. lim Hj ( ) .

n—o0 n—oo O

2. Zeige fiir g, = 1,2,3, dass
0 i 0
Hg, o (0) = H,, 1 or}grolng (O) .
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Berechnung von I fiir unendliche Quarternarbriiche
Die Berechnung von lim Hj benutzen wir als Beispiel fiir die Berechnung
n—oo

von h fiir unendliche Quarternédrbriiche im Allgemeinen. Fiir unseren Be-
weis geniigt es, wenn wir den Wert

h(04.3333...) = Hyo Hzo0... <8) = lim H% (8)

n—oo

berechnen. Dazu schreiben wir zundchst den Operator H3 in der Form

_1 1
Hj: <x>_}<_01 02) (x>+(l) also H3: v — Azv + bs.
Yy 2 y 2
—— S~

::Ag :=b3
Damit erhalten wir, dass

H%Z) = Ag,(Agv + b3) + b3 = A%U + Azbs + b3
H3v = A3(A30+ Asbs +b3) + by = Ao + A3b + Asbs + bs

Hiv = Abv+ Al by +...+ Asbs + by

Fir den Term Ag_lbg + ...+ Asbsz + by wenden wir einen altbekannten
Trick an (vgl. geometrische Reihe):

(I— Aj3) <A’;*1b3+...+A3b3+b3> = Ay b +...+ Asbs + by

—Agbg — Ag_lbg, —...— Asbs
by — Alby = (I— AL) by

Daraus folgt, dass
Allbs o Agby + by = (1 — A3) ' (I — AY) bs.

Da lim; .. A5 = 0 erhalten wir

lim HY (8) = lim (Ag (8) +Ag_1b3+...+A3b3+b3)

n—oo n—oo

n—oo N~

—0

= lim ((1A3)1 (I— Al )b3> = (I—A3) b3
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Das heifit, wir finden den Funktionswert h(1) = h(04.3333...) =: <x )
durch Losen des Gleichungssystems

= ()=e = (11)0)-0)

Da die rechte Seite identisch zur ersten Spalte der Matrix des Gleichungs-
systems ist, konnen wir die Losung x = 1 und y = 0 direkt ablesen. Damit
gilt

Nl =
—_ Nl

h(043333...) = h(1) = (é)

was auch unserer Erwartung entspricht — die Hilbertkurve endet in der
rechten unteren Ecke des Einheitsquadrats.

Eindeutigkeit der Hilbertfunktion
Fiir die Eindeutigkeit der Hilbertfunktion bleibt uns nun zu zeigen, dass

0 1 .
Hg, <0) = Hy, 1 <0) fuirn=1,2,3.

Wir zeigen dies exemplarisch fiir n = 1:
0 0 0 0
mo) = (630 () =(3) we
1 0 1 0
o) = (16)(0)=(3) see

4.4 Berechnung der Umkehrfunktion

N
O N=
O NI~ NI~ O

Bisher haben wir zu einem gegebenen Parameter t den zugehorigen Punkt
h(t) auf der Kurve bestimmt. Von viel groferer praktischer Bedeutung ist
jedoch folgendes Problem:

Finde zu einem gegebenen Punkt (x,y) € Q einen Parameter t, so dass
h(t) = (xy).

Fiir das Anwendungsbeispiel multidimensionaler Daten entspricht dies
der Aufgabe, zu einem vorgegebenen Tupel (x,y) den Speicherplatz zu
finden, an dem dieses Tupel angelegt ist.
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Eindeutigkeit der Umkehrung

Zuerst erinnern wir uns an ein friitheres Ergebnis: die Hilbertkurve (ebenso
die Peanokurve) ist surjektiv, aber nicht bijektiv! Daher gibt es zu einem
Punkt (x,y) unter Umstdnden mehrere geeignete Parameter . Wir folgern:

e Eine Umkehrabbildung /! im strengen Sinn existiert nicht.

e Wir konnen lediglich eine technisch eindeutig gemachte Abbildung
h~1 definieren und berechnen.

e Den Parameter 1 ~!(x,y) werden wir als Hilbertindex von (x,y) be-
zeichnen.

Die Berechnung des Hilbertindex erfolgt wieder rekursiv und entspricht
gerade der Umkehrung des Algorithmus, der zu einem Parameter den zu-
gehorigen Kurvenpunkt bestimmt:

1. Wir bestimmen das Teilquadrat, in dem (x,y) liegt

2. Mit Hilfe der Umkehrabbildungen der Hy,..., H; bilden wir den
Punkt (x,y) zuriick ins Ausgangsquadrat ab. Dies liefert uns den
Punkt (%, 7).

3. Wir berechnen rekursiv den zu (%, ) gehorigen Parameter f

4. Abhingig vom oben bestimmten Teilquadrat berechnen wir aus f den
Hilbertindex ¢.

Bestimmung der Umkehrabbildungen zu H,, ..., H;
Die Umkehrabbildungen zu Hy, ..., H3 erhalten wir durch Auflosen der je-
weiligen Transformationen nach den Ausgangsvariablen. Fiir Hy zum Bei-

spiel erhalten wir:
3V x 27
) = ()=
Ex Yy 2%

() (0)(

Durch analoge Rechnung fiir Hy, H, und Hj erhalten wir schliefSlich
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folgende Umkehrabbildungen:

Hy! = (;)ch) = (;)H<2y2i1>
e ()= (200) m s () (2

Algorithmus zur Berechnung der Umkehrfunktion

Die (technisch eindeutig gemachte) Umkehrabbildung 7 ~! erhalten wir
nun, indem wir die Operationen der Berechnung der Hilbertabbildung
schrittweise umdrehen:

(1) Zum gegebenen Punkt (x,y) ist zuerst abhéngig von x <> 3 und
y <> 3: das Teilquadrat zu bestimmen, in dem (x, y) liegt. Nach dem

Schema

112

03
konnen wir die Nummer g € {0,...,3} dieses Teilquadrats bestim-
men.

Die Fille x = } und/oder y = } miissen dabei eindeutig entweder

der Situation < oder > zugeordnet werden. Dies liefert die Eindeutig-
keit der Abbildung.

(2) Mittels der richtigen Umkehrabbildung ermitteln wir als ndchstes
die relative Lage von (x,y) im Teilquadrat g, und zwar (%,7) :=
H, ' (x,y)

(3) Als nichstes wird (rekursiv!) der Hilbertindex f des transformierten
Punkts (%,#) im Teilquadrat g bestimmt:  := h~!(%, )

(4) der Hilbertindex von (x,y) ist dann ¢ := 1 (q + ).

Zu diesem rekursiven Schema ist nur noch ein geeignetes Abbruchkriteri-
um zu ergdnzen. Wir geben dazu eine Toleranz € fiir den gelieferten Index
vor. Im Fall € > 1 diirfen wir jeden beliebigen Wert aus dem Intervall [0, 1],
dem Wertebereich des Hilbertindex, als Ergebnis liefern. Mit jedem rekur-
siven Aufruf diirfen wir diese Schranke um den Faktor 4 erh6hen — mit der
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Transformation eines Teilquadrats auf das Ausgangsquadrat wird namlich
auch das zugehorige Teilintervall um den Faktor 4 gestreckt. Damit erhal-
ten wir die Funktion hilbIndex zur Berechnung des Hilbertindex.

Funktion hilbIndex

func hilbIndex(x,yeps) begin
if eps > 1 then return 0;
if x < 0.5 then
if y < 0.5 then

| return (0 + hilbIndex(2%y, 2*x, 4%eps) )/4;
else

| return (1 + hilbIndex(2%x, 2%y - 1, 4%eps) )/4;
end
else
if y > 0.5 then

| return (2 + hilbIndex(1-2*y, 2-2*x, 4*eps) )/4;
else

| return (3 + hilbIndex(2*x-1, 2%y - 1, 4%eps) )/4;
end
end
end func

4.5 Arithmetisierung der Peanoabbildung

Analog zur Arithmetisierung der Hilbertkurve nehmen wir an, das der
Parameter t im ,Nonalsystem” gegeben ist, also t = 09.n112n314.... An-
schlieflend suchen wir Operatoren P, ..., Pg, so dass

0
p(Og.n1n2n3n4 .. ) = Prl1 o Pn2 o Pn3 o Pn4 O (0) .

Die Operatoren fithren wir im Folgenden so auf, dass die Abfolge der
neun Teilquadrate in der rekursiven Konstruktion der Peanokurve wieder-
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gegeben wird:

»()=(323)

1 1,1 1,2
<y _ [3%t0 N _ [ 3*ts N\ _ [3*t3
n()=(170) mO-( 00 n0)-(]
3Y + 3Y T3 3Y
Die Operatoren skalieren den iibergebenen Vektor nun mit dem Faktor

%, da sich die Teilquadrate bei der Peanokurve durch Drittelung der Sei-
tenldngen ergeben. Zu den Operatoren ist folgendes zu bemerken:

e bei der Peanokurve ist fiir keinen der Operatoren eine Rotation bzw.
eine Vertauschung der x- und y-Koordinaten erforderlich. Die ,Schlédn-
gelung” der Kurve bleibt stets vertikal. Man kommt mit Spiegelungen
aus.

e die Operatoren Py, P>, P6, und P8 erhalten die Orientierung der Kurve
— hier gentigt die Skalierung und Verschiebung auf den neuen Start-
punkt.

e die Operatoren P; und P; erfordern eine Spiegelung an der vertikalen
Achse, d.h. das Vorzeichen der x-Komponente muss sich dndern.

e die Operatoren P; und Ps erfordern dagegen eine Spiegelung an der
horizontalen Achse — entsprechend ist das Vorzeichen der y-Koordi-
nate zu wechseln.

e der Operator P4 spiegelt an x- und y-Achse.

Analog zum Vorgehen bei der Hilbertkurve ldsst sich die Arithmetisierung
wieder in eine Funktion zur Berechnung der Peanoabbildung bzw. des Pea-
noindex umsetzen — siehe die Funktion peanoIndex.
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Funktion peanolIndex

func peanoIndex begin
if tiefe = 0 then
| return (0,0)
else
// nichste Quarterniirstelle bestimmen

q := floor(9*t);

r:=9%-q

(x,y) = peanoIndex (r,tiefe-1);

switch g do

case 0: return (x/3,y/3);

case 1: return ( (-x+1)/3, (y+1)/3);
case 2: return ( x/3, (y+2)/3);
case 3: return ( (x+1)/3, (-y+3)/3);
case 4: return ( (-x+2)/3, (-y+2)/3);
case 5: return ( (x+1)/3, (-y+1)/3);
case 6: return ( (x+2)/3,y/3);
case 7: return ( (-x+3)/3, (y+1)/3);
case 8: return ( (x+2)/3, (y+2)/3);
end

end

end func
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5 Approximierende Polygone

5.1 Approximierende Polygone der Hilbert- und der
Peanokurve

Bereits in Kapitel 2.3.2 haben wir die approximierenden Polygone der Hil-
bertkurve als Hilfsmittel zur Konstruktion der Hilbertkurve eingefiihrt. Mit
Hilfe der Arithmetisierung der Hilbertkurve konnen wir nun eine mathe-
matische Definition der approximierenden Polygone nachliefern.

Definition 5.1 (approximierendes Polygon der Hilbertkurve)
Der Streckenzug, der die 4" + 1 Punkte

h(0),h(1-47"),h(2-47"),...,h((4"—1)-47"),h(1)
verbindet, heif§t n-tes approximierendes Polygon der Hilbertkurve

In Abbildung 5.1 sind noch einmal die ersten drei approximierenden
Polygone der Hilbertkurve abgebildet.

Eigenschaften approximierender Polygone
Zunichst wiederholen wir einige der Eigenschaften der approximierenden
Polygone:

T T T T T T T T T T T
| | | | | | | | | | |
| | | | . L . L
| | | | l l l l
! [ ] o0 o0 o'e [ ! ! ! !
| T -~ - -~ -
| ® | | ® | | |
| | | N DT DU B
— | — | | | | |
[ ] o'e [ ] (] o _ele ! [ ] __ ! |
(] ; [ [ ] ole , ol® [ | ; |
| | IR D T
| | | | | I |
| [ | [ | | | | |
| o« e i B
| | JER D T
| | | | |
a ! [ ] [ ] ole ! [ 10 [ ) ! ! !
L 4

Abbildung 5.1: Die ersten drei approximierenden Polygone der Hilbert-
kurve.
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e Die approximierenden Polygone verbinden die Eckpunkte der rekur-
siv unterteilten Quadrate.

e Die verbundenen Eckpunkte sind Start- und Endpunkte der Hilbert-
kurve im entsprechenden Teilquadrat. Die Polygone sind auf diese
Weise eine Hilfestellung zur Konstruktion der Hilbertkurve.

e Als neues Resultat der Definition (und der Arithmetisierung) der Hil-
bertkurve konnen wir festhalten, dass die Eckpunkte der approximie-
renden Polygone tatsdchlich auf der Hilbertkurve liegen — sie sind
also inbesondere die , Ubergangspunkte” zwischen zwei Teilquadra-
ten.

Zu den approximierenden Polygonen lassen sich natiirlich geeignete Ab-
bildungsvorschriften p,(t) definieren. Als Bemerkung sei noch erwihnt,
dass sich zeigen lasst, dass die Folge dieser Abbildungen p,(t) gleichmii-
Sig gegen die Hilbertkurve konvergiert. Dies liefert unter anderem einen
weiteren Beweis fiir die Stetigkeit der Hilbertkurve.

Erzeugung iiber rekursive Wiederholung eines Leitmotivs

Eine wichtige Eigenschaft der approximierenden Polygone erkennen wir,
wenn wir die sukzessive Bildung der Polygone untersuchen. Wir sehen,
dass wir das (n + 1)-te approximierende Polygon jeweils dadurch erhal-
ten, dass wir jede Kante des n-Polygons durch das Ausgangspolygon er-
setzen. Dieses muss so orientiert sein, dass es innerhalb des zu der Kante
gehorigen Teilquadrats liegt.

Die approxmierenden Polygone werden also durch rekursives Ersetzen
der Kanten durch das Ausgangspolygon erzeugt — das Ausgangspolygon
werden wir deshalb im Weiteren als Leitmotiv bezeichnen. Die daraus fol-
gende Ahnlichkeit zu Kochkurven und Fraktalen werden wir in im weite-
ren Verlauf dieses Kapitels untersuchen.

Approximierende Polygone der Peanokurve
Analog zur Hilbertkurve definieren wir auch fiir die Peanokurve die ap-
proximierenden Polygone.

Definition 5.2 (approximierendes Polygon der Peanokurve)
Der Streckenzug, der die 9" + 1 Punkte

p(0),p(1-97"),p(2-977%),...,p((9" =1)-97"), p(1)
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Abbildung 5.2: Die ersten beiden approximierenden Polygone der Peano-
kurve

verbindet, heif$t n-tes approximierendes Polygon der Peanokurve

Die ersten beiden approximierenden Polygone sind in Abbildung 5.2
dargestellt. Wir erkennen das fiir die Peanokurven typische diagonale Durch-
laufen der Teilquadrate. Auflerdem koénnen wir wieder die Bildung der
Polygone tiber die rekursive Anwendung des Leitmotivs beobachten.

5.2 Linge und Dimension raumfiillender Kurven

Approximierende Polygone als Laingenmessung
Die approximierenden Polygone sind festgelegt als Streckenzug, der die
Punkte

h(0),h(1-47"),h(2-47"),...,h((4" —1)-47"),h(1)

miteinander verbindet. Die Eckpunkte des Polygons liegen siamtlich auf
der Hilbertkurve. Dieses Vorgehen ist typisch, wenn wir die Linge ei-
ner Kurve messen wollen: wir approximieren die Lange einer komplizier-
ten Kurve, indem wir in regelméafligen Abstinden Punkte auf der Kurve
herausgreifen, jeweils die Abstdnde zwischen den aufeinander folgenden
Punkten berechnen und schliefslich alle Einzelabstande aufsummieren.

Wenn wir die Abstinde der Messpunkte immer kleiner machen, erwar-
ten wir, dass die Messung immer genauer wird. Die Lange unserer kompli-
zierten Kurve konnen wir so als Grenzwert der Langen der Streckenziige
definieren.
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Wie lang ist die Hilbertkurve:

Wir konnen also die Lange der approximierenden Polygone berechnen,
und diese als Schitzung der Liange der Hilbertkurve verwenden. Dabei
beobachten wir folgendes:

e Die approximierenden Polygone werden durch rekursive Wiederho-
lung des Leitmotivs gebildet. Ein zwei Einheiten langes Teilsttick (ei-
ne Kante eines Teilquadrats) wird durch das vier Einheiten lange Leit-
motiv ersetzt.

e Daher verdoppelt sich die Lange der approximierenden Polygone in
jedem Rekursionsschritt.

Die Linge des 0-ten approximierenden Polygons ist 1, also ist die Lange
des n-ten Polygons gleich 2". Fiir n — oo wird diese Lange beliebig grof3.
Unsere Methode zur Langenmessung versagt hier, da bei immer feinerer
Auflosung eben gerade kein Grenzwert existiert.

Was konnen wir daraus folgern?

1. Eine ,Lange” der Hilbertkurve ist nicht verniinftig definierbar

2. Stattdessen konnen wir der Hilbertkurve bequem eine ,Flache” zu-
ordnen, ndmlich die Flache des von ihr ausgefiillten Einheitsquadrats
(also 1).

Dies wirft zwangsldufig die Frage auf, welche Dimension die Hilbertkur-
ve eigentlich hat!

Langenmessung fraktaler Kurven:

Die ,Langenmessung” der Hilbertkurve konnen wir analog auf jede (frak-
tale) Kurve anwenden, die sich durch geeignetes, rekursives Anwenden
eines Leitmotivs ergibt.

e Ublicherweise wird die (unendliche) fraktale Kurve durch eine endli-
che Iteration in dem Sinn approximiert, als die Iteration ein Strecken-
zug ist, der Kurvenpunkte direkt miteinander verbindet — dies funk-
tioniert insbesondere dann, wenn die Endpunkte der Strecken auch
Endpunkte des Leitmotivs bleiben. Wenn die Strecken des Strecken-
zugs von der Linge € sind, dann charakterisiert € die Genauigkeit der
Langenmessung. Wir konnen also L(¢€), d.h. die bzgl. der Genauigkeit
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€ gemessene Linge der Kurve, iiber die Lange der entsprechenden
endlichen Iteration berechnen.

e Aufgrund der rekursiven Wiederholung des Leitmotivs erhalten wir
eine einfache rekursive Rechenvorschrift fiir L(e). Werden bei einer
fraktalen Kurve bei jeder Iteration jede r Einheiten lange Strecke durch
ein g Einheiten langes Leitmotiv ersetzt, dann erhoht sich die Lange
der Iterationen jeweils um den Faktor 1. Da sich die Messgenauigkeit
dabei um den Faktor  reduziert, erhalten wir folgende rekursive For-
mel fiir die Lange der Iterationen.

L(§) =1Le)  L(1):=2

e Durch wiederholtes Anwenden dieser Langenformel erhalten wir, dass

LY _ rq\" _q
L (7) = (3) ty =152
Setzen wir € := rl,, erhalten wir daraus

n 1
L(e) = Z—n/\ =eq"A  wobei "= B bzw. n = —log, e
Damit konnen wir wie folgt umformen:

L(e) = /\eq—long = \ee” log, e-log.q _ /\€1_D, wobei D — izgz

Die Langenmessung einer rekursiv definierten fraktalen Kurve liefert al-
so folgende Formel:

L(e) = AP,  mit D= %84 (5.1)
log r

Nur im Fall D = 1 erhalten wir demnach eine verniinftige Lange. Der
Fall D = 1 ist aber leider besonders uninteressant, da hier g = r, also eine r
Einheiten lange Strecke jeweils durch ein g = r Einheiten langes Leitmotiv
ersetzt wird — was demnach auch wieder eine Strecke sein muss (alle ande-
ren Verbindungen wiren ja langer). Die Laingenmessung der entstehenden

geraden Strecke ist allerdings ein recht langweiliges Problem.
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Etwas interessanter wird es, wenn wir uns zum Vergleich die Lingen-
messung ,gewohnlicher” Kurven ansehen, z.B. die des Kreisumfangs. Hier
wissen wir, dass mit immer kleinerer Messgenauigkeit € die Lange K(¢) ge-
gen einen festen Wert konvergiert, ndimlich 7 mal dem Kreisdurchmesser.
Zumindest asymptotisch bekommen wir hier ein Verhalten geméfS der For-
mel K(e) = Ae’. Dies legt uns nahe, dass A in Gleichung (5.1) so etwas wie
die Lange festlegt. Fiir was steht dann der Wert D?

Dass D fiir eine Strecke, also fiir das typische eindimensionale Objekt,
gerade D = 1 ist, gibt einen Hinweis darauf, dass D eine Dimension sein
konnte. In der Tat erkennen wir, dass die zweidimensionale Hilbertkurve
gerade auf eine Langenformel mit D = 2 fiihrt — ebenso iibrigens wie
fir alle zweidimensionalen Peanokurven. Nach dem diese Kurven eine
Flache, also ein zweidimensionales Objekt, ausfiillen, scheint D tatsédchlich
so etwas wie die ,wahre Dimension” einer fraktalen Kurve anzugeben.

= D ist die fraktale Dimension der Kurve
= A ist die Lange bzgl. dieser Dimension

Vielleicht traut sich auch noch der eine oder die andere einen vorsichti-
gen Blick in das Kapitel 6 tiber dreidimensionale raumfiillende Kurven zu
werfen. Dort erkennt man zum Beispiel in Abbildung 6.4, dass die appro-
ximierenden Polygone der 3D-Hilbertkurve » = 2 und g = 8 gilt. Dies fiihrt
gerade zum Wert D = 3.

Gleichung 5.1 liefert also in Gestalt der Konstante D einen fiir fraktale
und raumfiillende Kurven ,verntinftigen” Dimensionsbegriff:

e Die fraktale Dimension der Hilbertkurve stimmt mit der geometri-
schen Dimension des von ihr ausgefiillten Gebiets iiberein. Gleiches
gilt fiir die Peanokurve

e Misst man die Lange der beiden Kurven in irgendeiner anderen Di-
mension, so erhilt man entweder 0 oder co. So ist das Volumen des
von der Hilbertkurve ausgefiillten Einheitsquadrates 0, wenn man es
im Dreidimensionalen misst. Ebenso ergab sich die Lange der (geo-
metrisch) zweidimensionalen Hilbertkurve als unendlich.

Der entsprechende Dimensionsbegriff ist allgemein als Hausdorff-Dimen-
sion bekannt.
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Abbildung 5.3: Die ersten vier Iterationen der Kochkurve

5.3 Exkurs: Fraktale Kurven

Die Bildung der approximierenden Polygone iiber die rekursive Wiederho-
lung eines Leitmotivs ist identisch mit der Konstruktion Fraktaler Kurven
vom Typ der bekannten Kochkurve. Das Leitmotiv der Kochkurve wird ge-
bildet, indem man aus einer Strecke das mittlere Drittel entfernt und durch
die beiden Schenkel eines gleichseitigen Dreiecks ersetzt. Rekursiv wird
dann in jeder weiteren Iteration der Kochkurve jede Teilstrecke durch die-
ses Leitmotiv ersetzt. Die ersten vier der so entstehenden Iterationen sind
in Abbildung 5.3 dargestellt.

Die Kochkurve ist insofern ein interessantes Studienobjekt, als sie tat-
sdchlich eine Kurve — also stetig — ist, aber an keiner Stelle eine Steigung
der Kurve angegeben werden konnte. Sie ist nirgends differenzierbar.

Von besonderem Interesse ist sie jedoch im Zusammenhang mit der Fra-
ge der Lingenmessung und der Dimensionsbestimmung, so wie wir sie
im vorherigen Abschnitt eingefiihrt haben. Das Leitmotiv ersetzt in jedem
Interationsschritt eine 3 Einheiten lange Strecke durch einen 4 Einheiten
langen Streckenzug. Gemifs Gleichung 5.1 erhalten wir also fiir die Lange
der auf der Einheitsstrecke gebildeten Kochkurve die Formel

L(e) = el_% ~ 1126186 (5.2)
wenn € die Lange der Streckenstiicke in der gewihlten Iteration ist. Ebenso
erhalten wir, dass die Hausdorff-Dimension der Kochkurve
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Abbildung 5.4: Die Koch’sche Schneeflocke

ist. Dies tragt der Tatsache Rechnung, dass die Kochkurve weder eine nor-
male Kurve ist, noch eine richtige Flache. Die Langenmessung der Kurve
scheitert, weil die Lange mit immer feinerer Auflosung gegen unendlich
strebt. Die Flache der Kochkurve ist dagegen 0.

Diese ,, gebrochene” Dimension hat fiir Kurven wie der Kochkurve den
Begriff fraktale Kurven gepragt. Benoit Mandelbrot' hat die Verwendung
fraktaler Kurven zur Beschreibung quasi-natiirlicher Objekte begriindet
(siehe zum Beispiel die Koch’sche Schneeflocke in Abbildung 5.4). Der fol-
gende Abschnitt stellt sein beriihmtes Beispiel zur Langenmessung von
Kiistenlinien vor.

Wie lang ist die Kiiste Britanniens?

Wir stellen uns vor, dass wir die Lange der Kiiste der britannischen In-
sel bestimmen miissen. Fiir eine erste grobe Schitzung konnten wir zum
Beispiel einen Atlas zu Hilfe nehmen. Wir stellen einen Stechzirkel auf die
Lange 1cm ein und stochern uns am Kiistenrand entlang, bis wir einmal
um die Kiiste herumgegangen sind. Die Anzahl der Zentimeterstiicke z&h-
len wir mit und erhalten mit Hilfe des Kartenmafistabs eine Schitzung
der Kiistenldnge. Natiirlich ist diese Schdtzung noch sehr ungenau. Daher
konnen wir uns als ndchstes eine topographische Karte mit viel kleine-

IFiir Interessierte sei an dieser Stelle Mandelbrots Buch ,Die fraktale Geometrie der
Natur” wiarmstens zum Lesen empfohlen!
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rem Maf3stab besorgen und unsere Messung wiederholen. Da die genauere
Karte viel mehr Details der Kiiste wiedergibt — kleinere Buchten werden
sichtbar, etc. —, erhalten wir vermutlich einen deutlich grofseren Wert fiir
die Lange der Kiiste. Abbildung 5.5 zeigt diesen Effekt exemplarisch, in-
dem die Messung der Kiistenldnge fiir zwei verschiedene ,Stechzirkel-Lan-
gen” durchgefiihrt wird. Bei der Messung mit der roten Linie wurde der
Messabstand auf ein Drittel verkleinert. Dadurch wéachst die gemessene
Kiistenldnge von 108 auf 149 Einheiten.

Als néchstes konnten wir uns eine Vermessungsausriistung besorgen,
die etwa auf optischem Weg Langen zwischen zwei Mef3stationen ermit-
teln kann. Wir konnten selbst die kleinsten Buchten berticksichtigen, und
in diesen sogar noch Felsklippen und dhnliche Vorspriinge. Die Lange der
Kurve wiirde weiter ansteigen. Die Frage ist nun, ob diese Lange irgend-
wann gegen einen Grenzwert strebt, wenn wir etwa zum Zollstock greifen
und schliefflich auch noch den kleinsten Kieselstein fiir die Langenmes-
sung berticksichtigen.

Natiirlich haben wir hier die Schwelle zum Gedankenexperiment langst
tiberschritten. Dennoch spielt die Wahl der Auflosung bei der Langenmes-
sung eine so grofse Rolle, dass — wie Mandelbrot erwdhnt — die in verschie-
denen Lexika angegebene Linge von Kiisten und Grenzen um bis zu 20 %
variieren kann. Dariiber hinaus zeigt sich, dass die gemessenen Lingen
der Kiisten in der Tat einem Gesetz wie in Gleichung 5.1 gehorchen. Wir
miissen uns also fragen ob es in Wahrheit die fraktalen Kurven mit ,ge-
brochener” Dimension sind, die in der Natur vorkommen, und ob nicht
die mathematisch exakten Kreisbogen und Geraden die eigentlichen ma-
thematischen ,,Monster” sind.

55



36x3 = 108 Einheiten
149 Einheiten

Abbildung 5.5: Langenmessung der Kiiste Britanniens — die Kiistenlinie
wird durch zwei Streckenziige unterschiedlicher Genauigkeit approxi-
miert.
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6 Dreidimensionale Raumfillende
Kurven

6.1 Charakterisierung raumfiillender Kurven

Bei der Konstruktion der Hilbertkurve und der verschiedenen Peanokur-
ven haben wir uns bestdndig an zwei wesentliche Konstruktionsprinzipien
gehalten:

1. Ausgehend von einer regelméfiigen Intervallschachtelung wurden je-
weils Teilintervalle auf gleich grofie Teilquadrate abgebildet.

2. Die zu zwei benachbarten Teilintervallen gehorigen Teilquadrate wa-
ren stets wieder benachbarte, d.h. sie besafien mindestens eine ge-
meinsame Kante.

Wir wollen generell fiir weitere raumfiillende Kurven, die ebenfalls nach
diesen Prinzipien konstruiert werden, geeignete Bezeichnungen festlegen.

Definition 6.1 (rekursive raumfiillende Kurve)
Eine raumfiillende Kurve f: T — Q C R" heifit rekursiv, wenn sowohl 7 als
auch Q in m Teilintervalle bzw. Teilgebiete zerlegt werden kann, so dass

o f(ZW) = QW fiiralle y =1,...,m, und

o die Q) geometrisch idhnlich zu Q sind.

Definition 6.2 (geschlossene raumfiillende Kurve)

Eine rekursive raumfiillende Kurve heifst geschlossen, wenn zu zwei benachbar-
ten Intervallen T) und T auch die zugehorigen Teilgebiete QW) und QW)
direkt benachbart sind, d.h. mindestens eine (n — 1)-dimensionale Hyperfliiche ge-
meinsam haben.
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Geschlossene, rekursive raumfiillende Kurven

Sowohl die Hilbertkurve, als auch alle Kurven vom Peanotyp (auch Peano-

Meander) sind demnach geschlossene, rekursive raumfiillende Kurven. Wir

werden dies auch fiir die drei- und hoherdimensionalen Variante fordern.
Geschlossene, rekursive raumfiillende Kurven haben stets folgende Ei-

genschaften:

e Sie sind gleichmiiflig stetig, d.h. die Geschlossenheit und Rekursivi-
tdt geniigt bereits zum Beweis der (gleichméfiigen) Stetigkeit. Spéter
werden wir zeigen, dass sie sogar der strengeren Holder-Stetigkeit
(mit Exponent 1/n) geniigen.

e Sie sind nachbarschaftserhaltend — dies folgt direkt aus der Geschlossen-
heit. Wir werden ebenfalls noch sehen, dass die Erhaltung von Nach-
barschaftsbeziehungen gerade durch die Holder-Stetigkeit quantifi-
ziert werden kann.

e Sie sind durch Grammatiken erzeugbar — damit ldsst sich nach bekann-
tem Schema ein Algorithmus zur Traversierung ableiten.

e Sie sind durch eine geeignete Arithmetisierung beschreibbar — dies lie-
fert Algorithmen zur Berechnung der Parameter aus den Punkten
und umgekehrt.

6.2 Dreidimensionale Hilbertkurven

Zur Konstruktion einer dreidimensionalen Hilbertkurve wollen wir neben
Rekursivitdt und Geschlossenheit noch folgende typische Konstruktions-
merkmale der zweidimensionalen Kurve beibehalten:

e Die 3D-Hilbertkurve entsteht durch rekursives Unterteilen des Ein-
heitswiirfels in kongruente Teilwiirfel mit halber Seitenldnge — also
gerade in acht kongruente Teilwiirfel;

e Entsprechend wird die zugehorige Intervallschachtelung durch re-
kursives achteln des Einheitsintervalls erzeugt.

Diese Forderungen liefern uns drei mogliche Grundformen, die in Abbil-
dung 6.1 dargestellt sind.
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Abbildung 6.1: Mogliche Grundformen zur Konstruktion einer dreidimen-
sionalen Hilbertkurve

Dabei erkennen wir, dass in der rechts abgebildeten ,Schraubenform®
Start- und Endpunkt des Leitmotiv nicht an einer gemeinsamen Kante lie-
gen, sondern (raum-)diagonal gegeniiber. Dieser diagonale Fall kann im
zweidimensionalen Fall nicht auftreten. Daher werden wir diesen zunéchst
nicht weiterverfolgen, obwohl er prinzipiell zur Konstruktion einer raum-
tiillenden Kurve geeignet ist. Auch den mittleren Fall klammern wir zu-
ndchst aus und konzentrieren uns auf das linke Grundmuster — dasjenige,
das dem 2D-Grundmuster am dhnlichsten ist.

6.2.1 Unterschiedliche Konstruktionen einer 3D-Hilbertkurve

Selbst wenn wir uns auf das linke Grundmuster aus Abbildung 6.1 be-
schranken, ist die Situation lange nicht so tibersichtlich wie im zweidi-
mensionalen Fall. Wir erhalten keine eindeutige , Hilbertkurve”, sondern
vielmehr eine Vielzahl von raumfiillenden Kurven, die wir alle als dreidi-
mensionale Hilbertkurve bezeichnen kénnen. Im Folgenden wollen wir die
moglichen Varianten aufzeigen.

Varianten durch ,Kippen” des Grundmusters

In Abbildung 6.2 ist illustriert, wie durch , Kippen” eines Grundmusters
neue Varianten erstellt werden konnen. Bei der Konstruktion der Iteratio-
nen der Hilbertkurve ist stets ein Teilproblem, zwei aufeinander folgen-
de Eckpunkte des approximierenden Polygons durch ein entsprechendes
Grundmuster zu verbinden. Abbildung 6.2 zeigt aber, dass es stets zwei
Moglichkeiten gibt, das einzubauende Grundmuster zu orientieren. Abbil-
dung 6.3 zeigt die erste Iterationen von zwei verschiedenen Hilbertkurven
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Abbildung 6.2: Variation einer Grundform durch , Kippen”
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Abbildung 6.3: Zwei verschiedene Konstruktionen einer dreidimensiona-
len Hilbertkurve (jeweils erste Iteration)

— dabei ist die Orientierung in keinem der acht Grundmuster gleich. Trotz-
dem werden die acht Teilwiirfel in der gleichen Reihenfolge abgelaufen.
Die nullte Iteration der beiden Kurven ist also identisch.

Man iiberlegt sich leicht, dass es 28 = 256 verschiedene Moglichkeiten
gibt, die Orientierungen der Grundmuster auszuwéahlen.

Variation des approximierenden Polygons

In Abbildung 6.4 ist verdeutlicht, dass sich auch iiber das Variieren des
approximierenden Polygons neue Varianten der Hilbertkurve konstruieren
lassen. Es sind jeweils das approximierende Polygon (erste Iteration) und
die erste Iteration der zugehorigen Hilbertkurve dargestellt. Konzentrieren
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muss man sich dabei auf die Uberginge zwischen dem dritten, vierten und
funften Teilwiirfel, sowie zwischen dem fiinften, sechsten und siebten Teil-
wiirfen. In beiden Situationen bestehen zwei Moglichkeiten, den Verlauf
des approximierenden Polygons zu wihlen.

Wir sehen also, dass es im Dreidimensionalen unzahlige verschiedene
Hilbertkurven gibt, obwohl wir uns bisher auf nur eines von drei Grund-
mustern beschrankt haben.

6.2.2 Arithmetisierung der 3D-Hilbertabbildung

Die Arithmetisierung erfolgt nach dem bereits bekannten und erprobten
Schema. Da nun eine rekursive Teilung von Intervallen und Wiirfeln in
jeweils acht Teile vorliegt, basiert die Arithmetisierung auf dem Oktalsys-
tem.

Sei t = 0g.k1koksky ... also im , Oktalsystem” gegeben, dann erhalten wir
tiir eine dreidimensionale Hilbertkurve folgende Darstellung;:

h(08.k1k2k3k4 . ) - Hkl e} sz e} Hk3 e} Hk4 [ 0

Die Operatoren Hy bis Hy beschreiben nun jeweils eine Transformation
eines der acht Teilwiirfel in den Einheitswiirfel. Fiir die im linken Teilbild
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Abbildung 6.4: Die unteren Bilder zeigen zwei dreidimensionale Hilbert-
kurven (jeweils erste Iteration) mit unterschiedlichen approximieren-
den Polygonen. Die zugehorigen Polygone (erste Iteration) sind jeweils
dariiber abgebildet.
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der Abbildung 6.3 gezeigte Hilbertkurve erhalten wir folgende Operatoren:

(;
(5
(5
(5

Ix+0
1z+0
3y +0
.
2+
%z+0
—%z+1
—%x+%
Y +3
—%z-l—%
Y +3
—%x—i—l

1z+0
1 1
Yy +3

X
H1 y =
z x40
1 1
x 2213
Hj y = —%x—i—%
Z
—3Y+3

1 1
x X T2
Hs| y | =] 3y+3
) \gerd
X %x-I—O
2 2
: —3y+1

Analog zu den zweidimensionalen Hilbert- und Peano-Arithmetisierun-
gen konnen wir daraus wieder die beiden Algorithmen fiir die Berechnung
der 3D-Hilbertabbildung und des 3D-Hilbertindex ableiten.
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7 Parallelisierung mit
Raumfiillenden Kurven

7.1 Parallelisieren im Wissenschaftlichen Rechnen

Die grofsten und schnellsten gebauten Hochleistungsrechner werden heut-
zutage vor allem im Bereich des Wissenschaftlichen Rechnens eingesetzt,
also bei der Simulation von Phidnomenen und Prozessen aus Naturwis-
senschaft und Technik. Anwendungsbeispiele finden sich in so verschie-
denen Bereichen wie der Berechnung der aerodynamischen Eigenschaften
von Fahr- und Flugzeugen, der Vorhersage von Wetter- und Klimaphéno-
menen, oder auch in der molekularen Physik und Chemie.

Die Genauigkeit der erzielten Simulationsergebnisse hingt in der Regel
direkt davon ab, wie viele Freiheitsgrade im berechneten Modell verwen-
det werden kdnnen. Zum Beispiel ist in der Aerodynamik eine moglichst
feine raumliche Auflosung fiir genaue Ergebnisse erforderlich. Je nach Um-
fang der mathematischen Modelle und je nach gewiinschter Genauigkeit
miissen Simulationsprogramme daher nicht selten mehrere Millionen oder
gar Milliarden Variablen bewiltigen konnen. Sowohl die dazu erforderli-
che Rechenzeit als auch der benétigte Speicherplatz erfordern es, dass die
Rechnungen auf Hochleistungsrechnern durchgefiihrt werden, die heutzu-
tage fast ausschliefilich Parallelrechner sind.

Aus Sicht des Programmierers unterscheiden sich Parallelrechner vor al-
lem darin, ob er die Parallelisierung von Daten und Instruktionen selbst
erledigen muss, oder ob dies zumindest teilweise durch das Laufzeitsys-
tem geschehen kann. Selbst auf einem verteilten Rechensystem kann durch
Hardware oder Software ein virtueller, gemeinsamer Speicher geschaffen
werden, der dem Programmierer die Verteilung der Daten auf unterschied-
liche Rechenknoten abnimmt. Insbesondere bei massiv parallelen Rechen-
systemen, also bei Rechnern mit sehr grofier Zahl von Rechenknoten mit
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eigenem Speicher und Rechenwerk, konnen aber meist bessere Leistungs-
daten erzielt werden, wenn die Parallelisierung explizit durch den Pro-
grammierer erfolgt.

7.1.1 Beispiel: Temperaturverteilung auf einer Metallplatte

Als einfaches Beispiel fiir eine Problemstellung aus dem wissenschaftli-
chen Rechnen wollen wir die Berechnung der Temperaturverteilung auf
einer Metallplatte untersuchen. Bei diesem Problem sei zundchst die Form
der Metallplatte gegeben — dies entspricht mathematisch gesehen unserem
Berechnungsgebiet (). Desweiteren sei die Temperatur am Rand der Platte
gegeben, und fiir jeden Punkt der Platte seien eventuelle Warmequellen
oder -senken bekannt. Dies soll auch einschliefSen, ob die Platte von au-
len Warme aufnimmt oder abgibt, etwa durch Strahlung oder dhnliches.
Die Randbedingungen, sowie die Warmequellen und -senken werden als
zeitlich konstant vorausgesetzt, so dass sich fiir die Temperatur ein Gleich-
gewicht einstellen wird. Diese stationire Temperaturverteilung sei gesucht.

Auf dem Computer konnen wir die Losung dieses Problems angehen, in-
dem wir die Platte mit einem Gitter von Messpunkten iiberziehen. An die-
sen Messpunkten soll die Temperatur berechnet werden. In Abbildung 7.1
sind zwei Beispiele fiir solche Rechengitter abgebildet. Das linke Beispiel
zeigt ein regelmafsiges Rechtecksgitter (ein sog. karthesisches Gitter), das
eine quadratische Metallplatte iiberzieht. Rechts daneben ist ein Dreiecks-
gitter fiir ein komplizierter geformtes Rechengebiet dargestellt. Die Unbe-
kannten liegen jeweils auf den Gitterknoten.

Die Néaherung, die Temperatur nur noch an den Gitterpunkten zu be-
rechnen, reduziert das kontinuierliche Problem, eine Temperaturfunktion
zu finden, auf ein Problem mit endlich vielen Unbekannten. Zur Berech-
nung der Temperaturen an den Messpunkten stellen wir ein Gleichungs-
system fiir diese Unbekannten auf. Dabei wissen wir aus der Physik, dass
sich in Abwesenheit von Temperaturquellen und -senken die Temperatur
an einem Gitterpunkt auf das Mittel der umliegenden Temperaturen ein-
stellen wird. Bei den beiden Gittern aus Abbildung 7.1 kénnen wir zur
Mittelung jeweils die Punkte heranziehen, die mit dem aktuellen Gitter-
punkt durch Gitterlinien direkt verbunden sind.

In dem karthesischen Gitter konnen wir ferner in guter Naherung vor-
aussetzen, dass die Temperatur als das arithmetischen Mittel der Tempe-
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(a) karthesisches Gitter (b) Dreiecksgitter

Abbildung 7.1: Zwei Beispiele fiir Rechengitter: links ein regelmaifiiges,
karthesisches Gitter, rechts ein Dreiecksgitter auf einem komplizierten
Berechnungsgebiet.

raturen an den vier direkt benachbarten Gitterpunkten bestimmt werden
kann. Bezeichnen wir die Unbekannte in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
des karthesischen Gitters mit u; ;, dann erhalten wir die Gleichungen

1
wij =7 (Migrj+ Uigrj+ Uijr + Uiji)

fiir alle 7 und j. Die Gleichungen kénnen wir auch schreiben als

1

Uij =g (wi1,j+ tigr + i +uij) = 0.

Eventuelle Warmequellen oder -senken konnen wir dann durch eine zu-
sdtzliche rechte Seite f; ; einbringen:

1 .. . .
wij— g (isrjt i+ ttij i) = fij faralled . (7.0)

Durch Losen dieses Gleichungssystems erhalten wir eine Naherung fiir
die exakte Losung, die umso genauer sein wird, je mehr Gitterpunkte wir
verwenden.
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7.1.2 Parallelisierung der Losung

Da wir unsere Temperaturverteilung natiirlich moglichst exakt berechnen
wollen, versuchen wir die Zahl der Unbekannten so grofs wie moglich zu
machen. Um das Problem auf einem parallelen (Grofsi-)Rechner bearbeiten
zu konnen, zerlegen wir unsere Unbekannten in kleinere Teile, die soge-
nannten Partitionen. Jede Partition soll auf einem eigenen Rechenknoten
(Prozessor samt eigener Hauptspeicher) bearbeitet werden. Natiirlich wer-
den nicht alle Partitionierungen zu gleich schnellem Code fithren. Welches
aber sind die Kriterien fiir eine effiziente Partitionierung?

Anforderungen an die Partitionierung

Typische , Effizienz-Killer” beim paralleln Rechnen sind zum Einen der im
Vergleich zur Prozessorgeschwindigkeit viel langsamere Datenaustausch
zwischen den Prozessoren (Kommunikation), sowie zum Anderen eine un-
gleichmaflige Auslastung aller Prozessoren (Lastverteilung). Fiir die Ge-
bietszerlegung in unserem Anwendungsfall ergeben sich dadurch die fol-
genden, fundamental wichtigen Anforderungen:

e Jede Partition soll annihernd gleich viele Unbekannten enthalten!

Da der Rechenaufwand in den meisten Féllen hauptsdchlich von der
Zahl der Unbekannten abhingt, ist damit sicher gestellt, dass jeder
Prozessor in etwa gleich viel Arbeit zugeteilt bekommt (Lastvertei-
lung, load balancing). Alle Prozessoren sind dann gleichméfiig und
optimal ausgelastet. Keine Rechenzeit geht dadurch verloren, dass
ein der Teil Prozessoren bereits friiher fertig ist als die anderen und
dann ungenutzt bleibt.

o Die Partitionsgrenzen sollen méglichst kurz sein!

In unserem Gleichungssystem sind nur direkt benachbarte Unbekann-
te miteinander gekoppelt. Fiir alle typischen Berechnungen (Gleichungs-
systeme losen, Fehler ermitteln) brauchen wir deshalb unmittelbar
benachbarte Unbekannte stets gleichzeitig. Deshalb sollen fiir mog-
lichst viele Unbekannte alle Nachbarn in der gleichen Partition liegen.
Dies vermeidet Kommunikation zwischen den einzelnen Prozessen, um
die aktuellen Werte von Unbekannten auszutauschen bzw. konsistent
zu halten.
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Im geometrischen Sinn sollen daher moglichst wenige Unbekannten
an Partitionsgrenzen liegen. Dies erreichen wir, wenn die Grenzen
selbst moglichst kurz und die Partitionen entsprechen kompakt sind.

Dariiber hinaus kdnnen je nach Anwendungsfall noch weitere Forderun-
gen hinzukommen. Bei adaptiven Gittern, zum Beispiel, wird an bestimm-
ten kritischen Stellen die Zahl der Gitterpunkte erhoht. Dadurch kann etwa
an der kritischen Stelle die Genauigkeit des Ergebnisses verbessert werden.
Die Verfeinerung kann aber auch aus numerischen Griinden erforderlich
werden, damit zum Beispiel grofie Fehler an komplizierten Randstrukturen
nicht die Losung im gesamten Rechengebiet verfalschen. In beiden Fallen
kann das Hinzunehmen oder Entfernen von Unbekannten auch wihrend
der Berechnung selbst erfolgen. Zum Beispiel konnte ein Algorithmus auf
Basis eines Fehlerschiitzers entscheiden, dass an bestimmten Stellen die Zahl
der Unbekannten deutlich zu erhohen ist.

Adaptive Gitter stellen daher folgende, zusitzliche Anforderungen an
das Partitionierungsverfahren:

e Die Partitionierung darf nicht auf rein geometrischer Basis erfolgen,
sondern muss die Positionen der Unbekannten direkt beriicksichti-
gen.

e Wird die Lastverteilung durch adaptives Hinzufiigen oder Entfernen
von Unbekannten unausgewogen, so muss eine schnelle Re-Partitio-
nierung moglich sein. Diese darf auf keinen Fall mehr Zeit kosten als
das Weiterrechnen mit einer schlechten Lastverteilung.

e Wenn nur wenige Unbekannte hinzukommen oder wegfallen, soll
sich die Form der Partitionen nur wenig dndern. Moglichst viele Un-
bekannten sollen bei der Re-Partitionierung in ihrer alten Partition
verbleiben, da auch das Migrieren von Unbekannten in andere Parti-
tionen teure Kommunikation zwischen den Prozessoren erfordert.

7.2 Parallelisierung mit raumfiillenden Kurven

Raumfiillende Kurven bieten zwei Eigenschaften, die sie fiir den Einsatz in
der Parallelisierung pradestinieren:
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e Raumfiillende Kurven schaffen eine lineare Ordnung in einem mehr-
dimensionalen Gebiet. Eine linear aufgezdhlte Liste in gleich grofie
Stiicke zu zerteilen, ist eine triviale Aufgabe, die aber gerade das Par-
titionierungsproblem 16st.

e Raumfiillende Kurven sind nachbarschaftserhaltend. Zwei Punkte im
Raum, deren Hilbert- oder Peano-Index sich nur wenig unterschei-
det, sind auch im Bildraum eng benachbart. Partitionen, die im In-
dexraum benachbarte Punkte zusammenfassen, werden also auch im
Bildraum eine lokale Punktmenge bilden.

Dies ldsst erwarten, dass eine Parallisierung mit Hilfe von raumfiillenden
Kurven unseren beiden wichtigsten Anforderungen nach guter Lastver-
teilung und kompakten Partitionen gerecht werden konnte. Die konkrete
Durchfiihrung der Partitionierung kann je nach Situation tiber den Index
der Gitterpunkte erfolgen, oder mit Hilfe einer Traversierung.

Partitionierung nach dem Index der Gitterpunkte

Bei der Partitionierung nach Index wird fiir jeden Gitterpunkt der zuge-
horige Index der raumfiillenden Kurve berechnet. Die Partitionierung ge-
schieht dann abhingig von den Indizes. Zum Beispiel konnte man die Git-
terpunkte nach Index sortieren, und die sortierte Liste (bzw. das sortierte
Feld) der Gitterpunkte in gleich grofSe Partitionen zerlegen. Eine prototypi-
sche Implementierung, zum Beispiel auf Basis der Peanokurve, wére dann
durch die folgenden Schritte gegeben:

1. Berechne fiir jeden Gitterpunkt g; den Peano-Index p~1(g;).

2. Sortiere den Vektor (das Array/die Liste) ¢ der Gitterpunkte nach
den Indizes p~'(g;).

3. Zerlege den Vektor ¢ der N Gitterpunkte in K Partitionen:
g(k) = <g(k—1)N/K/---/gkN/K—1> furk=1,...,K.
Wiéhrend Schritt 3 mit linearem Rechenaufwand zu bewiltigen ist, ver-
ursacht das Sortieren mindestens einen Rechenaufwand von der Ordnung

O(Nlog N). Die Berechnung der Peano-Indizes scheint auf den ersten Blick
linearen Aufwand zu besitzen. Allerdings diirfen wir nich vergessen, dass
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Abbildung 7.2: Partitionierung einer Menge zufillig gewdhlter Gitter-
punkte durch Sortieren nach Peano-Index. Im rechten Beispiel sind
die Punkte stark in Richtung linke untere Ecke verdichtet.

die Berechnung von p~!(g;) von der Anzahl der beriicksichtigten Stellen in
gi abhdngt. Bei steigender Zahl N von Gitterpunkten muss je nach Vertei-
lung der Gitterpunkte auch die Anzahl der berticksichtigten Stellen wach-
sen. Im schlechtesten Fall sollten O(log N) ausreichend sein. Damit erhal-
ten wir insgesamt einen Rechenaufwand von O(Nlog N) fiir das Partitio-
nierungsproblem. Als Vorteil des Verfahren diirfen wir verbuchen, dass wir
keinerlei Einschrankungen beziiglich der Struktur des Gitters machen miis-
sen. Selbst vollig strukturlose Punktmengen wie in Abbildung 7.2 kénnen
wir problemlos in Partitionen zerlegen.

Partitionierung mit Hilfe einer Traversierung

Fiir ein regelmaéfiiges Gitter, wie das Rechtecksgitter in Abbildung 7.1, muss
eine Partitionierung mittels Sortieren fast zwangsldufig ineffizient sein, da
die spezielle Struktur des Gitters nicht ausgenutzt wird. Stattdessen kon-
nen wir zum Beispiel von einer Traversierung ausgehen, wie sie in Kapitel
3.2 besprochen wird. Ein prototypischer Algorithmus zur Partitionierung
besteht dann zum Beispiel aus folgenden Schritten:

1. Traversiere die Gitterpunkte g; entlang einer Peanokurve und num-
meriere die Gitterpunkte dabei fortlaufend.
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Abbildung 7.3: Partitionierung zweier Rechtecksgitter mit Hilfe einer Tra-
versierung entlang der Peanokurve. Rechts ein Beispiel mit adaptiver
Verfeinerung.

2. Traversiere die N Gitterpunkte nochmals und ordne jeden Gitter-
punkt in Abhédngigkeit von seiner fortlaufenden Nummer n; der Par-

tition k zu, so dass

—(k 1)N <n < k?N
Der Partitionierungsalgorithmus hat den Rechenaufwand O(N), da bei der
Traversierung jeder Gitterpunkt genau einmal bearbeitet wird. Sowohl das
Nummerieren eines Gitterpunkts als auch das Zurdnen zu einer Partiti-
on kann mit konstantem Rechenaufwand implementiert werden. Damit ist
die Partitionierung durch Traversieren giinstiger als die mittels Sortieren.
Wir erkaufen uns diesen Vorteil dadurch, dass das Gitter eine bekannte
Struktur aufweisen muss. Es muss aber nicht notwendig eine regelméfiiges
Rechtecksgitter sein, wie Abbildung 7.3 zeigt.

7.3 Holder-Stetigkeit raumfiillender Kurven

Die allgemeinen Eigenschaften raumfiillender Kurven und die Resultate in
der Praxis (siehe etwa Abbildung 7.2 und 7.3) legen nahe, dass raumfiillen-
de Kurven eine gute Heuristik fiir die Aufteilung von Daten in kompakte
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Partitionen liefern. Lasst sich diese Eigenschaft auch durch eine mathe-
matische Eigenschaft der raumfiillenden Kurven charakterisieren oder gar
quantifizieren?

Wir werden in diesem Abschnitt untersuchen, dass der Begriff der Hol-
der-Stetigkeit genau dafiir geeignet ist.

Definition 7.1 (Holder-stetig)
Eine Abbildung f: I — R" heifit auf dem Intervall I Holder-stetig zum Expo-
nent r, wenn es ein C > 0 gibt, so dass fiir alle x,y € I gilt:

If () = fFW)lly < Clx =yl

Anstelle der euklidischen Norm || - || kénnen wir natiirlich auch jede
dquivalente Norm zur Definition heranziehen.

Im Hinblick auf die raumfiillenden Kurven schafft die Holder-Stetig-
keit eine Beziehung zwischen dem Abstand der Indizes und dem Abstand
der Bildpunkte. Der Abstand der Indizes entspricht dem Parameterabstand
|x — y|. Der Abstand der Bildpunkte ist gerade || f(x) — f(v)||,. Wir werden
zeigen, dass die Hilbertkurve gerade Holder-stetig zum Exponent f = d~!
ist, wobei d die Dimension bezeichnet:

1f(x) = fFW)ll < Clx—y[V = C{f1x

7.3.1 Holder-Stetigkeit der 3D-Hilbertkurve

Der Beweis der Holder-Stetigkeit der 3D-Hilbertkurve ist bis auf einige
technische Details nahezu identisch zum Beweis der gleichméfsigen Stetig-
keit der 2D-Kurve:

1. Seien zwei beliebige Parameter x,y € Z gegeben. Dann ldsst sich stets
ein n finden, so dass 8~ (") < |x —y| < 87"

2. 87" ist gerade die Intervalllinge der Intervallschachtelung in der n-
ten Iteration. Daraus folgt, dass das Intervall [x,y] maximal zwei
mogliche Intervalle der n-ten Schachtelungstiefe tiberlappt. Diese bei-
den Intervall miissen zudem benachbart sein!

3. Aufgrund der Konstruktion der 3D-Hilbertkurve werden diese bei-
den Intervalle auf zwei benachbarte Teilwiirfel der Seitenlinge 27"
abgebildet. Die Funktionswerte i(x) und h(y) liegen folglich in dem
Quader, der durch diese beiden Wiirfeln gebildet wird.
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4. Der maximale Abstand von h(x) und h(y) kann daher nicht grofer
sein als die Lange der Raumdiagonale dieses Quaders. Diese betragt

gerade
27" 12412422 =27"./6

5. Fiir den Abstand || f(x) — f(y)||, gilt daher folgende Ungleichung;:

1/3
|h(x) = h(y)|l, < 27"\/62(8*”)1/3\/6: (87(n+1)) 81/3\/6
< 2Vl -y

Mit C := 2v/6 und d = 3 ist damit die Holder-Stetigkeit bewiesen.

An der Beweisfiihrung erkennen wir, dass wiederum nur die Eigenschaf-
ten der Geschlossenheit und der Rekursivitat fiir den Beweis erforderlich
sind. Alle geschlossenen, rekursiven raumfiillenden Kurven sind demnach
Holderstetig zum Exponent d—1.

7.3.2 Holder-Stetigkeit und Parallelisierung
Die Holder-Stetigkeit schafft tiber die Beziehung

If(x) = fWll < C{/lx—y

zwischen zwischen dem Abstand |x — y| der durch die raumfiilende Kur-
ve definierten Indizes und dem Abstand ||f(x) — f(y)|| der zugehorigen
Punkte. Der Abstand |x — y| entspricht zundchst einer ,abgelaufenen Stre-
cke,, auf der Kurve. Fassen wir jedoch die Punkte als Teile eines raumli-
chen Punktgitters oder auch als Reprédsentanten eines Zellgitters auf, dann
ist der abgelaufenen Teilkurve ein gewisses Volumen zugeordnet. Die Hol-
der-Stetigkeit liefert also ein Verhdltnis zwischen Volumen und Ausdeh-
nung (z.B. Durchmesser) einer Partition. In diesem Sinne liefert die Holder-
Stetigkeit also eine Art Maf3 fiir die Kompaktheit der Partitionen.
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