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Zusammenfassung

Die Bestimmung des Preises einer Basket Option (einer Option auf mehrere Un-
derlyings) ist eine numerisch anspruchsvolle Aufgabe, da keine geschlossene Lo-
sung der dazugehorigen Black-Scholes Gleichung existiert. Sie kann zum Einem
iiber Monte Carlo Simulationen erfolgen, was aber Nachteile in der Konvergenz-
geschwindigkeit und der Bestimmung von Risikomafien mit sich bringen kann.
Zum Anderen kann die multi-dimensionale Black-Scholes Gleichung, welche eine
parabolische partielle Differentialgleichung ist, auch direkt gelést werden. Da die
Anzahl der Dimensionen in den interessanten Féllen grofer 2-3 ist, fithrt eine direk-
te Diskretisierung mit klassischen reguliren Gitteransidtzen zu Losungsvorgehen,
die nicht in realistischer Zeit und mit angemessenem Speicherverbrauch ausgefiihrt
werden konnen. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit die Methode
der Diinnen Gitter angewendet, um die Black-Scholes zu diskretisieren, welche mit
deutlich weniger Gitterpunkten auskommt. In der Vergangenheit hat sich aller-
dings herausgestellt, dass dquidistante, reguldre Diinne Gitter bisweilen zu wenig
Gitterpunkte an den benotigten Stellen des zu diskretisierenden Gebiets investie-
ren. Daher werden in dieser Arbeit voll-adaptive Diinngitterstrukturen behandelt,
die eine Verfeinerung des Gebiets an solchen Stellen erlauben. Ferner wird eine
logarithmische Koordinatentransformation durchgefiihrt, um die Kondition des zu
l6senden Systems zu verbessern. Dariiber hinaus wird ein effizienter Ansatz zur
Parallelisierung der betrachteten Algorithmik eingefiihrt. Mittels dieser Erweite-
rungen und Anpassungen lassen sich Optionen mit bis zu fiinf Underlyings ohne
Probleme und effizient auf heutigen, parallelen Workstation Systemen sehr genau
bewerten.
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Abstract

The evaluation of a basket option’s price (an option on several underlyings) is an
numerical challenging task, since there is no closed-form solution of the correspon-
ding Black-Scholes equation. One the one hand the option’s value can be calculated
by a Monte Carlo Simulation. However you might face some difficulties in calcu-
lating hedging measurements (the Greeks) and in terms of convergence rates. On
the other hand you can achieve a direct solution of the Black-Scholes’s parabolic
partial differential equation (PDE). Here, normally the number of required dimen-
sions is higher than 2 or 3. This permits a solution on full grids since this would
lead to an enormous computing time and memory consumption. Due to these limi-
tations this thesis uses Sparse Grids in order to discretize the Black-Scholes PDE
directly. Sparse Grids have significantly less grid points in comparison to full grids.
Unfortunately, several tests have proofed that regular Sparse Grids spend too few
grid points on needed sub-domains, so adaptive Sparse Grids methods are used.
In addition, a logarithm-based coordinate transformation is applied in order to
improved the condition of the needed system of linear equations. Moreover, an ef-
ficient parallelization of the solver is developed, too. With these enhancements and
extensions, the evaluation of basket options with up to five underlyings is possible
at high precision and nearly perfect speed-ups on nowadays parallel workstation
computers.
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1 Einleitung

In den letzten Jahrzehnten hat die Komplexitit des globalen Finanzmarktes stetig
zugenommen. Dies ist zu einem grofsen Teil darauf zuriickzufiihren, dass die gehan-
delten Produkte immer ausgefallener und spezieller wurden. Einen grofsen Anteil
der Derivate stellen aber immer noch Optionen dar. Die Bewertung dieser wird
meist mit dem Modell von Black und Scholes durchgefiihrt. Dieses ist, solange es
sich um eine (européische)! Option auf nur eine Asset handelt, geschlossen losbar.
Werden aber Basket-Optionen, also Optionen auf mehrere Underlyings, betrach-
tet, muss der Preis dieser Optionen im Allgemeinen mit numerischen Werkzeugen
ermittelt werden.

Am weitesten verbreitet ist hier die Monte Carlo Simulation, da sie einfach zu
implementieren ist. Allerdings bietet sie nur schlechte Konvergenzeigenschaften
(O(1/v/'N) wobei N die Anzahl der verwendeten Pfade ist). Dariiber hinaus ist die
Bestimmung der Risikomafe, der so genannten Griechen, recht aufwendig. Davon
abgesehen hat die Monte Carlo Simulation den Vorteil, dass ihre Implementierung
unabhéngig von der Anzahl der betrachteten Underlyings der Option ist.

Ein anderer Ansatz besteht darin, die Black-Scholes Gleichung, eine partielle Dif-
ferentialgleichung (PDE), mittels bekannter Verfahren wie finiten Differenzen oder
finiten Elementen, zu diskretisieren. Dadurch entsteht ein zu 16sendes lineares Glei-
chungssystem. Durch dieses ist die numerische Losung bekannt und die Griechen
kénnen einfach bestimmt werden. Zusétzlich sind deutlich bessere Konvergenzra-
ten als im Falle der Monte Carlo Simulationen moglich. Allerdings ergibt sich beim
Losen von Basket-Optionen mit mehreren Assets (mehr als 3) die Herausforderung
des Fluchs der Dimensionalitit. Das bedeutet, dass die Anzahl der Freiheits-
grade (Gitterpunkte) exponentiell mit der Anzahl der benétigten Dimensionen
zusammenhéngt.

In der vorliegenden Masterarbeit wurde der zweite Ansatz auf Grund seiner Fle-
xibilitdt und der aufgezeigten Vorteile zur Bewertung von Basket-Optionen mit
Hilfe des Modells von Black und Scholes gewdhlt. Um den bereits dargestellten
massiven Nachteil der Dimensionalitit beim direkten Losen von héher- & hoch-
dimensionalen PDEs abzumildern, werden allerdings keine klassischen vollen, re-
guldren Gitterstrukturen, sondern die so genannten Diinnen Gitter verwendet.

'Es handelt sich bei der europiischen Option um ein recht einfaches Finanzderivat. Fiir kom-
pliziertere Optionen kann selbst der ein-Asset Fall nicht geschlossen 16sbar sein.



1. Einleitung

Es hat sich in den letzten zwei Jahrzehnten gezeigt, dass reguldre Diinne Gitter eine
erhebliche Verringerung der Gitterpunkte / Freiheitsgrade bei quasi gleich bleiben-
der Losungsgenauigkeit erlauben. Allerdings setzt dies voraus, dass die betrach-
teten Funktionen hinreichend ,glatt“ sind. Das bedeutet, dass sich keine Knicke
oder Spriinge im Funktionsverlauf befinden diirfen. Diese Eigenschaft wird von der
Black-Scholes PDE allerdings nicht erfiillt, da die Payoff-Funktion einer Option in
der Regel Knick(e) beinhaltet. Um auch dieses Problem bei der direkten Losung in
den Griff zu bekommen, werden nicht regulire sondern adaptive Diinngitterstruk-
turen verwendet. So konnen die Freiheitsgrade des Gitters genau an den Stellen
eingesetzt werden, an denen sie ben6tigt werden, an denen die Glattheitsannahmen
verletzt werden.

Zunichst soll in Kapitel 2 das mathematische Fundament eines Black-Scholes Lo-
sers auf Basis von finiten Elementen mit Diinnen Gittern beschrieben werden.
Anschliefsend werden in Abschnitt 3 zahlreiche Basket-Optionen mit Hilfe des im-
plementierten Losers bewertet und die Kalibrierung der Adaptivitdts-Parameter
der Diinnen Gitter aufgezeigt. Da in der heutigen Zeit der Parallelrechner serielle
Algorithmen benachteiligt sind, wird in Kapitel 4 vorgestellt, wie der implementier-
te Loser parallelisiert worden ist, um die Rechenleistung aktueller Systeme besser
auszunutzen.



2 Optionsbewertung mit Diunnen
Gittern

Wie bereits in der Einleitung angeklungen ist, stellt die direkte Losung der Black-
Scholes Gleichung einen flexibleren Ansatz dar, als die Losung mittels Monte Car-
lo Simulationen. Der nun folgende Abschnitt wird die direkte Losung der Black-
Scholes PDE mit Hilfe von adaptiven Diinnen Gittern vorstellen. Hierbei soll das
Losungsverfahren von mehreren Seiten aus beleuchtet werden: Nach einer kurz-
en Finfilhrung in die Optionspreistheorie werden von zwei Varianten der Black-
Scholes Gleichung, der klassischen und der log-transformierten Formulierung, die
Finite Elemente Diskretisierungen eingefiihrt. Anschlieffend wird diese durch den
Ansatzraum der Diinnen Gitter konkretisiert und ein Ausblick gegeben, wie adap-
tive Diinne Gitter zur Losung der Black-Scholes Gleichung mit deutlich weniger
Freiheitsgraden eingesetzt werden konnen. Abgerundet wird dieses Kapitel durch
die Betrachtung von Implementierungsdetails der européischen und asiatischen
Optionen.

2.1 Einfiihrung in die Optionspreistheorie

Die Option ist ein Finanzmarktinstrument. Hierbei erwirbt der Kaufer das Recht,
ein bestimmtes Underlying zu einem bestimmten Ausiibungspreis K, dem Strike,
in der Zukunft ¢ = T" zu kaufen (in diesem Fall spricht man von einem Long Call)
bzw. zu verkaufen (hier wird die Option als Long Put bezeichnet). Aus der Sicht
das Verkdufers gilt Folgendes: Wird das Recht, ein Underlying in der Zukunft zu
erwerben, verkauft, so handelt es sich um einen Short Call, bzw. im Falle des
Rechtes der Verkaufs um einen Short Put. Diese Unterscheidung wird allerdings
erst wichtig, wenn man Gewinne des Kaufers und des Verkidufers betrachtet. In
dieser Arbeit steht aber die Bewertung von Optionen im Vordergrund, weswegen
es ausreicht, eine Perspektive (Kdufer oder Verkiufer) genauer zu betrachten. Es
wird die Sichtweise das Kéaufers angenommen. Somit konnen die Bezeichnungen
der Optionen an die klassischen Kurz-Bezeichnungen angepasst werden: Der Long
Call wird zum Call und der Long Put zum Put.
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Fiir den Preis V' einer Option mit dem Strike K gilt zu einem Zeitpunkt 7" in der
Zukunft auf ein Underlying mit Kurs S:

max{K — Sy, 0}, falls Put Option,

2.1
max{Sy — K, 0}, falls Call Option. 21)

V(T,S) := {

In Abbildung 2.1 werden die Auszahlungsfunktionen fiir Call und Put dargestellt.
Aufgrund ihrer Erscheinung spricht man hier umgangssprachlich auch von der so
genannten Hockeystick-Funktion. An diesen Graphen kann gut erkannt werden,
wann es Sinn macht, das Recht der Option auszuiiben. Fiir den Call gilt: Liegt der
Kurs des Underlying zum Zeitpunkt ¢ = T unterhalb das vereinbarten Strikes K,
so ist dieser Call als wertlos zu betrachten, da das Underlying am Markt giinstiger
als zum garantierten Preis K erworben werden kann. Ist der Kurs allerdings hoher
als K, so bietet die Ausiibung der Option einen Vorteil. Dieser wird als Payoff
bezeichnet.
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir Payoff-Funktionen einer Call (links) und einer Put
(rechts) Option. Fiir beide Optionen gilt Strike K' = 1. Der Zeitpunkt dieser
Betrachtung ist t = T.

Die Optionen aus Abbildung 2.1 werden als europdische Optionen bezeichnet. Eu-
ropdische Optionen kénnen nur zum Zeitpunkt ¢ = T" ausgeiibt werden und hingen
nur vom Kurs des Underlyings zum Zeitpunkt ¢ = T" ab. Zudem existieren zahlrei-
che andere Erscheinungsformen der Optionen. Die wichtigsten sind die amerikani-
sche, asiatische und die Bermuda-Option. Die amerikanische Option ist zu jeden
Zeitpunkt ausiibbar, wihrend die asiatische Option nur zum Zeitpunkt t = T" aus-
iibbar ist. Hier wird allerdings nicht der aktuelle Kurs, sondern ein Mittelwert iiber
die gesamte Laufzeit der Option als Bewertungsgrundlage herangezogen. Bei der
Bermuda-Option handelt es sich um eine Mischform der européischen und ameri-
kanischen Optionen: Eine Bermuda-Option ist zu mehreren Zeitpunkten wihrend
der Laufzeit, gewOhnlich zu einem monatlichen Stichtag, ausiibbar. In dieser Ar-
beit liegt der Fokus jedoch auf européischen Optionen. Es wird ersichtlich, dass der
hier entwickelte Loser mit kleineren Anpassungen sehr schnell zur Bewertung von
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amerikanischen und Bermuda-Optionen eingesetzt werden kann. Ebenfalls werden
implementierte Erweiterungen vorgestellt, die die Bewertung von asiatischen Op-
tionen erlauben.

Aus dieser kurzen Einfiihrung wird klar, dass es sich bei Optionen um Finanzderi-
vate mit deutlichem spekulativen Charakter handelt. Optionen sind ein Werkzeug,
um Kursschwankungen des Underlyings im Bereich des Strikes abzubilden. Dies
wird als Hebeleffekt bezeichnet. Neben der Spekulation kénnen Optionen aber
auch zur Absicherung von Geschiften, dem so genannten Hedging eingesetzt wer-
den. Ein mdgliches Beispiel sind hier exportierende Unternehmen, die sich somit
einen bestimmten Wechselkurs einer Fremdwéhrung garantieren wollen. Wie und
in welchen Varianten Optionen zur Spekulation oder zum Hedging verwendet wer-
den konnen, ist allerdings nicht Gegenstand dieser Arbeit. Hier steht die Bewertung
im Mittelpunkt. Bei der Bewertung handelt es sich um die Fragestellung, wie viel
eine Option zu einen bestimmten Zeitpunkt vor dem Ausiibungszeitpunkt wert ist.
Dies ist der Preis, den ein Kaufer einer Option bezahlen muss.

Bis jetzt wurden Optionen basierend auf einem Underlying eingefiihrt. Es ist aber
auch moglich, Optionen auf Kérbe von Underlyings zu erwerben, z.B. so genannte
Index-Optionen, die einen kompletten Index wie den DAX-30! abbilden. In diesem
Fall spricht man von Basket-Optionen. Anders als im Fall nur eines Underlyings
existiert keine geschlossene Losung fiir die Bewertung einer Basket-Option, sie
muss also numerisch erfolgen.

Somit kann die Fragestellung dieser Masterarbeit prazisiert werden: Was ist der
Wert einer europdischen Basket-Option? Dieser Fragestellung soll in den
nichsten Abschnitten unter der Verwendung des Bewertungsmodells von Black
und Scholes sowie von adaptiven Diinnen Gittern nachgegangen werden.

2.1.1 Das Black-Scholes Modell

Bereits Anfang der siebziger Jahre gelang es Fischer Black, Myron Scholes und Ro-
bert Merton ein Modell zu entwickeln, welches die Bewertung einer Option erlaubt.
Inzwischen ist das so genannte Black-Scholes Modell zum Standardinstrument der
Optionsbewertung am Finanzmarkt geworden. Im Jahre 1997 erhielten Scholes
und Merton fiir dieses Modell den Nobelpreis in Wirtschaftswissenschaften. Black
wurde diese Ehre nicht mehr zuteil, da er bereits 1995 verstorben war.

Dem Modell liegen folgende Annahmen zu Grunde, nach |7]:

Annahme 1: Es existiert ein vollkommener, vollstindiger Kapitalmarkt. Dies
impliziert Arbitrage-Freiheit und keine Transaktionskosten, sowie keine Be-

I'DAX: Deutscher Aktien Index; DAX-30 enthilt die 30 grofiten deutschen Aktiengesellschaften.
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schriankung von Leerverkiufen.? Durch ein eindeutiges Martingalmaf konnen
die Preise eines jeden Portfolios jederzeit eindeutig bestimmt werden.

Annahme 2: Der Kurs des Underlyings folgt einer geometrischen Brownschen
Bewegung.

Annahme 3: Die Underlyings schiitten keine Dividenden aus.

Annahme 4: Es existiert ein konstanter Zinssatz r, zu dem zu jedem Zeitpunkt
Geld in beliebiger Hohe angelegt und aufgenommen werden kann.

Diese Annahmen stellen starke Einschrénkungen der echten Welt dar, helfen aber,
das Problem der Optionshewertung verstandlich zu modellieren. Es existieren je-
doch Modellerweiterungen, mit deren Hilfe die Annahmen 3 und 4 entfernt werden
kénnen.

Nun soll die Modellierung der Assetkurse, Annahme 2, genauer betrachtet werden.
Der stochastische Prozess, welcher zur Abbildung der Kursentwicklung im Modell
gewihlt wurde, ist die geometrische Brownsche Bewegung?®, welche durch folgende
stochastische Differentialgleichung definiert ist:

dS(t) = /LGBMS<t)dt + UGBMS(t)dW(t> (2.2)

mit pgpy als Drift des stochastischen Prozesses und ogpgjs gibt die Standardab-
weichung an. W(t) ist hierbei eine standard Brownsche Bewegung (auch Wiener
Prozess genannt) mit unabhingigen und normalverteilten Inkrementen, es gilt al-
SO:

W(t+71)—W(t) ~ N(0,/7). (2.3)

Nach [7] kann nun unter Anwendung des Lemma von Ito und der Annahme eines
vollkommenen Kapitalmarktes, insbesondere der Arbitragefreiheit des Marktes,
die Black-Scholes Gleichung zur Bewertung einer Option auf ein Asset formuliert
werden:

oav 1 0?V Vv

E%—éUQSQ@%—uS%—TV:O. (24)
Anzumerken ist, dass V(¢,S),t € [0,T] den Preis einer européischen Call Option
angibt und r ist die risikolose Verzinsung. p entspricht nicht pugpas aus der geome-
trischen Brownschen Bewegung. Falls keine Dividenden modelliert werden, ist p
normalerweise gleich r zu wihlen, was aber nicht notwendig ist und auch bei den
spateren numerischen Tests in Kapitel 3 teilweise nicht gemacht wird.

2Unter einem Leerverkauf versteht man am Finanzmarkt den Verkauf eines Gutes, welches
man nicht besitzt. Indem man diese Position in der Zukunft glattstellt, kann ein Gewinn
erwirtschaftet werden.

3GBM fiir geometric Brownian motion
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2.1.2 Das multi-Asset Black-Scholes Modell

Das im letzten Abschnitt betrachtete ein-Asset Modell ist numerisch weniger in-
teressant, da hier eine geschlossene Losung existiert (falls p = r gewihlt wur-
de). Lediglich der Verstandlichkeit wegen wurden die Grundlagen anhand der ein-
dimensionalen Black-Scholes Gleichung beschrieben. Ab nun steht, wie auch einge-
hend schon angekiindigt, das multi-Asset Black-Scholes-Modell im Mittelpunkt.

Die Black-Scholes Gleichung auf einen Korb von Assets lautet:

d d d

ov 1 0*V oV
ot +2;;”J”J Jasiasfl;“ a5, " (2:5)
hierbei gibt, wie im ein-dimensionalen Fall, V(t,g) den Preis der Option zum
Zeitpunkt ¢ an. Fiir S gilt S = (S4,...,54) € R%; die p;; sind die Korrelationen
zwischen S; und S;.

In dieser Arbeit soll das klassische européische Basket gelost werden. Dieses besitzt
als Auszahlungsfunktion das arithmetische Mittel der Kurse zum Ausiibungszeit-
punkt:

max{K — 52?:1 S;(T), 0}, falls Put Option,

| —d . (2.6)
max{; > ., 5(T) — K, 0}, falls Call Option.

V(T,S) := {

Allerdings sind hier auch andere Auszahlungsfunktionen denkbar. Es sei jedoch
angemerkt, dass im Falle des geometrischen Mittels auch die multi-Asset Black-
Scholes Gleichung geschlossen l6sbar ist. Dies ist nach [33] moglich, da durch die
multiplikative Verkniipfung der einzelnen stochastischen Prozesse einfach ein ge-
meinsamer stochastischer Prozess hergeleitet werden kann. Damit kann die multi-
Asset Betrachtung auf eine ein-Asset Betrachtung zuriickgefiihrt werden. Fiir al-
le anderen Fille werden meist Monte Carlo Simulationen zur Bewertung einge-
setzt. In Anhang A ist diese Vorgehensweise fiir européische Call und Put Basket-
Optionen beschrieben.

Leider ist das Losen von Gleichung (2.5) schlecht konditioniert, da diese PDE va-
riable Koeffizienten aufweist. Diese resultieren aus der geometrischen Brownschen
Bewegung. Durch die geschlossene Losung von Gleichung (2.2),

5() = 5(0) exp | (s = ot ) ¢+ oem 1) (2.7)
kann die schlechte Kondition verdeutlicht werden: Die Volatilitdt der Preise der Un-
derlyings wichst exponentiell mit der Zeit t. Es existieren mehrere Moglichkeiten,
um dieses Problem abzumildern. So kénnen z.B. nicht-dquidistante Gitter verwen-
det werden, um das Wachstum der Kurse (positive Koordinatenrichtung) abzu-
bilden. Hierbei werden die Abstinde zwischen die Gitterpunkten mit steigendem
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Kurs exponentiell grofer. Ein solches Verfahren wurde z.B. in |21] vorgeschlagen.
In |23] werden noch weitere Ansétze vorgestellt. So kénnen zum Einen logarithmi-
sche Koordinaten mit .S; = log S; verwendet werden, um die variablen Koeffizienten
zu eliminieren. Zum Anderen ist es moglich, durch erweiterte Transformation die
Black-Scholes auf die klassische Wérmeleitungs-Gleichung zuriickzufiihren, siehe
z.B. [13].

Da der hier entwickelte Loser allerdings in eine bestehende Toolbox integriert wird
und auch spéter moglichst flexibel sein sollte, wird zusétzlich zur direkten Losung
von Gleichung (2.5) auf adaptiven Diinnen Gittern mit kartesischen Koordinaten
die Losung der Black-Scholes Gleichung mit logarithmischen Koordinaten vorge-
stellt. Der grofe Vorteil bei diesem Ansatz ist, dass die bestehenden Gitter wei-
terverwendet werden konnen, da die Gitterpunkte dquidistant sind und nur die
Algorithmik an die verdnderten Koordinaten angepasst werden muss. Die multi-
Asset Black-Scholes Gleichung mit logarithmischen Koordinaten lautet:
d

) 0°V 1 ,\ oV
24z T s . — —o- — = 0. 2.
Gt ‘l‘ 2 ;;Ulajplﬂ aslasj + z; <lul 201) 85’1 TV 0 ( 8)

Wie bereits erwdhnt, liegt der Vorteil dieser Formulierung in der besseren Kondi-
tion der zu losenden Gleichung. Dies wird auch im spéiteren Ergebnisteil deutlich:
Es ist klar zu erkennen, das zum Losen von Gleichung (2.8) merklich weniger
Iterationen als zum Losen von Gleichung (2.5) benétigt werden.

Allerdings muss an dieser Stelle angemerkt werden, dass die Formulierung mit
log-transformierten Koordinaten nicht nur Vorteile hat. So entsteht aus einem nur
einseitigen unendlichen Gebiet (in Richtung der Kurse) in Gleichung (2.5) ein zu
beiden Seiten unendliches Gebiet in Gleichung (2.8). Dies kann bei der Bewertung
von Put Optionen im unteren Wertebereich zu Problemen fiithren. In Tabelle 2.1
werden die Vor- und Nachteile der beiden Gleichungen gegeniibergestellt. Es sei
bereits jetzt als Vorbemerkung erwéihnt, dass die Vorteile der Gleichung mit log-
transformierten Koordinaten deutlich deren Nachteile iiberwiegen und somit diese
Variante verwendet werden sollte.

Vorteile ‘ Nachteile
keine Transformation
[0, 00] Gebiet | var. Koeffizienten

log-transformierte Koordinaten
konst. Koeffizienten | [—oo, co] Gebiet

Tabelle 2.1: Vor- und Nachteile der betrachteten Losungsverfahren der multi-
Asset Black-Scholes Gleichung ohne Transformationen (links) und mit log-
transformierten Koordinaten (rechts).

Gleichung (2.6) stellt die Endbedingung beim Losen der multi-Asset Black-Scholes
Gleichung dar. Allerdings wird zur numerischen Lésung einer PDE im Allgemei-
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nen eine Anfangsbedingung bendtigt. Diese wird als Ausgangspunkt verwendet,
um die Losung der PDE mittels intervallweiser Auswertung der Ableitungen zu
approximieren. Im Falle der Black-Scholes Gleichung kann das benotigte Anfangs-
wertproblem (AWP) durch eine Umkehrung der Zeit konstruiert werden. Damit
wird die Endbedingung aus Gleichung (2.6) zur Anfangsbedingung. Mathematisch
kann die Umkehrung der Zeit durch einen Vorzeichenwechsel beim Term mit der
Ableitung nach der Zeit realisiert werden. Es folgt also mit 7 = T'—t fiir Gleichung
(2.5):

___ZZUZUJPU 18555 Z S +TV—O (2.9)

=1 j=1
und fiir Gleichung (2.8):
d

0*V 1 ov
iU -

=1 j— 1=

2.2 Direkte Losung der Black-Scholes PDE mittels
Finiten Elementen

Nachdem im letzten Abschnitt die kontinuierlichen zu 16senden partiellen Differen-
tialgleichungen eingefiihrt worden sind, soll nun deren Diskretisierung des Raumes
im Mittelpunkt stehen. Im einfachsten Fall werden PDEs wie Gleichungen (2.5)
und (2.8) mittels der so genannten Finiten Differenzen Methode gelost. Hierbei
werden die in der PDE enthaltenen Ableitungen mittels (mehrfacher) Differen-
zenquotienten an zuvor gewahlten Stiitzstellen, den so genannten Gitterpunkten,
approximiert. Allerdings entsteht durch dieses direkte Vorgehen auch ein Problem:
Die Differenzenquotienten miissen an jeder Stiitzstelle in der kleinsten Maschen-
weite (so wird der Abstand zwischen zwei Stiitzstellen bezeichnet) berechenbar
sein. Dies erzwingt im mehr-dimensionalen Fall eine sehr hohe Anzahl von Gitter-
punkten, da diese exponentiell mit der Anzahl an Dimensionen wéchst. Dies wird
als Fluch der Dimensionalitit bezeichnet. Somit kann die Finite Differenzen
Methode nur mit einigen Tricks zur Losung von héher- bzw. hoch-dimensionalen
Problemen eingesetzt werden. Eine mogliche Vorgehensweise ist hier die Verwen-
dung der so genannten Kombinationstechnik der Diinnen Gitter. Hierbei werden
volle Gitter mit verschiedenen Maschenweiten (grober und feiner) kombiniert, um
Gitterpunkte einzusparen. Allerdings ist dieser Ansatz nicht Bestandteil dieser Ar-
beit und soll daher nicht weiter vertieft werden und es sei z.B. auf [6| verwiesen.

Aus diesen Griinden bedient sich diese Arbeit eines anderen Ansatzes zur Diskre-
tisierung des Raumes: Der Methoden der Finiten Elementen (FEM). Die Ablei-
tungen nicht wie bei den finiten Differenzen direkt diskretisiert, sondern durch die
Transformation der PDE in die so genannte schwache Form. Hierbei werden deut-
lich schwéchere Annahmen gefordert und die Basisfunktionen kénnen frei gewahlt
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werden. Knapp formuliert bedeutet die schwache Form, dass die Gleichung nicht
mehr an allen Punkten, sondern nur noch abgeschwécht, d.h. gemittelt, erfiillt
werden muss.

Zur kurzen Einfiihrung in die Methode der Finiten Elemente soll folgendes Mo-
dellproblem betrachtet werden:

Lu(@) = f(3), (2.11)

wobei L ein beliebiger Differentialoperator, v die gesuchte Funktion und f eine
(beliebige) rechte Seite sind. Die Losung dieser Differentialgleichung wird auf fol-
gendem Gebiet Q betrachtet: Q € R Die Funktion v(#) kann folgendermaRen
durch eine Basisrepresentation approximiert werden:

w(Z) = Zui@(f). (2.12)

Die u; € R sind konstante Koeffizienten und die ¢ sind Funktionen von Z. Sie
werden als Basisfunktionen oder auch Ansatzfunktionen bezeichnet. Die ¢ kénnen
quasi beliebig gewahlt werden und sind fiir die Lésung festgelegt. Die Freiheitsgrade
liegen in den Koeffizienten u;. Ziel ist es, diese so zu bestimmen, dass gilt: v ~ u.

Nun kann der erste Schritt der Losung mittels Finiten Elementen durchgefiihrt
werden: Die Formulierung der schwachen Form der PDE. Hierzu wird, wie be-
reits erldutert, die Gleichheit aus Gleichung (2.11) nur noch in einer gemittelten
Darstellung gefordert. Dies geschieht, indem diese Gleichung mit einer endlichen
Menge von Testfunktion ; mit j = (1,..., N) multipliziert wird und iiber das
Losungsgebiet integriert wird. Es ergibt sich somit folgende schwache Form:

/Q Lu(Z),(Z)dE = /Q (@ (®)dE V)= (1,...,N). (2.13)

Dies ist ein System mit N Gleichungen fiir die u; Koeffizienten. Dieses System kann
folgendermafen umgeformt werden, mit der Voraussetzung, dass L linear ist:

/Q L(Zu@i(@)w@df = [ f@u@dF V= (1. N)

Su [ Lo@u@ir = [ @ @a

Hier wird der Ritz-Galerkin Ansatz gewiahlt, der folgende Wahl fiir die Testfunk-
tionen trifft: ¢» = ¢. Es ergibt sich somit:

N
;Ui\/gL¢i(f)¢j(f)1df:/Qf(f)¢j(f)df Vj=(1,...,N). (2.14)

10
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Damit kann nun Gleichung (2.14) in Matrix-Schreibweise angeben werden, wo-
durch eine lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten u; entsteht:

Ai=1b (2.15)

Dieses System kann mit Standardverfahren fiir lineare Gleichungssysteme gelost
werden. Auf solche Verfahren soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden. Es
sei lediglich erwédhnt, dass fiir kleinere Systeme ein direktes Verfahren wie die
LR-Zerlegung infrage kommt. Fiir grofe Systeme ist ein iterativer Loser wie das
Verfahren der konjugierten Gradienten (CG oder BiCGStab) mit Hilfe von Matrix-
funktionalen die richtige Wahl. Es wurden allerdings einige Punkte nicht betrach-
tet, die bei einer Anwendung festgelegt werden miissen. So miissen fiir die Ansatz-
und Testfunktionen konkrete Funktionen gewihlt werden. Ebenfalls wurde noch
nicht auf die Randbehandlung des betrachteten Gebiets eingegangen. Diese Fest-
legungen werden in Abschnitt 2.4 geklért.

2.2.1 Kartesische Koordinaten

Die zuvor besprochene Methode der Finiten Elemente soll nun auf die Black-
Scholes Gleichung in kartesischen Koordinaten angewendet werden. Da es sich
hierbei jedoch um eine parabolische PDE handelt, muss, wegen der Zeitabhin-
gigkeit, eine zu Gleichung (2.12) leicht verédnderte Form zur Approximierung der
Funktion V (7, S) verwendet werden. Es gilt:

u(r, 5) =Y un(r)én(S), (2.16)

Ebenfalls wird mit 1) = ¢ auch hier der Ritz-Galerkin Ansatz gewahlt. Einsetzen
der Black-Scholes Gleichung (vgl. Gleichung (2.9)) in die Definition aus Gleichung
(2.13) liefert:

u(r,S) o 1 A& g Oulr. 3)
/szT%(S)dS - /(222""’“’” 795,05,

=17

Z,uz au(T’S —ru(7,§)> Om (S )dS Ym = (1,...,N).

’L

Hierbei wurden vor dem Einsetzen alle Terme, die nicht von der Zeit abhingig sind,
auf die rechte Seite gebracht. Nun sind umfangreiche aber handwerklich einfache

11
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Umformungen notwendig. ¢; ; bezeichnet eine Funktion, die den Wert 1 hat, falls
¢ = 7 und sonst 0 ist. Es folgt:

6“” /gbnswms* 45 —

=1
1 N

_5 Z Z 0i0;pi ((1 + 5i,j) Z un(T) /Q Sza%js(,;g) Qbm(g)dg

i=1 j=1 n=1

00n(5) 90m(5)
/SS 23, S)

+Zm (Z () [ Sﬁ%"éz ) ¢m<§>d8>

=1 n=1

N

_Tzun<7)/g¢n(§) ) ¢m(§)d§ Ym = (1,...,N).

n=1

Wihrend dieser zahlreichen Umformungen ist ein Teilschritt eine partielle Inte-
gration. Somit entstehen Funktionsauswertungen auf den Réndern des gewéhlten
Gebiets €). In dem hier vorgestellten Loser der Black-Scholes Gleichung werden
allerdings Dirichlet-Randbedingungen verwendet, die mit fortschreitender Zeit 7
diskontiert werden. Aus diesem Grund existieren keine Freiheitsgrade auf den Rén-
dern des betrachteten Gebiets. Dadurch entfallen die angesprochen Funktionsaus-
wertungen; sie sind bereits in der vorherigen schwachen Form nicht mehr enthalten.
Zusatzlich konnen identische Integrale ausgeklammert werden, um die Anzahl der
auszuwertenden Integrale zu verringern. Damit ergibt sich folgende schwache For-
mulierung der multi-Asset Black-Scholes Gleichung:

Y u,(7) a o aaa
> %57 [ on(Som(Sas =
N d d
0oy, g
Zun( Z( Z( 0i0;p;i(1 + 0i5) ))/S Pl )(bm( S)dsS
n=1 =1 j=1
1 L& O (S )a‘lﬁm( )
—§;jgazajpl,]/§;sl J 851 asj ds
—r/¢n(§)-¢m(§)d§] vm = (1,..., N). (2.17)
Q

Gleichung (2.17) entspricht nun Gleichung (2.14) aus der Betrachtung des obigen
Modellproblems. Allerdings ist sie in diesem Fall deutlich komplexer. Aus diesem

12



2. Optionsbewertung mit Diinnen Gittern

Grund soll die Behandlung der schwachen Form der Black-Scholes Gleichung mit
einer Matrix-Formulierung abgeschlossen werden:

1 d d

d
Ati(r) = v+ Fii(r) — 3 > oioipiy - Edi(r) — 1 - Aii(7)
i=1 i=1 j=1
] d d d
Ati(r) = | ) v a(T), (2.18)
=1

'F—%ZZUiO'jpi,j'E—T‘A

i=1 j=1

S

v~

=L
mit den Matrizen:
A= () BV it i [ 6,(3)0(3)d5.
0
06,(5) 96 (S) 5

o NxN s o Q.
E:=(epm) €R mit e, = /QSZSJ 95, 75, ds,
’ ’ Q 05;

Es ist anzumerken, dass zum Erhalt des zu losenden linearen Gleichungssystems
noch @(7) diskretisiert werden muss, vgl. Abschnitt 2.3. Gleichung (2.18) gibt ein
System von N gewohnlichen Differentialgleichungen an, die mit Hilfe von numeri-
schen Standardmethoden (Verfahren von Euler oder Crank-Nicolson) gelost wer-
den kénnen. Die konkrete Anwendung dieser Verfahren wird ebenfalls in Abschnitt
2.3 besprochen.

Da der Loser der multi-Asset Black-Scholes Gleichung in der SG* Toolbox* imple-
mentiert worden ist, soll bereits an dieser frithen Stelle ein Bezug zur Implementie-
rung hergestellt werden. So bilden folgende Klassen die Anwendung der Matrizen
A, E und F' in der Software ab: Matrix A wird durch die Klassen OperationL Two-
DotProduct*, Matrix E durch die Klassen OperationGamma* und Matrix F' durch
die Klassen OperationDelta* implementiert. Die * symbolisieren an dieser Stelle
die verschiedenen Gittertypen, fiir welche die Operatoren implementiert worden
sind. Nach welcher Algorithmik diese Operatoren implementiert werden, ist hier
noch nicht relevant und wird in Abschnitt 2.4.2 behandelt.

2.2.2 Log-transformierte Koordinaten

Im letzten Abschnitt wurde die Finite Elemente Methode direkt auf die multi-
Asset Black-Scholes PDE angewendet. Allerdings wurde bereits eingefiihrt, dass die
Formulierung mit logarithmischen Koordinaten bessere numerische Eigenschaften

‘http://www5.in.tum.de/wiki/index.php/Software_Developments#SG.2B.2B
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aufzeigt und daher auch in dieser Arbeit, neben der direkten PDE, im Fokus
steht. Da Gleichung (2.10) keine variablen Koeffizienten besitzt, ist die schwache
Form leicht unterschiedlich von Gleichung (2.17). Allerdings ist die Herleitung der
aquivalenten Gleichung mit log-transformierten Koordinaten sehr dhnlich und auch
einfacher, da keine variablen Koeffizienten in den Integralen zu beriicksichtigen
sind.

So ergibt sich fiir die zu Gleichung (2.17) vergleichbare schwache Formulierung der
multi-Asset Black-Scholes Gleichung mit log-transformierten Koordinaten:

al Ouy, (7) " oo
N d -
1 2 8¢n(S) N 33
> Z(u 39) [ 20,8
L~y 96u(S) 06m(S) |2
_5222;;0%0]/)2’]/9 aSZ 85] dS
- qun(q)-qu(g)dbﬂ vm = (1,...,N). (2.19)

Die Gleichung unterscheidet sich in den zu berechnenden L, Skalarprodukten
von der Version ohne Koordinaten Transformation. Da bei log-transformierten
Koordinaten die Ableitungen keine variablen Koeffizienten besitzen, sind die Um-
formungen weniger komplex und es entstehen bei der partiellen Integration keine
Terme mit nur einer Ableitung in den Ansatzfunktionen. Daher dndern sich die
konstanten Koeffizienten ©/°? in der Herleitung der schwachen Form nicht.

Fiir die Matrixschreibweise folgt also:

d d d
5 0] 1 —
At(r) = Z %% Fry — 5 Z Z 0i0jpij - Elog — 1+ A| -U(T), (2.20)
i=1 i=1 j=1
::}/rlog

mit den Matrizen:

e log NXxN log . _
Eiog = (e,9,) €R mit e /Q 98 08, s,
Flog — (fflo;qn) € RNXN mit flogn — / 8¢n(s) §bm(§)d§

K b Q 6SZ

Wie im nicht transformierten Fall gibt Gleichung (2.20) ein System von gewohn-
lichen Differentialgleichungen an. Auch bei der Implementierung bleibt die Ahn-
lichkeit zur nicht transformierten Variante erhalten. So wird der Operator der

14
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Matrix Ej,, von der Klasse OperationGammaLog* und der Operator von Matrix
Fjoq durch die Klasse OperationDeltaLog* implementiert. Fiir Matrix A existiert
keine spezielle Operation (z.B. A,,,), da dieses Skalarprodukt fiir beide Félle iden-
tisch ist und sich lediglich in den verwendeten Koordinaten unterscheidet. Es wird
also bereits bei der aktuell sehr abstrakten Betrachtung des Losers klar, dass sich
die Implementierung der Losung dieser multi-Asset Black-Scholes Gleichung nur
in ein paar wenigen Details von der nicht transformierten Version unterscheidet.

2.3 Diskretisierung der Zeit

Fiir transformierte und nicht transformierte Koordinaten wurden im letzten Ab-
schnitt jeweils Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen (ODEs) der
Form

Ai(r) = Li (2.21)

hergeleitet. Im Folgenden soll besprochen werden, wie diese Systeme geldst werden
konnen. Fiir diesen Schritt ist die konkrete Wahl des (rdumlichen) Differentialope-
rators L nicht wichtig. Daher wird allgemein von L gesprochen.

Explizites Euler-Verfahren

Das explizite Euler-Verfahren ist wohl das einfachste Verfahren, um eine gewohnli-
che Differentialgleichung zu 16sen. Die Idee ist, den gegebenen Differentialoperator
als Projektion fiir den Verlauf der Funktion zu wahlen. Dieser wird ausgehend von
einem bekannten Startpunkt, dem Anfangswert, immer wieder ausgewertet, d.h.
die Zeit wird in viele sehr kleine, meist gleich grofse, Zeitschritte 7,7 — 7 = 07T
zerlegt. Fiir die Linge dieser Zeitintervalle wird die Ableitung durch den Dif-
ferenzenquotienten angendhrt und somit der Funktionswert zum Zeitpunkt 71
bestimmt.

Eingesetzt in Gleichung (2.21) ergibt sich somit:

Au(TtHzST—u(Tt) — Li(n).

Diese Matrixgleichung kann nun in ein lineares Gleichungssystem umgeformt wer-
den:

A'J(Tt+1) = (A + 57’[1)1_(:(7—15) . (222)
Hf_/ Y -
z b

Der grofte Vorteil des expliziten Euler-Verfahrens liegt in der Einfachheit des
Systems (es besteht nur aus Matrix A). Die Berechnungskomplexitit von diesem
System ist wichtig, da die Gleichung mit Hilfe von iterativen Verfahren geltst
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wird. Ein komplexes System wiirde daher zu einer sehr langen Rechenzeit fiihren.
Allerdings wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht tiefer auf das explizite
Euler-Verfahren eingegangen, da die benétigten Zeitschrittgrofsen so klein sind,
dass der Vorteil des einfachen Systems nicht zum Tragen kommt. Daher sollen das
implizite Euler-Verfahren und ein Verfahren der zweiten Ordnung, die Methode
von Crank und Nicolson genauer betrachtet werden. Diese ist das meist verwendete
Verfahren zum Losen von PDEs in der Finanzmathematik.

Implizites Euler-Verfahren

Die Idee beim impliziten Euler-Verfahren ist nicht die Projektion der Ableitung
von einem bekannten Punkt aus durch die Anwendung des Differenzenquotienten.
Stattdessen wird bereits im Differentialoperator der Koeffizientenvektor zum Zeit-
punkt ;.1 verwendet. Damit erfolgt der Schritt nicht mehr losgelost von der Raum-
diskretisierung durch die Finiten Elemente und grofiere Zeitschrittweiten werden
moglich. In Zeichen ergibt sich:

u(T — (T .
A ( t+12$7_ ( t) = Lu(Tt+1)7

und fiir das zu losende System folgt

(A—o07L)u(141) = Au(r). (2.23)
— —

Beim einem Vergleich mit dem expliziten FEuler-Verfahren fillt nun das deutlich
komplexere System auf, welches in jedem Schritt des iterativen Losers (der fiir
jeden Zeitschritt ausgefithrt wird) angewendet werden muss. Belohnt wird dies al-
lerdings durch deutlich weniger Zeitschritte, die notwendig sind, um die Gleichung
zu losen.

Crank-Nicolson Methode

Zuletzt soll die Crank-Nicolson Methode betrachtet werden. Diese ist ein Verfahren
zweiter Ordnung und kombiniert Ansétze des expliziten und impliziten Eulers:
Es wird nicht der gesamte Schritt o7 explizit oder implizit durchgefiihrt, sondern
sowohl als auch. Bei der Methode von Crank und Nicolson erfolgt ein halber Schritt
explizit und ein halber Schritt implizit. Eingesetzt folgt also

U(Te41) — U(Ty)

ot
und fiir das endgiiltige Gleichungssystem gilt

A — % [Lu(m) + Li(1e41)],

<A - %&L) (1) = \(A + %&L) in). (2.24)

p
T

b

16



2. Optionsbewertung mit Diinnen Gittern

Vom Aufwand her unterscheidet sich die Systemmatrix bei der Crank-Nicolson Me-
thode nicht von der im impliziten Euler-Verfahren. Jedoch ist die Crank-Nicolson
Methode ein klein weniger schneller und genauer als das implizite Euler-Verfahren,
was auf die Mittelung beider Euler-Verfahren zuriickzufiihren ist und sie daher
ein Verfahren zweiter Ordnung ist. Normalerweise iiberschitzen explizite Verfah-
ren den Funktionswert zum Zeitpunkt 7., und implizite Verfahren unterschitzen
diesen. Allerdings ist beim Start der Losung einer ODE Vorsicht geboten. Hier
existiert aufgrund des expliziten Anteils beim Crank-Nicolson Verfahren eine Feh-
lerquelle (falls die Schrittweite zu grok gewiihlt worden ist und da ein Knick in der
Startlosung liegt, vgl. explizites Euler-Verfahren). Daher sollte man mit ein paar
voll impliziten Schritten starten und kann danach problemlos fiir die restlichen
Schritte auf das Crank-Nicolson Verfahren umschwenken.

Nachdem nun alle Puzzleteile fiir die Implementierung des Losers eingefiihrt wor-
den sind, kann mit Algorithmus 2.1 ein abstraktes Vorgehen fiir die Losung der
Black-Scholes Gleichung angegeben werden. Dabei wird, wie angesprochen, die
Laufzeit der Option in mehrere Zeitschritte der Grofe o7 zerlegt. Fiir jeden Zeit-
schritt muss eines der gerade eingefiihrten linearen Gleichungssysteme gelost wer-
den, die aus der Zeitdiskretisierung resultieren. Fiir diesen Vorgang wurde im dar-
gestellten Pseudo-Code die Routine solveBlackScholes als abstrakte Beschreibung
gewahlt. solveBlackScholes ruft einen iterativen Loser fiir das gewéhlte lineare
Gleichungssystem auf.

Algorithmus 2.1 Abstrakter Algorithmus zum Losen der Black-Scholes Glei-
chung. solveBlackScholes 16st die PDE fiir einen Zeitschritt der Groke 7.
1: G := Gitter

p(S) := Payoff-Funktion

initGrid (G, p(S))

: for r=0to T do
solveBlackScholes(G, u, 6T)
T «—T+0T

end for

return u,G

Zum Abschluss seien noch ein paar Worte zum verwendeten iterativen Loser an-
gemerkt. Wegen der Matrizen F' und Fj,, sind die Matrizen L und L;,, nicht sym-
metrisch. Daher kann kein Standard CG Verfahren eingesetzt werden. Es muss der
so genannte BiCGStab Loser verwendet werden. Leider ist dieser doppelt so auf-
wendig wie ein normales CG Verfahren, da fiir eine Iteration zwei Auswertungen
des Matrix-Vektor-Produktes Lu benotigt werden.

Im Quellcode miissen in einer Ableitung der abstrakten Klasse
OperationODESolverSytem die Operatoren A und L mit Hilfe der bereits
besprochen Operationen fiir die Matrix A, EF und F implementiert wer-
den. Fiir den multi-Asset Black-Scholes Loser wurde dies in der Klasse
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BlackScholesODESolverSystem realisiert. Da nur noch die Operatoren A und
L ausprogrammiert werden miissen, kann der in der Masterarbeit entstandene
Code auch einfach auf andere dhnliche parabolische Problemstellungen, wie die
Wiérmeleitungsgleichung, erweitert werden.

2.4 Dunne Gitter - Ansatzraum des Losers

In den letzten Abschnitten wurde die Losung der multi-Asset Black-Scholes Glei-
chung ohne eine konkrete Wahl der Ansatzfunktionen vorgestellt. Dies soll nun
vollzogen werden. Wie bereits in der Einfiihrung erldutert, werden in dieser Arbeit
adaptive Diinne Gitter gewahlt, da sie ein geeignetes Mittel sind, um die Her-
ausforderung des Losens der multi-Asset Black-Scholes Gleichung zu meistern. So
erlauben sie zum Einen eine Verfeinerung des Gitters im Bereichs des Knicks (vgl.
Abbildung 2.1) und tragen zum Anderen dazu bei, den Fluch der Dimensionalitit
abzumildern.

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die adaptiven Diinnen Gitter kurz eingefiihrt.
Dies beinhaltet sowohl die Konstruktion des Raumes als auch die benétigten Al-
gorithmen fiir das Losen einer PDE. Im zweiten Teil wird explizit auf die im Falle
der Black-Scholes Gleichung benétigten Operationen eingegangen.

2.4.1 Gitterkonstruktion

Zusammengefasst ldsst sich zu Diinnen Gittern sagen: Geschickt gewéhlte ein-
dimensionale Basisfunktionen werden durch einen Tensorprodukt-Ansatz so kom-
biniert, dass Abschitzungen zur Wichtigkeit der Beitrige der einzelnen d-
dimensionalen Basisfunktionen méglich werden. Dadurch konnen viele Gitterpunk-
te im d-dimensionalen Raum eingespart werden und es entstehen ausgediinnte
Gitter. Die Kerniiberlegungen, die zu dieser Raumkonstruktion fiithren, sollen nun
vorgestellt werden. Eine detaillierte Einfiihrung in die Technik der Diinnen Gitter
kann hier [10] entnommen werden.

Einfiihrung einer ein-dimensionalen Basis

Die Kurzeinfithrung wird mit einer ein-dimensionalen Betrachtung begonnen. Nach
Gleichung (2.12) wird fiir die Methode der Finiten Elemente die Funktion in ei-
ner Basisrepresentation bendtigt. Im ein-dimensionalen Raum ergibt sich verein-
facht:

f(z) = u(z) = Zung,(x) z € R.
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Jetzt soll die naheliegenste Wahl, die so genannte Knotenbasis eingefiihrt werden.
Fiir den weiteren Verlauf dieses Kapitels miissen nun einige Definitionen getrof-
fen werden: Als V sei ein Funktionenraum iiber dem R? definiert. Es gilt weiter
Vn C V mit N := 2! € N. [ ist die so genannte Leveltiefe, die bei der Definition
der Basisfunktionen bendtigt wird. Somit ist Vy der Ansatzraum der stiickweisen
linearen Funktionen mit der Maschenweite % = 27!, Der Einfachheit halber wer-
den die folgenden Betrachtungen auf dem Gebiet [0, 1]¢ durchgefiihrt. Zusitzlich

werden Gitter mit Dirichlet-0-Randern betrachtet.

Die Knotenbasis zu einem Level [ spannt, basierend auf Streckung und Translation
der Hutfunktion ¢(x), den Vy auf:

o(z) = { 1—0|x| Sfjj}:t_ x € [-1,1] (2.25)

dri(x) = ¢<m_2+l2)—¢(x-21—i) i=(1,..,2" = 1). (2.26)

Einen anderen Ansatz stellt die hierarchische Basis dar. In Abbildung 2.2 wird
die Knotenbasis mit der hierarchischen Basis verglichen. Es ist klar zu sehen, dass
jetzt nicht mehr nur Basisfunktionen mit einer Maschenweite verwendet werden,
sondern Basisfunktionen auf allen Leveln [ existieren. Auf jedem Level wird eine
Knotenbasis verwendet, bei der Basisfunktionen ¢;; mit geraden Index i wegge-
lassen werden. Daraus resultiert, dass Basisfunktionen auf Level [” genau da den
Funktionswert 1 ausweisen, wo alle Basisfunktionen mit [ > [” den Wert 0 ha-
ben. Mathematisch kann die Menge aller Hutfunktionen der hierarchischen Basis
folgendermafen definiert werden:

b, — {cbm mit ' <1,i <2' — 1 und i ungerade} . (2.27)

Im ein-dimensionalen Raum definieren die Knotenbasis auf Level [ und die hierar-
chische Basis ®; den gleichen Funktionenraum bei identischer Interpolationsgiite

von O <(%)2), gemessen in der Lo-Norm.

Zusatzlich zu den reinen Ansatzfunktionen zeigt Abbildung 2.2 auch die aufge-
spannten Teilrdume VVZ(I) := span(¢;;) der Basisfunktionen auf einem Level [ der
hierarchischen Basis. Ebenso wird die Interpolation mit Hilfe der Knotenbasis und
der hierarchischen Basis betrachtet. Hierbei fallt eine Tatsache auf: Die u; sind in
beiden Féllen stark unterschiedlich. So sind die Koeffizienten u; im Fall der Kno-
tenbasis die Funktionswerte an den Stellen der Basisfunktionen (auch Stiitzstellen
genannt). Bei der hierarchischen Basis ergibt sich der interpolierte Funktionswert
allerdings durch Summation {iber die einzelnen Level. Tendenziell wird dieser Be-
trag mit steigendem Level immer kleiner. Daher werden die Koeffizienten im Falle
der hierarchischen Basis meist auch als hierarchische Uberschiisse bezeichnet. Diese
Uberschiisse sind ein Ma# fiir die zweite Ableitung; somit erlaubt die hierarchische
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Abbildung 2.2: Links die Knotenbasis, rechts die hierarchische Basis. Bei der Kno-
tenbasis ist gut zu erkennen, dass alle Koeffizienten bei der Interpolation in der
gleichen Grofienordnung liegen. Bei der hierarchischen Basis hingegen werden die
Koeffizienten (auch hierarchische Uberschiisse genannt) mit steigendem Level im-
mer kleiner. Die Betriige der Uberschiisse sind gekennzeichnet durch die vertikalen
Linien.

Basis einen adaptiven Interpolationsansatz. Bei hohen Uberschiissen kénnen weite-
re Basisfunktionen auf héheren Leveln zur Verbesserung der Genauigkeit hinzuge-
nommen werden. Auch in der folgenden mehr-dimensionalen Betrachtung spielen
die hierarchischen Uberschiisse eine wichtige Rolle.

Einschub: Beliebige Triger
Die hierarchische Basis wurde im letzten Abschnitt auf dem Tréger [0, 1] eingefiihrt.

Allerdings werden fiir die Losung der multi-Asset Black-Scholes Gleichung wegen
der gemischten Skalarprodukte allgemeine Triger beno6tigt, da hier das Gebiet nicht
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auf den d-dimensionalen Einheitswiirfel [0,1]¢ vor dem Losen normiert werden
kann. Nach [16] konnen die Ansatzfunktionen aus Gleichungen (2.25) und (2.26)
mit Streckung und Translation auf einen allgemeinen Triger abgebildet werden.
q sei hierbei als Streckungsfaktor definiert, welcher die Grofe des neuen Trégers
angibt und ¢ sei eine Verschiebung in positive z-Richtung; ¢,t € R. Fiir die Hut-
und Ansatzfunktionen folgt also (BB steht hier fiir Bounding Box):

||
(BB) B 1— falls x € [—q,q|
¢ ) = { 0 sonst. ' (2.28)
ol @) = ¢PP @@ 1) —qi), (2.29)

Jedoch wird fiir die weitere Herleitung der Diinnen Gitter auf die Gleichungen
(2.25) und (2.26) zuriickgegriffen, da dadurch die bené&tigten Umformungen und
Herleitungen besser nachzuvollziehen sind, sie sich aber von der Verwendung mit
einer allgemeinen Bounding Box nicht grundlegend unterscheiden.

Mehr-dimensionale Gitter

Der Ansatzraum der mehr-dimensionalen Diinnen Gitter entsteht durch ein Ten-
sorprodukt der ein-dimensionalen hierarchischen Basisfunktionen. Wie angekiin-
digt erfolgt die Betrachtung im d-dimensionalen Einheitswiirfel [0,1]? und die
Indizes [ und ¢ werden ebenfalls zu d-dimensionalen Indexvektoren. Durch ein
Tensorprodukt ergeben sich folgende stiickweise d-lineare Basisfunktionen:

d
&) = ] Gt (@), (2.30)
m=1

wobei sich deren Tréger aus dem Produkt der ein-dimensionalen Triager ergibt.
Ebenfalls analog zum ein-dimensionalen Fall konnen Teilrdume I/Vf(l) angegeben
werden, die von den d-dimensionalen Basisfunktionen aufgespannt werden:

CDWZ@ = { E?(f): 1 <, < 2™ —1,4, unger., m =1, ...,d} . (2.31)

Mit Hilfe dieser Definitionen kann nun der Diinngitterraum angegeben werden.
Fiir eine ausfithrliche Herleitung sei an dieser Stelle auf [10] verwiesen. Wegen
der Tensorproduktkonstruktion der mehr-dimensionalen Basisfunktionen kann der
Raum V>* :=V,, als die direkte Summe der Teilrdume I/Vf(l) geschrieben werden:

o0 1
ve= P wi (2.32)
[lloo<n
Damit folgt fiir die Interpolation einer beliebigen Funktion f>(Z) € V°:

@ = >0 @), mit fre W fr= N apop(@). (2.33)

mooSn ZZ¢[;€‘1>(1)
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Nach [9, 10] kann allgemein gezeigt werden, dass fiir den Beitrag von f;zur Funk-
tion f € V> in der Lo-Norm gemessen gilt:

1 ffp, <374 27210 |y, (2.34)

wobei |f|a2 eine Halbnorm beschreibt, die ein Maf fiir die gemischten zweiten
Ableitungen von f ist. Eine genaue Definition dieser Halbnorm ist ebenfalls [10]
zu entnehmen. Wichtiger ist an dieser Stelle die 1-Norm ml im Exponenten. So
wird klar, je hoher die Level der Ansatzfunktionen in den einzelnen Dimensio-
nen sind, desto kleiner wird der Beitrag dieser Ansatzfunktion zur Interpolation
der eigentlichen Funktion f,,, vorausgesetzt die Funktion hat einen Verlauf ohne
Knicke und Spriinge. Mit dieser Erkenntnis kann eine Kosten-Nutzen Rechnung
durchgefiihrt werden, um die Wichtigkeit der einzelnen Teilrdume zu bewerten.
Diese Analyse, welche hier nicht durchgefiihrt wird, zeigt, dass es sinnvoll ist, nur
Teilrdume bis zu einen bestimmten Wert von m 1 zu beriicksichtigen, was in einem
diagonalen Schnitt durch das zwei-dimensionale Teilraumschema (vgl. Abbildung
2.3) resultiert. Somit ist der Diinngitterraum v, folgendermafsen definiert:

vh= p wv (2.35)

|il1 <n-+d—1

Der hergeleitete Diinngitterraum V. beinhaltet folgende Anzahl an Freiheitsgra-
den (— Anzahl der Gitterpunkte):

(1)
vol- @

|ily <n+d—1

c 02" -n*) (2.36)

mit, einem Interpolationsfehler der Grofenordnung
1f = fll. € 072" ) (2.37)
mit

fO@) = > flx), mit fre Wf(l).

|1 <n+d—1

Erweiterung um Randbasisfunktionen

Der gerade hergeleitete Ansatzraum besitzt nach Voraussetzung Dirichlet-0-
Rénder. Bei der Herleitung der schwachen Formulierung der multi-Asset Black-
Scholes Gleichung wurden allerdings allgemeine Dirichlet Randbedingungen ver-
wendet. Diese sind notwendig, um die z.B. in Abbildung 2.1 dargestellten Aus-
zahlungsfunktionen, die die Startbedingungen des Losers sind, auf dem gewéhlten
Gitter darstellen zu kénnen.
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\VI,Z W2,2

Wis

Abbildung 2.3: Teilraumschema der zwei-dimensional stiickweisen d-linearen An-
satzfunktionen. Der Diinngitterraum Vi st hervorgehoben.

Um dies zu erreichen, werden so genannte Level-0-Basisfunktionen zur hierarchi-
schen Basis hinzugenommen. Auf Level 0, d.h. dem Rand, sind zwei Basisfunk-
tionen pro Dimension notwendig: Eine fiir den linken Randwert und eine fiir den
rechten Randwert. Abbildung 2.4 zeigt die so entstehende hierarchische Basis. Im
mehr-dimensionalen Raum gilt Folgendes: Zur jeder Basisfunktion auf Level 1 pro
Dimension miissen die beiden Level-O-Basisfunktionen zusétzlich generiert werden.
Dadurch entstehen so genannte Trapezrinder®, da beide Level-0-Basisfunktionen
pro Dimension zusammengenommen ein Trapez ergeben.

Auch im mehr-dimensionalen Raum spannen die Randbasisfunktionen zuséatzliche
Teilrdaume auf, die alle mindestens in einer Dimension auf dem Rand des gewéahlten

®Das Trapez existiert auf dem gesamten Definitionsbereich einer Dimension x; des Gitters. Die
Langen der beiden Grundseiten entsprechen den Koeflizienten der Level-0-Basisfunktionen in
Dimension x;.

23



2. Optionsbewertung mit Diinnen Gittern

0 1

Abbildung 2.4: Ein-dimensionale hierarchische Basis mit Level-0-Basisfunktionen,
um allgemeine Randwerte abzubilden. W, ist der Teilraum, der von den Level-0-
Basisfunktionen aufgespannt wird.

Gebietes liegen. Diese zusétzlichen Teilrdume sind folgendermafen definiert (mit
l € No)Z

(I)Wlso) = { E;(f) :

im =0,1, l, =0,
1, =0,1, I, =0,
! 5 ‘ ’ j#m,
tj=1,...,2% — 1, i; ungerade, [; > 1,

Jj,m = 1,...,d}. (2.38)

Werden diese Teilrdume zu dem bereits definierten Diinngitterraum mit Dirichlet-
0-Réandern addiert, ergibt sich der mehr-dimensionale Diinngitterraum mit Tra-
pezrandern v TR,

W)TR ._ 17(1) (0)
viort—vihd@ | g wy (2.39)

|l <n-+d—1
[loc<n

Das so entstehende Teilraumschema ist in Abbildung 2.5 aufgezeichnet. Es sei an
dieser Stelle angemerkt, dass der Ansatzraum yWTE lediglich zur Darstellung der
Funktion benétigt wird. Das in Gleichungen (2.18) und (2.20) zu lésende System
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besitzt nur Freiheitsgrade im Inneren des betrachteten Gebiets, d.h., die Lésung
des linearen Gleichungssystems erfolgt im Ansatzraum VY. Die Koeffizienten der
Randbasisfunktionen werden lediglich zwischen zwei Zeitschritten modifiziert, um
die Diskontierung der Funktionswerte zu realisieren. Anschliefend kénnen die Bei-
trage der Randbasisfunktionen auf den inneren Diinngitterraum vor dem Losen
neu bestimmt werden. Ein genauere Ausfiihrung zu dieser Thematik ist Abschnitt

2.5.1 zu entnehmen.
o o @ 2 3¢ ¥ 2% 3

Woo Wio Wao W

Wi, W,

MM AN N <

e 0® —0 0

000 0 0

Wos Wis

Abbildung 2.5: Der Diinngitterraum TR ot hervorgehoben.

2.4.2 Up/Down Schema fiir Matrizenfunktionale

Im letzten Abschnitt wurde der Ansatzraum eingefiihrt, in welchem die multi- Asset
Black-Scholes Gleichung gel6st werden soll. D.h., die ¢ in den schwachen Formulie-
rungen aus Gleichungen (2.17) und (2.19) werden durch die aus Gleichung (2.30)
ersetzt. Doch es stellt sich die Frage, wie die somit nun konkreten linearen Glei-
chungssysteme aus Gleichungen (2.18) und (2.20) effizient gelst werden kdnnen.
Dazu soll angemerkt werden, dass in der vorgestellten Gitterkonstruktion die Teil-

25



2. Optionsbewertung mit Diinnen Gittern

rdume nicht immer vollstdndig ausgepragt sein miissen. Es kann lediglich nur eine
Ansatzfunktion pro Teilraum existieren, vorausgesetzt alle hierarchischen Vorfah-
ren in TeilrAumen mit einer geringeren Levelsumme (1-Norm des Levelvektors)
existieren. Dies erlaubt die Implementierung von adaptiven Diinnen Gittern. Wie
diese Eigenschaft am Besten bei der multi-Asset Black-Scholes Gleichung einzuset-
zen ist, ist Inhalt des Kapitels 3, allerdings werden nachfolgend die Algorithmen
auf den verwendeten Diinnen Gittern besprochen, welche die spiter vorgestellten
Methoden unterstiitzen.

Eine Moglichkeit beim Losen ist das Aufstellen der kompletten Matrizen A, E und
F (vgl. Gleichungen (2.18) und (2.20)) und die anschliefende Verwendung von
Standardverfahren aus der Linearen Algebra. Dies ist jedoch aus zwei Griinden
nicht ratsam. Zum Einen wird nicht die normale Knotenbasis sondern die hierar-
chische Basis verwendet. Wie in Abbildung 2.2 gezeigt, {iberlagern sich die Basis-
funktionen und somit ist die aufgestellte Matrix nicht mehr diinn besetzt, so wie
es bei der Knotenbasis der Fall wire. Zum Anderen kommt hinzu, dass das Ziel die
Losung von Optionen mit mehreren Underlyings ist, also im héher-dimensionalen
Raum gerechnet wird. Das erhéht, obwohl der Fluch der Dimensionalitit abge-
schwiicht wird, die Anzahl der bendtigten Gitterpunkte deutlich. Es miissten also
bei diesem Vorgehen mehrere quadratische Matrizen mit Dimension von mehreren
Zehntausenden aufgestellt werden. Dies scheitert heute meistens auf einer norma-
len Workstation, da nicht geniigend Hauptspeicher zur Verfiigung steht.

Die Matrizen miissen also angewendet werden, ohne sie direkt aufzustellen. Um
dies effizient zu implementieren, kann die Tensorprodukt-Konstruktion des ver-
wendeten Raumes ausgenutzt werden. Hierbei kann die Anwendung einer Matrix
im d-dimensionalen Raum zuriickgefiihrt werden auf eine mehrfache Anwendung
einer Matrix im ein-dimensionalen Raum unter Zuhilfenahme einer geschickten
Verkniipfung der entstehenden Teilergebnisse. Es werden alle Gitterdimensionen
nacheinander abgearbeitet und zwischen den Wechseln der Dimension werden
neue Eingabewerte fiir die Berechnungen in der néchsten Dimension auf Basis
der bereits erhaltenen Werte bestimmt®. Fiir die hier bendtigte Berechnung der
Ly-Skalarprodukte kénnen die ein-dimensionalen Varianten allerdings nicht durch
eine einzige Operation implementiert werden. Sie werden zerlegt in einen so ge-
nannten Up- und Down- Teil. Was dies bedeutet, ldsst sich am Einfachsten anhand
der Matrix A im ein-dimensionalen Fall darstellen. Fiir eine besser verstindliche
Darstellung im Folgenden sei eine geeignete, Level-weise Sortierung der hierarchi-

8Ein sehr einfaches Beispiel, welches nicht direkt mit der Anwendung einer FEM Matrix im Zu-
sammenhang steht, ist das Hierarchisieren und Dehierarchisieren des Diinnen Gitters. Hierbei
wird die Knotenbasis in die hierarchische Basis und andersherum umgerechnet, vgl. Abbil-
dung 2.2. Hier werden alle Dimensionen nacheinander hierarchisiert bzw. dehierarchisiert.
Die néchste Dimension bekommt als Eingabewert die schon in den bereits abgearbeiteten
Dimensionen (de)hierachisierte Koeffizienten des gesamten Gitters.

26



2. Optionsbewertung mit Diinnen Gittern

schen Basisfunktionen vorausgesetzt, also (1,1);(2,1);(2,3);(3,1);.... Damit kann
die Berechnung des Lo-Skalarprodukts folgendermaken umgeformt werden:

iu - / D) ()

- /iunqﬁn(x)-gzﬁm(x)dx-f—/xiuzﬁbn(x)'¢m(x)d$>

T n<m n>m

d.h., das Skalarprodukt wird hierarchisch aufgespalten. Im linken der beiden Sum-
manden werden die Skalarprodukte ausgewertet, bei denen Ansatzfunktionen mit
gleichem oder niedrigerem Level betrachtet werden. Somit werden Werte die hierar-
chische Basis heruntergereicht. Im rechten Summanden ist es genau andersherum.
Hier stehen Ansatzfunktionen mit héherem Level im Fokus, es werden also Werte
emporgereicht. Fiir die Berechnung bedeutet dies, dass Matrix A nicht in einer
Operation sondern in zwei Operationen angewendet wird:

Al = AP 4 AYP, (2.40)

Wiirde man die Matrizen AP und AYP explizit hinschreiben, so wire AP°“" eine
linke untere Dreiecksmatrix inklusive der Diagonalen und AYP eine rechte obere
Dreiecksmatrix exklusive der Diagonalen. Wie die Funktionen Up und Down fiir
das Up/Down Schema tatsichlich implementiert werden, sei an dieser Stelle nicht
weiter ausgefithrt und auf [16, 25] verwiesen. Die Herleitung eines Down fiir eine
Matrix ist verhaltnisméfig einfach und direkt, da nur Informationen die hierarchi-
sche Basis herunterfliefsen und somit eine einfache Rekursion geniigt, den Down-
Teil zu berechnen. Schwieriger hingegen ist das Up, da die ben&tigten Funktionen
auf einem hoheren Level existieren und somit nicht konstant auf dem Tréger der
betrachteten Ansatzfunktion sind (vgl. Abbildung 2.2). Allerdings existiert ein sys-
tematisches Verfahren zur Herleitung des Up aus dem korrespondierenden Down,
welches auch fiir unsymmetrische Matrizen geeignet ist, wie sie bei der Multi- Asset
Black-Scholes Gleichung zu finden sind (Matrix F'). Dieses Verfahren wurde unter
Anderem vorgestellt in [16].

Bis jetzt wurde ausschlieklich die Losung im ein-dimensionalen Raum betrach-
tet. Es folgt die Verallgemeinerung auf d-dimensionale Raume. In Abbildung
2.6 wird im oberen Abschnitt nochmals der eben dargelegte Sachverhalt im ein-
dimensionalen Raum visualisiert. Hier konnen Up und Down getrennt voneinander
berechnet werden, daher erfolgt eine Kopie der Koeffizienten und nach Anwen-
dung der Operationen eine Addition der einzelnen Ergebnisse. Darunter ist die
d-dimensionale Verallgemeinerung abgebildet. Auch hier erfolgt wieder eine Dupli-
kation der Vektoren; der Algorithmus kann an diesen Stellen parallelisiert werden
(vgl. Kapitel 4). Allerdings erfolgen nun die Berechnungen in den weiteren Dimen-
sionen mit Zwischenergebnissen, wie bereits oben angemerkt. Hierbei ist wichtig,
dass Informationen innerhalb des Diinnen Gitters nur entlang der hierarchischen
Basis transportiert werden konnen. Daher miissen zuerst alle Up-Operationen aus-
gefiihrt werden, bevor mit den Down-Operationen fortgefahren werden kann. Dass
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dies der Fall ist, ist auf den ersten Blick in Abbildung 2.6 schwer zu erkennen, wird
aber durch die rekursive Struktur sichergestellt.

down
u u
u Au
uu uu
up
pDown(d—l)H down
u u
u Au
uu uu
up }—‘UpDown(d—l)

Abbildung 2.6: Schema des Up/Down Schemas: Oben der ein-dimensionale Fall,
unten der d-dimensionale Fall. Eigene Darstellung nach [9).

Dies soll nochmals an einem Beispiel im zwei-dimensionalen Raum verdeutlicht
werden. Folgende Operationen sind auf den Koeffizienten bzw. deren Kopie(n)
auszufithren (die Rekursion wurde ausformuliert):

u = up(0,up(l,u]) + down(0, up(1, u])
uu = down[l,up(0,uu) + down(0, uu)],

es sind also insgesamt 6 Operationen auszufiihren. Diese setzen sich aus 4 Ope-
rationen, die mit unterschiedlichen Koeffizienten aufgerufen werden, zusammen.
In Abbildung 2.7 werden die benétigten Gittertraversierungen gezeigt. Die beiden
oberen Bilder sind die Up fiir beide Dimensionen und die beiden unteren Bilder
sind die entsprechenden Down Routinen. Fiir alle Darstellungen gilt Folgendes:
Wird ein Up oder Down in einer Dimension angewendet, so sind hierfiir mehrere
ein-dimensionale Up oder Down Operationen notwendig. Fiir das linke obere Bild
soll dies detailliert besprochen werden. Hier wird das Up in xz-Richtung angewen-
det. Das bedeutet, das Up muss fiir das gesamte Gitter in z-Richtung berechnet
werden, indem die hierarchischen Basis in y-Richtung hinabgestiegen wird. D.h.
es wird gestartet beim Wurzelpunkt des Gitters: [(1,1),(1,1)] und ein Up in z
ausgefiihrt. Anschliefend wird zur Wurzel zuriickgekehrt und in y-Richtung zum
Gitterpunkt [(1,1), (2,1)] abgestiegen. Jetzt erfolgt wieder eine Up-Anwendung in
z-Richtung. Dies wird solange wiederholt, bis die Bléatter des Gitters in y-Richtung
erreicht worden sind. In allen vier Schemata sind die Up und Down Routinen mit
Hilfe von Pfeilen dargestellt, die Abstiege erfolgen in anderen Dimensionen und
sind, um Verwirrungen gering zu halten, nicht mit Pfeilen gekennzeichnet. Allge-
mein lasst sich sagen, dass die Anzahl der benétigten Up und Down Aufrufe der
Anzahl der Kanten in einem Bindrbaum der Tiefe d entspricht: 29+ — 2.
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Abbildung 2.7: Anwendung des Up/Down Schemas auf ein zwei-dimensionales
Diinnes Gitter. Die oberen beiden Darstellungen zeigen zuerst das Up in x-
Richtung (links), es wird die hierarchische Basis in y-Richtung abgestiegen und
das Up in x-Richtung berechnet. Rechts das Up nun mit umgedrehten Achsen. Die
unteren beiden Abbildungen zeigen dasselbe fiir das Down. Einzeldarstellungen

aus [11].

2.4.3 Aufspaltung der benotigten Operationen

Aus dem letzten Abschnitt ist deutlich geworden, dass fiir die Implementierung
des Up/Down Schemas fiir die Matrizen aus Gleichungen (2.18) und (2.20) die
mehr-dimensionalen Integrale so umgeschrieben werden miissen, dass jede Dimen-
sion einzeln betrachtet wird. Dadurch kénnen anschliefsend die ein-dimensionalen
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Anteile fiir die bendtigten Up und Down Operationen bestimmt werden. An die-
ser Stelle sollen ausschlieflich die entsprechenden aufgespalteten Formulierungen
angegeben werden. Fiir eine genaue Herleitung der ein-dimensionalen Varianten
sei auf [16] verwiesen, wo dies ausfiihrlich dargestellt ist.

Fiir die Aufspaltung des Lo-Skalarproduktes der Matrix A folgt:
/ $n(om(S)dS = [ [ ¢na(Sa)bm,(Sa)dSa.
Q d

Sa

Es handelt sich hierbei um eine recht einfache Umformung, da das Produkt aus
der Tensorraumkonstruktion mit Regeln der Integralrechnung aus dem mehr-
dimensionalen Integral herausgezogen werden kann und damit ein Produkt von
d ein-dimensionalen L,-Skalarprodukten entsteht. Ahnliches gilt fiir die Aufspal-
tung der Matrix £ ((vgl. Gleichungen (2.18) und (2 20))):

( 2'fsi '6¢n m( ) fir j<i

[l Sy ()% as,
’ Hd;é@j de ¢nd(5d)¢md(sd)dsd

/g; SlSj 851 85} dS N j‘s 28¢n 8¢m1 dS

’ Hd;ﬁz de ¢”d Sd)(bmd(sd)dsd

fiir 1=

L 0 fiir j>1

Allerdings wird hier die Symmetrie des Operators ausgenutzt: Der Dreiecksanteil
fiir j < ¢ kann mal 2 genommen werden und dafiir kann der Dreiecksteil fiir
1 < j vernachléssigt werden. Die Diagonale, also ¢ = j, muss gesondert mit einer
speziellen ein-dimensionalen Operation behandelt werden. Fiir die Matrix F' ist
die Aufspaltung ein wenig einfacher als fiir Matrix £, da keine Fallunterscheidung

benétigt wird:

a¢n<> G _’ agbm( )
/Qs 35, Pm(S)dS = /SS 95, —— o Om, (Si)dS

I [ 6nu(S0)6m,(Sa)dSa
d£i 7 Sa

Bei einer genaueren Betrachtung fallt auf, dass bei der Implementierung von
Matrix F' keine weiteren ein-dimensionalen Operationen hinzukommen, und alles
mit den bereits hergeleiteten Operationen realisiert werden kann. Zusammenge-
fasst ldsst sich sagen, dass folgende (ein-dimensionale) Lo-Skalarprodukte mittels
Up und Down implementiert werden miissen, um die multi-Asset Black-Scholes
Gleichung auf adaptiven Diinnen Gittern zu 16sen:

[ 6u(S)on(s)as (2.41)
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/Sa¢” G (9)dS (2.42)

/S¢n(5)a¢gé )dS (2.43)
/ 528% ad)gs(s ) ds (2.44)

Falls die multi-Asset Black-Scholes Gleichung mit log-transformierten Koordinaten
verwendet werden soll, verdndern sich Gleichungen (2.42) bis (2.44) leicht:

/S 09n(5 )cbm( S)ds (2.45)

/ On(S (%m (2.46)
/ On )a%( ) as (2.47)
S

oS oS

Hiermit sind alle wichtigen Aspekte, die zum Lésen der multi-Asset Black-Scholes
Gleichung auf Diinnen Gittern unerlésslich sind, dargestellt worden. Zum Ab-
schluss dieses einfithrenden Kapitels wird nachfolgend noch auf Erweiterungen
eingegangen, mit deren Hilfe verschiedene Optionstypen effizient gelost werden
kénnen.

2.5 Strategien fiir spezielle Optionen

In der Einfiihrung zur Optionspreistheorie ist bereits auf die unterschiedlichen
Arten von Optionen, in Bezug auf deren Ausiibungszeitpunkt und die Art der
Payoff-Funktionen, eingegangen worden. Wie solche Abwandlungen das konkrete
Vorgehen bei der Implementierung des Losers beeinflussen, soll anschlieftend kurz
erlautert werden.

2.5.1 Randbehandlung bei der europaische Option

Begonnen wird mit dem einfachsten Fall, dem der europiischen Option. Hier kon-
nen die Dirichletrdnder bestens ausgenutzt werden. Da die Funktion wie bespro-
chen an den Réndern existieren muss, besitzen die linearen Gleichungssysteme
(2.22), (2.23) und (2.24) zwar Gitterpunkte auf Level 0, allerdings sind diese
Stiitzstellen keine Freiheitsgrade. Fiir die technische Umsetzung dieser Dirichlet-
Randbedingungen existieren zwei Moglichkeiten: Zum Einen kénnen die Randbe-
dingungen wéhrend den Ausfiilhrungen der einzelnen Up/Down Schemata in den
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Up/Down Algorithmus eingearbeitet werden, zum Anderen kann auch ein echtes
inneres Gitter erstellt werden, auf dem das Gleichungssystem geldst wird. Aller-
dings miissen fiir den letzteren Fall die Koeffizienten vor dem Losen modifiziert wer-
den, da das Gitter, auf dem anschliefsend gel6st wird, keine Level-0-Basisfunktionen
mehr besitzt, diese aber zur Darstellung der Payoff-Funktion in der hierarchischen
Basis benotigt werden. Die Gleichungssysteme konnen in allen Fallen folgender-
maken geschrieben werden”:

I 0 TR bR

Ap| A . o | =1 o | (2.48)

D.h. Matrix A, die rechte Seite b und der Losungsvektor Z konnen in Randba-
sisfunktionen und innere Stiitzstellen aufgespalten werden. Jetzt folgt durch die
Voraussetzung der Dirichletrdnder, dass br und Tx sich wihrend des kompletten
iterativen Losungsprozesses nicht verdndern. Daraus ergibt sich die Moglichkeit,
ein deutlich kleineres System in jedem Schritt des iterativen Verfahrens zu be-
trachten, ndmlich A;. aus Gleichung (2.48) kann hergeleitet werden:

ArZp =by,,, =b; — Ag-bp = by — Ap - Tp. (2.49)
Y NS
kr Fr

In Gleichung (2.49) sieht man sehr gut den Beitrag der nicht Dirichlet-0-
Randbedingungen, den Vektor k1. Dieser ist die weiter oben angesprochene Mo-
difikation der Koeffizienten der inneren Basisfunktionen. Dies ist einmal vor dem
Lésen der Gleichung notwendig, also in jedem Zeitschritt der Losers, da sich die
Randwerte wegen ihrer Diskontierung in jedem Zeitschritt dndern.

Diese Arbeit wihlt ein separates inneres Gitter zum Losen des linearen Gleichungs-
systems in jedem Zeitschritt. Diese Wahl wurde aus Hardware-technischen Griin-
den getroffen. Betrachtet man z.B. ein 5-dimensionales reguldres Gitter mit 6 Le-
veln, so entfallen ca. 100.000 Gitterpunkte auf den Rand aber nur ca. 5000 bilden
das innere Gitter. Bei der ersten der beiden Mdoglichkeiten, der Einarbeitung in
die Up/Down Schemata, werden also wihrend des Losens nur 5% des allozier-
ten Speichers verwendet, im zweiten Fall wird der gesamte allozierte Gitterspei-
cher verwendet, der aber nur 5% der urspriinglichen Grofe umfasst. Somit kénnen
Cache-Level und Prefetch-Algorithmen der CPUs effizienter genutzt werden.

Tabelle 2.2 zeigt die durch diese Implementierung erreichten Speed-Ups im
Vergleich zur Einarbeitung der Dirichlet-Randbedingungen in die Up/Down-
Algorithmik, so wie sie in [16] erfolgt ist. Auch erkennt man den angesproche-
nen Hardwareeffekt in dieser Tabelle. Der hier angegebene 5-dimensionale Fall

"Fiir die hier gewihlte vereinfachte Darstellung wird folgende Sortierung der Basisfunktionen
vorausgesetzt: Zuerst werden alle Basisfunktionen auf Rand (Level 0) enumeriert, anschlie-
fend die inneren Basisfunktionen. Die Sortierung innerhalb dieser beiden Gruppen spielt keine
Rolle. Auch das Separieren in diese beiden Gruppen ist nicht notwendig und wird daher auch
in der tatsdchlichen Implementierung nicht vollzogen.
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entspricht den obigen Uberlegungen. Somit wire ein Speed-Up von ca. 20X zu
erwarten, der gemessene Speed-Up liegt aber deutlich dariiber. Das hingt damit
zusammen, da nun die deutlich kleineren inneren Gitter, die im iterativen Loser
verwendet werden, in den Caches der verwendeten Intel Westmere CPU (12 MB
LLC?®) Platz finden.

Assets | Speed-Up
2 1.6X
3 4.0X
4 10.3X
5 31X

Tabelle 2.2: Durch effiziente Randbehandlung erreichte Speed-Ups im Vergleich zur
Einarbeitung der Randbedingungen in die Up/Down Algorithmik. Gemessen wur-
den diese Speed-Ups auf einer Tylersburg-EP Workstation, bestiickt mit zwei Intel
Xeon X5650 CPUs, parallele Ausfiihrung mit 12 Threads, kein SMT, Turbomodus
der CPUs war aktiviert.

2.5.2 Freie Dimensionen fiir die asiatische Option

Das Losen von multi-Asset Optionen mit Diinnen Gittern ist in diesem Kapi-
tel recht allgemein vorgestellt worden, da ein Toolbox-Ansatz mit diesem Loser
verfolgt wird. Er sollte also mit wenig Anpassungen in der Lage sein, die verschie-
denen Spielarten der Optionen ohne grofsere Probleme effizient zu losen. Der letzte
Unterabschnitt hat eine sehr méchtige Optimierung fiir die europaische Option
vorgestellt. Nachfolgend soll auf die benétigten Anderungen eingegangen werden,
die das Losen einer asiatischen Option ermoglichen. Leider sind diese deutlich
komplexer als die Optimierung im Fall der europiischen Option.

Da die asiatische Option bei der Berechnung des Payoffs am Ende der Laufzeit
den Durchschnitt iiber die Entwicklung des Kurses des Assets bendtigt, muss die-
ser in einer zusétzlichen Dimension mitgefithrt werden. D.h. um eine asiatische
Option auf ein Asset zu berechnen, wird ein zwei-dimensionales Gitter benétigt,
bei dem in jedem Zeitschritt der Durchschnitt aktualisiert und das Losungsgebiet
neu bestimmt werden muss. Bis auf das Losen eines Zeitschrittes ist diese Funk-
tionalitdt bereits in einer anderen Toolbox namens fideum [6, 27| am Lehrstuhl
IV der Technischen Universitdt Miinchen vorhanden. Es muss also der multi- Asset
Black-Scholes Solver so angepasst werden, dass er das Losen auf einer ausgewéhl-
ten Anzahl von Dimensionen des Gitters und nicht nur in allen Gitterdimensionen
unterstiitzt.

8Last-Level-Cache, beim Intel Westmere ist das ein fiir alle Kerne gemeinsamer Level 3 Cache.
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Um dies zu erreichen, wurden die Up/Down Schemata im Black-Scholes Loser um
so genannte algorithmische Dimensionen erweitert. Hier kann angegeben werden,
in welcher Reihenfolge welche Gitterdimensionen im Up/Down Algorithmus ab-
gearbeitet werden. Die nicht betrachteten Dimensionen beeinflussen das Ergebnis
nicht weiter und es werden daher Freiheitsgrade auf dem Rand ohne Randbedin-
gungen in diesen Dimensionen bendtigt. Dieses Vorgehen soll in Anlehnung an
die Einfiihrung in das mehr-dimensionale Up/Down beispielhaft dargestellt wer-
den: Hierfiir wird im Folgenden ein zwei-dimensionales Gitter betrachtet, bei dem
nur in einer Dimension, der zweiten, eine ein-dimensionale Black-Scholes Glei-
chung gelost werden soll. Dies ist eine starke Vereinfachung, allerdings werden alle
benotigten Aspekte fiir die Losung eines Zeitschrittes beleuchtet. Im realen Fall
der asiatischen Optionen ergibt sich kein Dimensions-paralleler Payoff, da sich die
Payoff-Funktion deutlich von diesem einfachen Beispiel unterscheidet. Hier wird
durch die notige Verdrehung der Achsen wihrend des gesamten Losungsvorgangs
das Gitter sukzessive verzerrt.

In Abbildung 2.6 wird also in unserem Beispiel nicht mehr der rekursive Einstiegs-
punkt in den Algorithmus aufgerufen, sondern nur noch der Rekursionsschluss in
Dimension 2. Ausgedriickt in den oben eingefiihrten Gleichungen ergibt sich:

algDim = 2
u = up(algDim,u)

uu = down(algDim,uu),

in Dimension 1 wird keine Rechnung wihrend des Losens der Black-Scholes Glei-
chung durchgefiihrt! Auch werden die Auswirkungen dieser Anderungen in Abbil-
dung 2.7 deutlich. Hier werden nur die Ausfithrungen des Up/Down Schemas in
Dimension 2 bendtigt. D.h., es sind lediglich 2 Operationen statt den 6 im Falle
der zwei-Asset europiischen Option notwendig. Damit sind fiir die ein-Asset asiati-
sche Option genauso viele Up/Down Operationen wie fiir die ein-Asset européische
Option notig. Allerdings steigt fiir mehr-Asset asiatische Optionen die Rechenzeit
deutlich iiber die der europdischen Option an. Dies liegt an den Freiheitsgraden
auf dem Rand in den nicht-algorithmischen Dimensionen. Hier muss nun ebenfalls
das Gitter auf den Réndern beim Losen der Black-Scholes Gleichung abgelaufen
und Dirichlet-Randbedingungen direkt eingearbeitet werden. Somit ist die oben
vorgestellte Optimierung nicht mehr ohne Weiteres anwendbar.

In Abbildung 2.8 werden die Funktionen aus dem obigen Beispiel gezeigt. Hier
wurde entlang von Dimension z0 in Dimension x1 unabhéngig der Black-Scholes
Loser gerechnet. Besonders gut sind in der rechten Abbildung die bereits thema-
tisierten Freiheitsgrade auf dem Rand zu sehen, da auch hier die ein-dimensionale
Black-Scholes Gleichung gelost wird.
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Abbildung 2.8: Verwendung der algorithmischen Dimensionen. Links die Startbe-
dingung, rechts die Losung. Besonderes Augenmerk gilt den Freiheitsgraden auf
dem Rand in Dimension x0.

2.5.3 Nebenbedingungen am Beispiel der amerikanischen
Option

Die amerikanische Option kann ebenfalls mittels der fideum Toolbox gelost wer-
den. Sie kann zu jeder Zeit wihrend der Laufzeit ausgeiibt werden. Dies ist jedoch
nach [32] nur fiir Put-Optionen sinnvoll. Bei Calls gibt es keine Veranlassung fiir
eine frithere Ausiibung. Das Losen von amerikanischen (oder auch Bermuda Op-
tionen) ist verhdltnisméfig einfach zu implementieren. Der Zeitraum der Laufzeit
wird in passende Unter-Zeitrdume zerlegt (z.B. Tage, Monate) und zwischen die-
sen Zeitpunkten wird der klassische Loser der européischen Option aufgerufen.
Jetzt kénnen zu diesen Zeitpunkten die Werte der Option bestimmt werden und
anschliefsend der gesuchte Preis der Option errechnet werden.

Diese Arbeit wird im folgenden Kapitel die Verwendung der Adaptivitit des vor-
gestellten Diinngitterraums beim Ldsen von europdischen Optionen analysieren.
Die letzten beiden Unterabschnitte haben gezeigt, dass der hier entwickelte Loser
nicht nur fiir die Bewertung von européischen Optionen eingesetzt werden kann.
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3 Adaptivitat bel der Losung der
Black-Scholes PDE

Im letzten Abschnitt ist bereits an einigen Stellen das Verfahren der adaptiven
Diinnen Gitter am Rande erwidhnt worden. Nun sollen diese adaptiven Gitter-
strukturen fiir den Anwendungsfall der Black-Scholes Gleichung genauer betrach-
tet werden. Da ebenfalls im letzten Abschnitt schon auf Algorithmen eingegangen
wurde, die adaptive Diinne Gitter unterstiitzen, wird dieser Abschnitt ausschlief-
lich das Werkzeug der Adaptivitit behandeln. Hierzu soll zuerst herausgearbeitet
werden, wann und warum adaptive Diinngittermethoden angewendet werden soll-
ten. Anschliefend wird auf die verschiedenen M&glichkeiten der adaptiven Gitter-
generierung eingegangen. Hier wird dargestellt, auf welche Art und Weise entspre-
chende Gitter konstruiert werden konnen, also an welchen Stiitzstellen die Gitter
wie verfeinert werden. Diese Methoden werden an Hand von Optionen auf zwei
Assets bewertet und daraus Heuristiken hergeleitet, welche auf Optionen mit einer
héheren Anzahl von Assets angewendet werden. Abgerundet wird der vorliegende
Abschnitt mit einer Analyse der Fehlerminimierung des BiCGStab Verfahrens, um
die optimale Anzahl an Iterationen pro Zeitschritt zu bestimmen.

3.1 Allgemeines zur Verwendung von adaptiven
Gitterstrukturen

Eine grundlegende Annahme bei der Formulierung des Diinngitterraums war die
Glattheit der darzustellenden Funktionen; genauere Ausfiihrungen zu dieser The-
matik konnen hier gefunden werden: [10|. Einige Anwendungen, so auch das Lo-
sen der Black-Scholes Gleichung, verletzten allerdings diese Voraussetzung, da die
Start-Bedingung (Payoff-Funktion) einen Knick aufweist, dieser ist sogar d — 1-
dimensional, wie auch aus Abbildung 3.1 deutlich wird: Es sind so gut wie keine
Gitterpunkte vorhanden, um den Knick auf dem gewéhlten Gitter darzustellen. Um
solche Probleme auf Diinnen Gittern losen zu konnen, bestehen zwei Moglichkei-
ten. Zum Einen kann das Level [ des Diinngitterraums hoch getrieben werden, um
die Verletzung abzufedern. Allerdings wird bei genauerer Betrachtung ein Nachteil
dieses Vorgehens deutlich: Die Glattheitsannahme wird nicht auf dem gesamten
Losungsgebiet, sondern nur am Knick der Payoff-Funktion verletzt, so werden auch
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glatte Bereiche sehr fein aufgeldst, was nicht notwendig ist. Es bietet sich nach |26]
eine weitere Moglichkeit an: Die der bereits thematisierten adaptiven Gitterstruk-
turen. Hierbei konnen fiir einzelne Gitterpunkte deren hierarchische Nachfahren
bestimmt werden. Eine solche Methode soll im Folgenden als Verfeinerung be-
zeichnet werden. Als Hilfe zur Bestimmung der zu verfeinernden Punkte dienen
meist die hierarchischen Uberschiisse. Es hat sich gezeigt, dass sich durch An-
wendung von adaptiven Diinnen Gittern deutlich bessere Ergebnisse in Bezug auf
Genauigkeit und benétigte Losungszeit im Data Mining realisieren lassen, siehe
[16, 26]. Dies soll nun auf die Black-Scholes Gleichung {ibertragen werden, d.h.
das Losungsgitter der Black-Scholes Gleichung muss im Bereich des Knicks (stark)
verfeinert werden. Abbildung 3.2 zeigt beispielhaft die Verfeinerung des Gitters
um den Knick. Die Herleitung von Heuristiken fiir die beste Methode der Knick-
Verfeinerung ist Thema der folgenden Unterabschnitte. Zu dieser Abbildung ist
anzumerken, dass zusitzlich zum Knick auch andere Teile des Gitters verfeinert
werden: Die achsenparallelen Gitterpunkte auferhalb des Knicks. Dies ist eine Fol-
ge der hierarchischen Basis. Wie bereits wihrend der Einfiihrung des Up/Down
Schemas besprochen wurde, miissen fiir einen Gitterpunkt alle hierarchischen Vor-
fahren existieren, damit die formulierten Algorithmen ausgefiihrt werden kénnen.
Aus Abbildung 3.1 wird klar, dass auf dem Knick fast noch keine Punkte liegen
und die benétigten keinesfalls auf den ersten Leveln liegen. Daher miissen zumin-
dest fiir alle Gitterpunkte Stiitzstellen auf dem Rand und Level 1 erzeugt werden.
Diese sind die gut erkennbaren Verfeinerungen auf den Hauptachsen in Abbildung
3.2.

O P, N W b~ 01 O
L

Abbildung 3.1: Payoff-Funktion eines Baskets auf 2 Assets mit K = 1, d.h. der
Knick ist die Strecke zwischen den Punkten S; = 2 und Sy = 2, dargestellt auf
einem reguldren Diinnen Gitter mit 6 Leveln.

In [16, 26] wurden adaptive Diinne Gitter fiir Data Mining Aufgaben verwendet
und zu anderen Verfahren vergleichbare Ergebnisse erzielt. Allerdings kdnnen die
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Abbildung 3.2: Basket aus Abbildung 3.1, nun aber mit einer Verfeinerung des
Knicks. Dieser ist nun deutlich besser darstellbar auf dem gewéhlten Gitter.

dort entwickelten Vorgehen zur Verwendung von adaptiven Gittern nicht iibernom-
men werden. Die globale Verfeinerungsstrategie ist beim Ldsen der Black-Scholes
Gleichung anders als im Falle das Data Minings zu wéhlen, da es sich hier um
eine parabolische Differentialgleichung handelt, und somit eine Startlosung exis-
tiert, die bereits moglichst genau auf dem Gitter darzustellen ist. In Algorithmus
3.1 wird das Vorgehen beim Data Mining sehr abstrakt dargestellt. So wird beim
Data Mining mit einem recht groben Gitter gestartet, auf welchen ein gegebener
Datensatz gelernt wird. Anschliefend wird die Qualitdt der gelernten Funktion
bestimmt. Liegt nun die Genauigkeit (typische Mafke sind Anzahl der richtig klas-
sifizierten Instanzen bzw. MSE im Falle von Regressions-Fragestellungen) {iber der
geforderten, so wird das Verfahren abgebrochen. Andernfalls erfolgt eine Verfeine-
rung des Gitters und ein Neustart des Lernvorgangs auf der neuen Gitterstruktur.
Mit jedem Verfeinerungsschritt bekommt das Gitter also mehr Stiitzstellen, die
abhéingig von dem Verlauf der vorangegangen Verfeinerungen sind.

Im Falle der Black-Scholes Gleichung sieht der Losungsvorgang allerdings deut-
lich anders aus und sie kann zudem beliebig genau gelost werden!. Das bedeutet
zum Einen, dass ein Losungsvorgang deutlich linger dauert (parabolische Diffe-
rentialgleichung) und zum Anderen, dass basierend auf einer Ausfithrung nicht
direkt ein anderes Gitter mit hoherer Genauigkeit hergeleitet werden kann. Al-
gorithmus 3.2 zeigt die Anwendung von adaptiven Diinnen Gittern beim Ldsen
der Black-Scholes Gleichung. Es sticht sofort ins Auge, dass verschiedene Gitter-
modifikationsroutinen benotigt werden: refinelnitialGrid und restructureGrid. Am

Im Data Mining macht eine zu genaue Losung keinen Sinn, da es dann zum so genannten
Overfitting kommen kann. Als Overfitting wird das zu starke Anpassen einen Klassifikators
an die Trainingsdaten bezeichnet. Da Data Mining nicht Bestandteil dieser Arbeit ist, sei auf
[31] verwiesen.
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Algorithmus 3.1 Ein Algorithmus fiir Data Mining auf adaptiven Diinnen Git-
tern. Die Funktion trainGrid lernt den Datensatz D auf einem Gitter G mit den
Koeffizienten u. get Accuracy bestimmt die Genauigkeit auf dem aktuellen Gitter,
wohingegen refineGrid ein gegebenes Gitter Uberschuss-basiert verfeinert.
1: D := Datensatz

. G := Startgitter
i@:=0
while TRUE do

trainGrid(G, d, D)

acc = getAccuracy(G,u, D)

if ace < accpeedeq then

return o, G

end if
10:  refineGrid(G, W)
11: end while

wichtigsten ist hierbei allerdings die Funktion refinelnitialGrid. Diese verfeinert
das Gitter, auf Basis der Payoff-Funktion, bevor der Loser fiir den ersten Zeit-
schritt gestartet wird. Falls an dieser Stelle der Knick aus Abbildungen 3.1 und
3.2 nicht entsprechend auf dem Gitter darstellt wird, so wirkt sich dies drama-
tisch auf die Losungsqualitat in allen folgenden Zeitschritten aus: Falls der erste
Léserschritt auf ungenauen Daten arbeitet, so konnen in allen weiteren Schritten
nur Werte basierend auf diesen errechnet werden. Wahrend des Losens der Black-
Scholes Gleichung kann zwischen den einzelnen Zeitschritten das Gitter zusitzlich
modifiziert werden. In Algorithmus 3.2 ist diese Funktionalitdt durch die Methode
restructure Grid dargestellt. Abhéngig von der Art der gewédhlten Option sind hier
verschiedene Implementierungen denkbar. Betrachtet man eine gewShnliche Opti-
on auf Underlyings ohne Dividendenausschiittung?, so berechnet die Black-Scholes
PDE eine Diffusion im Bereich des Strikes (also am Knick). Damit wird mit jedem
Zeitschritt der Funktionsverlauf der Losung glatter und somit die Verletzungen der
Diinngitter-Annahmen geringer. Es werden im Bereich des Knicks nicht mehr so
viele Gitterpunkte bend6tigt wie eingehend in der Routine refinelnitialGrid erzeugt
worden sind, um die Funktion im Diinngitterraum mit ausreichender Genauigkeit
darzustellen. Daher kann restructureGrid verwendet werden, um das Gitter zu ver-
grébern. Auch hier wird analog zur Verfeinerung ein Uberschuss-basierter Ansatz
gewihlt: Je kleiner der hierarchische Uberschuss einer Ansatzfunktion ist, desto
unwichtiger ist ihr Beitrag und die Stiitzstelle kann aus dem Gitter entfernt wer-
den. Werden allerdings Dividenden ausgeschiittet, so kann sich der interessante
Bereich wiahrend der Losung verschieben. Da aber zu Beginn nur am Knick ver-
feinert worden ist, fehlen nun notige Stiitzstellen, welche durch restructureGrid
nachtréiglich erzeugt werden kénnen. Das Losen von Optionen auf Assets mit Di-

2Werden zusiitzlich Dividenden betrachtet, so kann es zu einer Verschiebung des Knicks wihrend
des Losens kommen.
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videnden ist aber nicht Bestandteil der vorliegenden Arbeit, es sollte lediglich auf
diese Moglichkeit aufmerksam gemacht werden.

Algorithmus 3.2 Adaptiver Algorithmus zum Losen der Black-Scholes Gleichung.
Mit Hilfe der Funktion refinelnitialGrid wird das Gitter vor dem Lésen der Black-
Scholes PDE so verfeinert, dass der Knick optimal dargestellt werden kann. solve-
BlackScholes 16st die PDE fiir einen Zeitschritt der Grofe 67; anschlieffend kann
das Gitter basierend auf der letzten Losung mittels restructureGrid angepasst wer-

den.
1: G := Startgitter

p(S) := Payoff-Funktion
refinelnitial Grid (G, @, p(S))
for r=0to T do
solveBlackScholes(G, U, 0T)
restructureGrid (G, i)
T —T+0T
end for

return u,G

Zum Abschluss der Einfiihrung in die Gitter-Adaptivitéit soll diese noch von einem
anderen Blickwinkel aus betrachtet werden, welcher in Abbildung 3.3 dargestellt
ist. Wie bereits erlautert, kann die Black-Scholes PDE beliebig genau numerisch ge-
16st werden®, da beliebig viele Stiitzstellen verwendet werden kénnen. Mehr Stiitz-
stellen bedeuten automatisch einen steigenden Rechenaufwand, der zum Losen der
Gleichung benétigt wird. Besonders bei den vorgestellten Diinngitter-Algorithmen
hat dies massive Auswirkungen: Mehr Gitterpunkte konnen ab einem bestimm-
ten Punkt nur noch durch die Erh6hung der Level der Basisfunktionen erreicht
werden. Damit werden deutlich mehr Rekursionen fiir die Berechnung der Up/-
Downs bendétigt, was zu einem nicht-linearen Anstieg der Rechenzeit fithrt. Somit
sind regulidre Diinne Gitter mit einer hohen Anzahl von Leveln auf jeden Fall zu
vermeiden, da sonst sehr viel Zeit fiir die Lésung von uninteressanten Bereichen
vergeudet wird. Aber auch im Falle der adaptiven Gitter gilt diese Regel in ab-
geschwéchter Form. Wird zu tief oder zu viel im Bereich des Knicks verfeinert,
steigt zwar die LOsungsgenauigkeit minimal weiter an, allerdings wird dies mit
einer deutlich langeren Laufzeit erkauft. Es muss also neben der erreichten Ge-
nauigkeit auch auf die dafiir benétigte Rechenzeit geachtet werden. Als optimalen
Trade-Off zwischen diesen beiden gegenlaufigen Zielen kann der Schnittpunkt bei-
der Kurven (Genauigkeit, Rechenzeit) aus Abbildung 3.3 herangezogen werden.
Abhéngig vom konkreten Verlauf der Kurven, also den absoluten Betrigen, kon-
nen auch Punkte, die leicht entfernt vom Schnittpunkt liegen, interessant sein, da
z.B. mit ein wenig mehr Rechenzeit ein deutliche besseres Ergebnis erzielt werden
kann. Aus diesem Grund ist der Bereich, in dem der Loser operieren sollte, mittels
eines roten Rechtecks in Abbildung 3.3 hervorgehoben.

3Die maximale Genauigkeit ist beschréinkt von der Maschinengenauigkeit, die von der verwen-
deten Architektur unterstiitzt wird.
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Abbildung 3.3: Bei der Verwendung von adaptiven Gittern ist neben der Losungs-
genauigkeit auch die bendtigte Rechenzeit interessant. Optimal, als Trade-Off zwi-
schen diesen gegenldufigen Zielen, ist das Gebiet um den Schnittpunkt (rot mar-
kiert).

3.2 Mogliche Adaptivitatskriterien beim Losen der
Black-Scholes Gleichung

Im letzten Abschnitt wurde allgemein die Verwendung der Adaptivitat beim Losen
der Black-Scholes Gleichung eingefiihrt. Hierbei wurden die beiden Routinen re-
fineInitialGrid und restructureGrid identifiziert, welche die Adaptivitdt abbilden.
Im nun folgenden Abschnitt soll genauer auf diese Methoden eingegangen und
dabei verschiedene Implementierungsmoglichkeiten beleuchtet werden. Allerdings
werden beide nicht gleichwertig behandelt, da hier europiische Basket-Optionen
ohne Dividendenzahlung im Fokus stehen. s verdndert sich also die Position des
Strikes wihrend der Laufzeit nicht und der Funktionsverlauf wird mit fortschrei-
tender Zeit immer ,glatter. Somit ist restructureGrid von minderem Interesse, da
hier bei normalen européischen Optionen lediglich eine Gittervergroberung infrage
kommt. Viel interessanter und auch schwieriger ist die Wahl von refinelnitialGrid,
denn es kann, wie bereits erwihnt, falls hier eine schlechte Konfiguration gewahlt
wird, die Genauigkeit fiir den kompletten Losungsvorgang verunreinigt sein.

Zu Anfang soll anhand von einfachen Beispielen die Verfeinerungen von Gitter-
punkten besprochen werden. So zeigt Abbildung 3.4 simple Gitterverfeinerungen.
In beiden Darstellungen werden die roten Gitterpunkte verfeinert. Die linke Grafik
zeigt eine Standard-Verfeinerung: Es miissen lediglich die hierarchischen Nachfah-
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ren auf dem néchst-héheren Level erstellt werden. Nach dieser Operation besitzt
das entstandene Gitter in allen Dimensionen eine vollstdndige hierarchische Basis.
In diesem Zusammenhang bedeutet vollstindig nicht, dass auf jedem Level alle Ba-
sisfunktionen existieren, sondern, dass zu einer Basisfunktion alle hierarchischen
Vorfahren existieren und somit entlang der hierarchischen Basis navigiert werden
kann.

1 » » » 1 : »
0.75 » » : . : . : . + 0.75 + -
05+ . : . : . : . 4 05 m * - 4
0.25 » . : . : . % 0.25 ¢ -
oo
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Abbildung 3.4: Beispiele fiir Verfeinerungen: Jeweils der rote Gitterpunkt wird ver-
feinert. Im linken Fall miissen nur die hierarchischen Nachfahren (markiert in blau)
generiert werden. Etwas mehr ist im rechten Bild zu tun: Auch hier sind die blau-
en Punkte die hierarchischen Nachfahren. Allerdings miissen zusétzliche Punkte
(griin dargestellt) auf Level 0 generiert werden, um in der zweiten Dimension eine
vollstandige hierarchische Basis herzustellen.

Anders sieht es beim rechten Gitter aus Abbildung 3.4 aus. Vor der Verfeinerung
handelte es sich hierbei um ein zwei-dimensionales mit der Basisfunktion (1,1;1,1)
und den dazugehorigen Basisfunktionen auf Level 0. Nun wird der Gitterpunkt
(1,1;1,1) (rot markiert) verfeinert. Wie besprochen, werden die hierarchischen
Nachfolger dieses Punktes auf Level 2 (blau dargestellt) generiert. Diese hingen
aber ,in der Luft“, da die hierarchischen Vorfahren auf Level 0 fehlen. Ein Beispiel:
(2,1;1,1) besitzt zwar in der ersten Dimension alle Vorfahren, aber nicht in der
zweiten. Aus diesem Grund miissen die Level-0-Basisfunktionen (2,1;0,0) und
(2,1;0,1) erstellt werden. Diese acht zusétzlichen Punkte sind in der Grafik griin
hervorgehoben.

Der zentralste Punkt bei der Verfeinerung eines Diinnen Gitters ist die Bestimmung
der Punkte, die verfeinert werden sollen. Hierfiir ist ein Algorithmus wiinschens-
wert, der unabhéngig von der darzustellenden Funktion die entsprechenden Punkte
auswihlt. An dieser Stelle kommen die hierarchischen Uberschiisse aus dem letzten
Abschnitt ins Spiel. Als Verallgemeinerung der ein-dimensionalen Betrachtung gilt,
dass die hierarchischen Uberschiisse ein Maf fiir die mehr-dimensionalen partiellen
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zweiten Ableitungen sind. Nach |26] hat es sich als ein robustes Verfahren heraus-
gestellt, den Betrag der hierarchischen Uberschiisse der einzelnen Gitterpunkte
als Indikator zu verwenden, ob dieser Gitterpunkt verfeinert werden soll. Intuitiv
kann diese Wahl auch durch die Analysis nachvollzogen werden: Die (partiellen)
zweiten Ableitungen sind ein Maf fiir die Kriimmung der Funktion. Ist diese grof,
so ist der Verlauf der Funktion in diesem Bereich als sehr ,bauchig“* einzustufen.
Um eine bauchige Funktion mit linearen Basisfunktionen darzustellen, werden vie-
le Stiitzstellen mit geringer Maschenweite bendtigt. Da diese nur in dem Bereich
der grofsen zweiten Ableitungen bendtigt werden, sind die Gitter genau in diesem
Bereich zu verfeinern.

Neben der Auswahl der richtigen Gitterpunkte ist auch die Anzahl der zu verfei-
nernden Gitterpunkte entscheidend. Hierfiir sind zwei Methoden denkbar: Es kon-
nen zum Einen die ersten n Gitterpunkte mit den grékten hierarchischen Uber-
schiissen verfeinert werden, oder zum Anderen kann ein Schwellwert-basiertes
Vorgehen angewendet werden. In diesem Fall werden alle Gitterpunkte verfeinert,
deren Uberschiisse grofer als ein bestimmter Wert sind. Bei einer Analyse von Ab-
bildung 3.1 fillt auf, dass nur letzteres Verfahren bei der Black-Scholes Gleichung
zu guten Resultaten fithren kann: Die Payoff-Funktion besteht abgesehen vom
Knick nur aus linearen Anteilen und kann somit mit wenigen linearen Basisfunk-
tionen genau dargestellt werden. Somit sind nur die hierarchischen Uberschiisse im
Inneren des Gitters im Bereich des Knicks ungleich 0. Da der komplette Knick ver-
feinert werden sollte, ist die Schwellwert-basierte Methode anzuwenden, da nicht
klar ist, wie viele Gitterpunkte auf oder in der Nahe des Knicks liegen, und somit
die richtige Anzahl nur per Zufall getroffen werden kann. Die Bestimmung der rich-
tigen Anzahl ist daher so schwierig, da sie von mehreren Parametern beeinflusst
wird: Die Lage des Knicks im Gitter, die Anzahl der Assets im Basket (der Knick
ist d — 1-dimensional) und die Anzahl der Level im regulidren Basis-Gitter, das die
Grundlage fiir das verfeinerte Gitter bildet.

3.2.1 Initiale Verfeinerung

Nach der allgemeinen Einfiihrung in die Funktionsweise der Gitterverfeinerungen
wird nun die initiale Gitterverfeinerung vor dem Ld&sen der Black-Scholes Glei-
chung genauer vorgestellt. Da diese, wie im letzten Absatz erwahnt, ausschliefslich
auf den Uberschiissen basiert, muss ein iteratives Verfahren angewendet werden.
Dies riihrt daher, da durch die Verfeinerung, dargestellt in Abbildung 3.4, pro Ver-
feinerung eines Gitterpunktes nur ein zuséitzliches Level erstellt werden kann. Aus
diesem Grund wird ein iteratives Verfahren benétigt, bei dem das Gitter mehrfach
verfeinert wird, um eine ausreichende Auflésung am Knick zu gewahrleisten.

1Es liegt kein glatter Funktionsverlauf mit kleinen (partiellen) zweiten Ableitungen vor.
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Algorithmus 3.3 Die initiale Gitterverfeinerung ist ein iteratives Verfahren. Das
ist dadurch bedingt, dass pro Verfeinerung nur ein zusitzliches Level entsteht.
Insgesamt werden R Verfeinerungen durchgefiihrt.

1: G := Startgitter

—

p(S) := Payoff-Funktion

-,

U «— initSurpluses(G, p(S))
for r=1to R do
refineGrid (G, i)
i — initSurpluses(G, p(S))
end for
return u,G

In Algorithmus 3.3 ist die initiale Verfeinerung in Pseudo-Code formuliert. Die
Funktion initSurpluses initialisiert alle hierarchischen Uberschiisse des Gitters so,
dass die Diinngitter-Funktion die Payoff-Funktion interpoliert. refineGrid verfei-
nert das Gitter G basierend auf den hierarchischen Uberschiissen. Hierbei bekom-
men die neu erstellten Gitterpunkte einen hierarchischen Uberschuss von 0 zuge-
wiesen. Dadurch wird erreicht, dass sich der Interpolant der Diinngitter-Funktion
nicht &ndert, da die neuen Punkte (vorerst) keinen Beitrag liefern. refineGrid arbei-
tet nach der oben beschriebenen Schwellwert-basierten Methode, um den gesamten
Knick moglichst genau zu interpolieren. Als Nichstes werden die Uberschiisse neu
initialisiert. Damit erhalten auch die eben hinzugefiigten Gitterpunkte im Allge-
meinen Koeffizienten, die einen Beitrag ungleich 0 zum Diinngitter-Interpolanten
liefern. Diese Kombination aus Gitterverfeinerung und Neuinitialisierung wird nun
R-mal wiederholt, um den Knick hinreichend genau zu verfeinern.

Bei R Durchliufen enthilt das entstandene Gitter maximal R zusitzliche Level.
In der initialen Gitterverfeinerung kénnen mit nur wenigen Durchldufen somit
Gitter generiert werden, die lokal (am Knick) sehr tiefe Level-Strukturen besit-
zen. Allerdings bringen diese Gitter auch einen Nachteil mit sich: Der Knick in
der Payoff-Funktion liegt im Allgemeinen schrig zu den Koordinatenachsen. Ein
Umstand, der aus der Basket-Definition folgt. Die Verfeinerungen des Diinnen Git-
ters verlaufen nur parallel zu den Koordinatenachsen. Daher werden immer wieder
Stellen im Gitter auftreten, an denen der Knick nicht exakt interpoliert wird, da
keine Gitterpunkte auf ihm bzw. in unmittelbarer Ndhe liegen. Ein solcher Fall
ist in Abbildung 3.5 nochmals verdeutlicht. Hierbei handelt es sich um ein zwei-
dimensionales Gitter, dass mit Algorithmus 3.3 verfeinert worden ist. Es muss an-
gemerkt werden, dass durch eine weitere Verfeinerung dieses Problem zwar an der
gezeigten Stelle (feiner aufgeldste rote Bereiche) behoben werden kann, dadurch
aber an einer anderen Stelle des Knicks ein dhnliches Problem entsteht (blaue Li-
nie, hier wird der Knick immer noch sehr grob interpoliert). Es ist also mit der
hier beschriebenen Gitter-Verfeinerung (die als klassische Diinngitter-Verfeinerung
bezeichnet werden soll) nicht méglich, den Knick mit der im Gitter vorkommen-
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den geringsten Maschenweite zu interpolieren, da immer wieder ,Locher auf der
Diagonalen aufgrund der Diinngitter-Raumkonstruktion entstehen.
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Abbildung 3.5: Diinnes Gitter, welches mittels der klassischen Verfeinerung verfei-
nert worden ist. Es wurde ein Startgitter mit 4 Leveln gewdhlt. Zusétzlich wurden
5 klassische Verfeinerungen dieses Gitters mit einem Schwellwert von 178 durch-
gefiihrt. Die griine Linie markiert den Knick (fiir K = 1) in der Payoff-Funktion
und die blaue Linie stellt die Interpolationsproblematik von nicht-achsenparallelen
Verletzungen der Diinngitter-Glattheitsforderungen dar.

Daher soll noch eine weitere Variante fiir die Gitterverfeinerung vorgestellt wer-
den. Diese dhnelt der bereits behandelten insoweit, dass ebenfalls die zu verfeinern-
den Gitterpunkte durch ihrer Uberschiisse bestimmt werden und nur die Punkte
verfeinert werden, deren Uberschiisse iiber einem bestimmten Schwellwert liegen.
Allerdings kommt nun eine weitere Bedingung hinzu: Es werden nur Gitterpunkte
verfeinert, deren Level kleiner als ein vorgegebenes maximales Level ist. Daher soll
diese Art der Verfeinerung im Weiteren als maximal Level Verfeinerung, kurz max.
Level Verfeinerung, bezeichnet werden. Damit kann die minimal auftretende Ma-
schenweite des Gitters festgeschrieben werden. In Algorithmus 3.3 veréndert sich
hierbei nur die refineGrid-Methode. Wahrend der Wiederholungen der Verfeine-
rung zerfallt die initiale Gitterverfeinerung in zwei Phasen:

Erzeugung neuer Level: In den ersten m Wiederholungen (m ergibt sich aus
der Differenz des maximalen Levels und dem Level des regulidren Startgit-
ters) werden zusétzliche Level im Gitter generiert. In dieser Phase ist die
max. Level Verfeinerung identisch mit dem Vorgehen bei der klassischen
Verfeinerung.
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Fiillung der Level: In der zweiten Phase der max. Level Verfeinerung werden
,offene Stellen* im Diinnen Gitter aufgefiillt. Das geschieht durch die Verfei-
nerung von Gitterpunkten, die noch nicht auf dem maximalen Level liegen.
Diese Verfeinerung stopft die bei der klassischen Verfeinerung als problema-
tisch eingestufte Liicken in den adaptiven Diinngitter-Strukturen.

Somit kann durch die max. Level Verfeinerung ein lokales, volles Gitter erzeugt
werden, wenn entsprechend viele Wiederholungen bei der initialen Gitterverfeine-
rung ausgefithrt werden. Eine initiale Gitterverfeinerung basierend auf der max.
Level Verfeinerung terminiert immer: Es kann wahrend der Verfeinerungen die
Gittergrofe (Anzahl der Gitterpunkt) protokolliert werden. Das Verfahren wird
solange wiederholt, bis das Gitter nicht mehr wichst. An diesem Punkt angekom-
men, ist das Gitter maximal verfeinert und ohne Verdnderungen der Parameter
(max. Level oder Schwellwert) werden bei einer nochmaligen Ausfiihrung keine
zusatzlichen Gitterpunkte mehr generiert.

In Abbildung 3.6 werden die max. Level Verfeinerung und klassische Verfeinerung
miteinander verglichen. Beide Gitter besitzen im Inneren ungeféhr gleich viele Frei-
heitsgrade (klassische Verfeinerung 344 Gitterpunkte, max. Level Verfeinerung 354
Gitterpunkte). Es ist gut zu erkennen, dass die max. Level Verfeinerung eine deut-
lich bessere Interpolation des Knicks erlaubt. Durch entsprechende Erhéhung der
Anzahl der durchgefiihrten Verfeinerungen kann eine dhnliche Interpolationsgiite
auch mit der klassischen Verfeinerung erreicht werden, allerdings sind in diesem
Fall deutlich mehr Gitterpunkte nétig, um die in Abbildung 3.5 beschriebenen
Schwierigkeiten durch mehr Verfeinerungen zu losen.

Ebenfalls zeigt Abbildung 3.6 deutlich, dass der Knick auf seiner gesamten Lan-
ge verfeinert wird. Dies ist fiir sich genommen sehr gut. Meistens ist man jedoch
bei der Bewertung von Optionen nicht an dem gesamten Bereich interessiert. Es
sei hier z.B. auf die Monte Carlo Simulationen verwiesen. Diese berechnen ledig-
lich den Preis einer Option fiir eine bestimmte Kombination der Kurse der Un-
derlyings. Falls man also nur an einer bestimmten Kombination der Kurse zum
Ausiibungszeitpunkt interessiert ist, kann dieses a priori Wissen ebenfalls bei der
Gitterverfeinerung verwendet werden.

Dabei ist dennoch darauf zu achten, dass ein Bereich um den gewéhlten Punkt
verfeinert und dieser nicht zu eng gewihlt wird. Hierbei wird das zu verfeinernde
Gebiet mit Hilfe des Tensor-Produktes der ein-dimensionalen Normalverteilung
modelliert, wie es in Gleichung (3.1) angegeben ist:

N
1 __, refine
WeightNormal(5) = H —efime - ¢xp |—0.5- (%) (3.1)
5 Og 0 2m o

refine

Iy wird fiir jedes Underlying so gewahlt, dass es dem Kurs des Underlyings d
entspricht, fiir den der Wert des Baskets bestimmt werden soll (Auswertestelle in
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Abbildung 3.6: Vergleich der max. Level Verfeinerung (links) mit der klassischen
Verfeinerung (rechts). In beiden Fillen wurde ein reguléres Gitter mit 4 Leveln als
Startgitter verwendet. AnschlieRend wurden Verfeinerungen mit Schwellwert 1%
durchgefiihrt. Maximales Level, im linken Fall, war 6. Beide Gitter besitzen ca. 350
Gitterpunkte im Inneren. Fiir die klassische Verfeinerung wurden 5 Durchlédufe fiir
die max. Level Verfeinerung 7 Durchldufe ausgefiihrt. Der Knick fiir K = 1 ist in
griin markiert.

Dimension d). agef € kann prinzipiell frei gewiihlt werden, in den spiiter folgenden
Analysen wird allerdings eine Abhéngigkeit zum verwendeten Ldsungsgebiet an-
gegeben. Mit diesen beiden Parametern, die fiir jedes Asset des Baskets gewéahlt
werden miissen, kann nun die ,Wichtigkeit* der Gitterpunkte bestimmt werden. Vor
dem Verfeinern des Gitters wird fiir jeden Gitterpunkt seine Wichtigkeit bestimmt
und anschlieRend die hierarchischen Uberschiisse mit dieser gewichtet. Diese Werte
bilden dann die Grundlage fiir die Entscheidung, welche Gitterpunkte verfeinert
werden sollen und welche nicht. Die Anzahl der Verfeinerungen und die Schwell-
werte sind von dieser Modifikation nicht betroffen und funktionieren weiterhin wie
oben beschrieben.

Es ergibt sich somit fiir die gewichtete Verfeinerung Algorithmus 3.4. Dieser
entspricht in weiten Ziigen Algorithmus 3.3. Hinzugefiigt wurde die Funktion
weightSurpluses, welche die hierarchischen Uberschiisse mit Gleichung (3.1) ge-
wichtet. Diese verinderten Uberschiisse sind anschlieRend die Eingabe fiir die Funk-
tion re fineGrid, die sich im Vergleich zu Algorithmus 3.3 in ihrer Implementierung
nicht unterscheidet. In Abbildung 3.7 wurde als Punkt, an dem der Wert der Opti-
on bestimmt werden soll, P(1|1) gewiihlt. Somit folgt p"/¢ = 1 fiir o"¢/"¢ = 0.206
gewéhlt (in Anlehnung an spétere Untersuchungen in den Abschnitten 3.3.2ff). Es
zeigt sich deutlich, dass die Rénder des Knicks nicht mehr verfeinert werden (miis-
sen), um den Preis der Option am gewihlten Punkt zu bestimmen.
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Algorithmus 3.4 Initiale Gitterverfeinerung erweitert um die gewichtete Verfei-
nerung. weightSurpluses gewichtet die Uberschiisse auf Basis der in Gleichung
(3.1) angegebenen Normalverteilung. Statt der einfachen Uberschiisse werden die
gewichteten Uberschiisse zur Verfeinerung verwendet, um das Gitter nur in einem

bestimmten Bereich zu verfeinern.
1: G := Startgitter

-,

: p(S) := Payoff-Funktion

=,

2

3: U «— initSurpluses(G, p(S))

4: forr=1to R do

5. u — weightSurpluses (G, u, [i"
6:  refineGrid(G,u)
7
8
9

efme7 O—.’refzne)

i — initSurpluses(G, p(S))
: end for
: return u, G
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Abbildung 3.7: Gleiches 2-Asset Basket wie in Abbildung 3.6, allerdings wird nun
nur noch in einem kleinerem Bereich um den Punkt P = (1,1) verfeinert mit
prefine = 1 und o"¢/™¢ = (.206. Links ist die max. Level- und rechts die klassische
Verfeinerung dargestellt.

Mit der gewichteten Verfeinerung ist nun die Behandlung der initialen Gitter-
verfeinerung abgeschlossen. Allerdings muss noch ein weiterer Punkt in diesem
Themenbereich gekldart werden. Alle Beispiele in den Abbildungen wurden auf
Gitter mit kartesischen Koordinaten dargestellt. Bei der Formulierung der schwa-
chen Form der Black-Scholes Gleichung wurde aber auch die Black-Scholes Glei-
chung mit log-transformierten Koordinaten behandelt, da ihr System aufgrund
von konstanten Koeffizienten eine bessere Kondition besitzt, was zu weniger I[tera-
tionen wahrend dem iterativen Losungsvorgang fiihrt. Daher gibt Abbildung 3.8
die Payoff-Funktionen in log-transformierten und kartesischen Koordinaten nach
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der initialen gewichteten Gitter-Verfeinerung fiir zwei-Asset Calls und Puts an.
Es zeigt sich in dieser Abbildung deutlich, dass die vorgestellten Verfeinerungsver-
fahren ohne Probleme auf Gitter mit log-transformierten Koordinaten angewendet
werden konnen, da in diesen Beispielen die log-transformierten Uberschiisse als
Basis fiir die gewichtete Verfeinerung verwendet worden sind; Abbildung 3.8 gibt
in der rechten Spalte die Gitter in kartesischen Koordinaten an. Hiermit wird klar,
dass die log-transformierten hierarchischen Uberschiisse ebenfalls am Knick der
Payoff-Funktion besonders grof sind, da dieser Bereich in kartesischen Koordina-
ten stark verfeinert ist. Zudem macht die Abbildung noch einen weiteren massiven
Vorteil der log-transformierten Koordinaten deutlich: Die meisten Gitterpunkte
werden von Haus aus an der Stelle P’'(0]0) investiert, dieser Punkt entspricht nach
Riicktransformation genau den Kursen, an denen Interesse am Wert der Option
besteht:

P'(0]0) — P(e"(e”) — P(1]1)

S2

Abbildung 3.8: Payoff-Funktionen fiir Call (oben) und Put (unten). Dargestellt in
log-transformierten Koordinaten (links) und den dazugehéorigen kartesischen Koor-
dinaten (rechts). Es handelt sich wieder um ein zwei-Asset Basket mit K = 1. Fiir
diese Abbildung wurde auf einem reguldren Gitter mit fiinf Leveln gestartet und
sieben gewichtete Verfeinerungen bei einem max. Level von sechs durchgefiihrt.

Es muss an dieser Stelle angemerkt werden, dass das doppelt unendliche Gebiet
im Falle des Calls bei log-transformierten Koordinaten zu Problemen fiihren kann.
So erkennt man, dass bei dem recht kleinen log-transformierten Gebiet (der linke
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Rand liegt bei 0,11 statt bei 0) der Funktionswert der Payoff-Funktion an den
linken Réndern grof wird. Will man Achsenkoordinaten (Aktienkurse) kleiner als
0,11 darstellen, so wird an dieser Stelle der Funktionswert schnell in die Tausende
steigen! Beim Put hingegen besteht dieses Problem nicht, jedoch ist der Knick
nicht so weich wie beim Call, was zu mehr Iterationen und mehr benétigten Git-
terpunkten wiahrend des Losens fiihren kann.

Um die Vorteile der gewichteten Verfeinerung noch etwas genauer herauszustellen,
wird in Abbildung 3.9 noch ein Put auf ein Basket bestehend aus drei Underlyings
dargestellt. Hierfiir wurden ebenfalls wie in der vorherigen Abbildung die Payoff-
Funktion in log-transformierten und den dazugehdrigen kartesischen Koordinaten
gewéhlt. Es ist gut erkennbar, dass nur im Bereich des Punktes P = (1,1,1) das
Gitter stark verfeinert wird und aufgrund der max. Level Verfeinerung ergibt sich
fast ein volles Gitter am Punkt P, was optimal fiir die Losung der Black-Scholes
Gleichung an dieser Stelle ist.

Abbildung 3.9: Diinnes Gitter zu einem Basket auf drei Underlyings. Verfei-
nert mit max. Level Verfeinerung (Level 7) und gewichteten Uberschiissen. Log-
transformierte Koordinaten sind links, kartesische Koordinaten sind rechts abge-
bildet.

3.2.2 Adaptivitiat wihrend des Losens

Zur Abrundung der Adaptivitédtskriterien, die bei der Losung der Black-Scholes
Gleichung hilfreich sind, soll abschlieflende auf M&glichkeiten der Adaptivitat wah-
rend des Losens eingegangen werden. Zwischen den einzelnen Zeitschritten kann
das Gitter, analog zum Abzinsen der Rénder, modifiziert werden. Hierbei sind
folgende Gitteroperationen moglich:

Verfeinerung: Analog zu allen Verfeinerungsszenarien, die bereits besprochen

worden sind. Alle Gitterpunkte, deren Uberschiisse groker als ein bestimm-
ter Schwellwert sind, werden verfeinert. Hierbei besteht allerdings die Gefahr,
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dass, wenn der Schwellwert zu klein gewéhlt wird, das Gitter zwar stark ver-
feinert wird, die Losungsgenauigkeit aber praktisch nicht zunimmt und somit
nur die Rechenzeit durch die Verfeinerungsmafsnahmen verlédngert wird. Da-
her ist diese Art der Gittermodifikation sehr vorsichtig einzusetzen. Bei den
europaischen Optionen haben Tests ergeben, dass sie keine nennenswerten
Vorteile mit sich bringt. Anders diirfte es bei Optionen aussehen, die Di-
videnden auszahlen, da sich hier eine Verschiebung in der Payoff-Funktion
ergibt.

Vergroberung: Hierbei handelt es sich um eine Gittermodifikation, die noch
nicht genauer besprochen worden ist und als die Inverse der Gitterver-
feinerung angesehen werden kann. Die Vergroberung arbeitet ebenfalls
Uberschuss-basiert. Jedoch werden nun nicht alle Punkte, die einen Uber-
schuss gréfier als ein bestimmter Schwellwert haben verfeinert, sondern alle
Gitterpunkte, die keine hierarchischen Nachfahren haben und deren Uber-
schuss kleiner als ein bestimmter Schwellwert ist, werden aus dem Gitter
entfernt. Somit kann das Gitter an diesen Stellen ausgediinnt werden, da die-
se Punkte nicht unbedingt zur Interpolation der Funktion benotigt werden.
Besonders bei einer ausgedehnten initialen Verfeinerung bietet die Vergrébe-
rung mit steigender Anzahl von ausgefiihrten Zeitschritten die Moglichkeit,
das Gitter schrittweise auszudiinnen und somit langsam mit fortschreitender
Glattung ein kleineres Gitter zu erzeugen.

Verfeinerung und Vergréberung: Diese letzte Variante ist keine neue, son-
dern lediglich die Kombination aus den soeben besprochenen Verfahren. Da-
mit diese funktioniert, muss folgender Zusammenhang beachtet werden: Der
Schwellwert fiir die Verfeinerung muss grofer sein, als der Schwellwert fiir
die Vergroberung. Ist dem nicht so, konnten Punkte, die verfeinert wurden,
gleich wieder aus dem Gitter entfernt werden, bzw. Punkte die vergrébert
worden sind sofort erneut verfeinert werden. In einer solche Situation wére
die Kombination beider Verfahren ergebnislos.

Der in dieser Arbeit implementierte Loser bietet alle drei Varianten fiir die Ad-
aptivitdt wahrend des Losens an. Allerdings haben zahlreiche Tests gezeigt, dass
beim Losen von européischen Baskets ohne Dividenden nur die Vergroberung ei-
ne Verbesserung in Hinblick auf beide Ziele, Losungsgenauigkeit und Losungsge-
schwindigkeit, liefert. Diese Tests werden nun im nachsten Abschnitt detailliert
vorgestellt.

3.3 Bewertung der Adaptivititskriterien

Nach der Einfiihrung der verschiedenen Adaptivitatskriterien sollen diese nun an-
hand von Tests bewertet werden. Aus den letzten Absétzen hat sich ergeben, dass
zahlreiche Stellschrauben existieren. Daher sollen zunéchst einige Annahmen und

52



3. Adaptivitdt bei der Lésung der Black-Scholes PDE

Festlegungen vorgestellt werden, welche eine Einschrankung des Parameterraums
erlauben. Anschliefend erfolgt eine ausfiihrliche Analyse des zwei-Asset Baskets.
Mit deren Hilfe werden Heuristiken fiir die beste Parameterwahl entwickelt, welche
danach auf Baskets mit drei bis fiinf Underlyings angewendet werden.

3.3.1 Parameterannahmen und -einschrinkungen

Die angesprochenen Stellschrauben sollen nun nochmals gesammelt aufgestellt wer-
den. Das ist wichtig, damit die Einstellungsmoglichkeiten bewertet werden kon-
nen. Die Bewertung soll dazu beitragen, den Parameterraum einzugrenzen, um
somit eine Parameterstudie zur Bestimmung der optimalen Adaptivitéitseinstel-
lungen durchfiithren zu konnen. Zusammengefasst ergeben sich folgende Adaptivi-
tatseinstellungen bei der Losung der Black-Scholes Gleichung:

Feste Punktanzahl vs. Schwellwert: Wie bereits ausfiihrlich dargestellt, exis-
tieren bei der Bestimmung der Punkte, welche verfeinert werden sollen, zwei
unterschiedliche Verfahren. Zum Einen kann eine bestimmte Anzahl der Git-
terpunkte mit den hochsten Uberschiissen verfeinert werden, zum Anderen
kann ein Schwellwert-basiertes Vorgehen angewendet werden. Hierbei werden
alle Punkte mit einen Uberschuss groker als einem vorgegebenen Schwellwert
verfeinert. Aus bereits erliuterten Punkten ist letzteres Verfahren bei der
Black-Scholes Gleichung sinnvoller.

Klassische vs. max. Level Verfeinerung: Ebenfalls wurden zwei verschiedene
Arten der Gitterverfeinerung vorgestellt. Hierbei handelte es sich um die
klassische Gitterverfeinerung bei der fiir einen zu verfeinernden Gitterpunkt
alle hierarchischen Nachfolger auf dem n#chsten Level erzeugt werden. Als
zweite Option wurde die max. Level Verfeinerung vorgestellt, bei der ein max.
Level beachtet werden muss und so ggf. Kinder nicht in allen Dimensionen
erstellt werden.

Anzahl der initialen Verfeinerung: Es ist wichtig, dass die Startfunktion
moglichst genau vor dem Losen auf dem Gitter dargestellt wird. Dies kann
durch mehrere und wiederholte Verfeinerungsschritte vor dem Lésen erreicht
werden.

Anzahl der max. Level: Wird die max. Level Verfeinerung als Werkzeug ge-
wahlt, ergibt sich die Frage, wie dieses max. Level gewdhlt werden muss.
Hierbei muss ein guter Kompromiss zwischen Loésungsgenauigkeit und -
geschwindigkeit gefunden werden.

Anpassungen wihrend des Losens: Wihrend des Losens sind zwischen den
Zeitschritten auch Gitteranpassungen moglich. Diese konnen aus (mehrfa-
cher) Gittervergroberung, -verfeinerung oder einer Kombination beider be-
stehen. Auch hier existieren wieder Parameter wie Schwellwerte, max. Level
und Anzahl der adaptiven Gitteranpassungen.
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Einschrinkung des Verfeinerungsbereichs: Weiter oben wurde die gewichte-
te Verfeinerung besprochen. Durch diese entstehen weitere Parameter bei der
initialen Gitterverfeinerung. Es ist darauf zu achten, dass ein Gleichgewicht
zwischen der Standardverfeinerung und einer zu starken Einschrénkung des
Losungsgebiets gefunden wird.

Somit ergeben sich weit {iber zehn Justagemdglichkeiten. Um diese etwas einzu-
schrianken, werden folgende Einschrankungen getroffen:

e Das Startlevel spielt eine wichtige Rolle, da mit ihm die Bereiche abgesteckt
werden, in denen (einfach) verfeinert werden kann. Dies gilt besonders fiir die
max. Level Verfeinerung, da hier deutlich weniger zusétzliche Punkte erstellt
werden.

e Bei den folgenden Tests wird ausschlieflich das Schwellwert-basierte Verfah-
ren (wie auch weiter vorne ausfiihrlich dargestellt) verwendet. Dieser Schwell-
wert wird ebenfalls fiir alle eventuellen Verfeinerungen wihrend des Losens
verwendet, d.h. es existiert ein Parameter: der Verfeinerungschwellwert.

e Es kann zwischen der klassischen und der max. Level Verfeinerung als Verfah-
ren fiir die initiale Verfeinerung gewahlt werden. Falls eine Methode wahrend
des Losens gewéhlt wurde, die eine adaptive Verfeinerung benotigt, wird hier
dasselbe Verfahren wie fiir die initiale Gitterverfeinerung angewendet. Somit
sind zwei weitere Parameter anzugeben: Verfeinerungsart und ggf. das
max. Level.

e Die Anzahl der ausgefiihrten Schritte der initialen Gitterverfeinerung
ist konfigurierbar.

e Wihrend des Lisens kann pro Zeitschritt nur eine Gitterveridnderung
durchgefiihrt werden®. Fiir diese stehen folgende Moglichkeiten zur Verfii-
gung: Verfeinerung, Vergroberung, Kombination aus Verfeinerung
und Vergroberung.

e Die Intensitiat der Vergroberung wahrend des Losens erfolgt Schwellwert-
basiert analog zur Verfeinerung. Es muss ein fiir alle Zeitschritte konstanter
Vergroberungs-Schwellwert festgelegt werden.

Damit sind beim implementierten adaptiven Loser der Black-Scholes Gleichung
diese sieben Parameter festzulegen. Im Folgenden soll nun studiert werden, wie
die Wahl dieser Parameter am besten getroffen wird. Ein-dimensionale Optionen
werden in dieser Arbeit nicht mehr betrachtet und es sei auf [16] verwiesen. Dort
wird ebenfalls auf Unterschiede zwischen der numerischen und der analytischen
Losung im ein-dimensionalen Fall eingegangen.

°Im Falle einer Verfeinerung machen mehrere keinen Sinn, da die neu hinzugekommen Gitter-
punkte noch keinen nicht-null Uberschuss besitzten.
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3.3.2 Parameterstudie anhand eines 2-dimensionalen
Baskets

Um ein Gefiihl fiir die eben eingefiihrten Parameter zu bekommen, soll fiir Op-
tionen mit zwei Underlyings eine Parameterstudie vorgestellt werden, bei der die
sieben Verfeinerungsparameter systematisch iiberpriift werden. Hierzu wurde eine
Put-Option auf Assets ohne Korrelationen und Drifts gewéhlt, um die Rechenzeit
fiir die mehreren tausend Ausfithrungen so gering wie moglich zu halten®. Ebenfalls
wurde der risikofreie Zinssatz r = 0 gesetzt und als Strike wurde K = 1 gewéhlt.
Die Parameterstudie musste durchgefiihrt werden, da nicht klar war, wie sich die
einzelnen Stellschrauben auf das Resultat auswirken. Um die Gitter bewerten zu
konnen, wurde deren Ergebnis mit der Losung eines reguléren Diinnen Gitters mit
14 Leveln verglichen. Die Parameter, die die Adaptivitdt nur indirekt beeinflus-
sen (da sie zu einer anderen Losung und somit zu anderen Uberschiissen fiihren)
wurden fiir alle Tests festgehalten: Jede Option in der Parameterstudie wurde in
20 Zeitschritten mit einem gemischten impliziten Fuler und Crank-Nicolson geldst
(die ersten drei Schritte sind reine implizite Eulerschritte), als e fiir den BiCG-
Stab wurde 107° gewihlt. Als Wertebereiche fiir die sieben Adaptivititsparameter
wurde Folgendes gewihlt:

Startlevel: [ € [6 — 10]

Verfeinerungsmethode: max. Level (mL) und klassische Verfeinerung (kV)
max. Level: mL € [10 — 14]

# initiale Verfeinerungen: #iV € [3 — 7]

Schwellwert Verfeinerungen: S, € [5-107¢,107,...,5-1073,107?]

Adaptivitat wihrend des Losens: keine, Vergroberung und integrierte Ver-
groberung und Verfeinerung

Schwellwert Vergroberungen: S. € [1072,5-107%,...,5-1077,1079]

Tabelle 3.1 zeigt die besten acht Ergebnisse (mit kleinstem relativen Fehler, gemes-
sen in der max. Norm), welche sehr eindeutig ausfallen. Die Tabelle ist aufsteigend
nach der Maximumsnorm des relativen Fehlers sortiert. Die ersten drei Zeilen sind
jedoch unterschiedlicher, als man auf den ersten Blick vermuten wiirde. Im Sinne
von Abbildung 3.3 ist die zweite die beste, da quasi die gleiche Genauigkeit mit
weniger Freiheitsgraden in weniger Zeit” erreicht wird. Allerdings ist noch nicht
offensichtlich, ob gar ein anderer Test noch effizienter ist.

6Werden keine Korrelationen verwendet, so kann ein Up/Down Schema bei zwei Dimensionen
iibersprungen werden, da der Koeffizient desselben 0 ist.

"Die aufgefiihrten Zeiten gelten fiir die parallel Ausfiihrung mit 12 Threads auf zwei Intel Xeon
X5650 Prozessoren, vgl. Kapitel 4 fiir Details. Dies gilt fiir alle weiteren angegeben Zeiten in
diesem Abschnitt.
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[ |V | mL | #iV Sy AL | S, | #GP | t]s] | llells | llellz,
100|/mL| 10| 4 |[5-10°] - - 14822 | 754 | 1,6 | 0,6
10| mL| 10| 4 |5-10%] ¢ |[107%| 12580 | 68,2 | 1,63 | 0,57
10 mL| 10| 4 [5-10%] ¢ |107°| 13725 | 72,9 | 1,68 | 0,59
10 | mL | 10 | 4 107° c | 107% | 11328 | 59,5 | 1,7 | 0,82
10 | mL | 10 | 4 107° - - 13388 | 64,1 | 1,8 | 0,9
10 |mL | 11 | 4 107° - - 13630 | 88,0 | 1,8 | 0,5
10 | mL | 11 | 4 107° c | 1078 | 11558 | 79,3 | 1,87 | 0,49
10 | mL | 10 | 4 107° c | 1077 | 9504 | 495| 1,88 | 0,8

Tabelle 3.1: Die acht besten Ergebnisse der Parameterstudie: [: Startlevel,
V:Verfeinerungsmethode, #iV: Anzahl initiale Verfeinerungen, S,: Schwellwert
Verfeinerung, AL: Adaptivitit wihrend des Losens (c: Vergroberung), S.: Schwell-
wert Vergroberung, # G P: Durchschnittliche Anzahl von Freiheitsgraden, t: Zeit
zum Losen, e: relativer Fehler zu einem reguldren Gitter mit 14 Leveln. Die ||e||s
und ||e||z, Werte verstehen sich -1075. Es wurde keine gewichtete Verfeinerung
verwendet.

Aus diesem Grund muss eine Kennzahl entwickelt werden, mit der die Testldufe
verglichen werden koénnen. Fiir diesen Zweck sind verschiedene Vorgehensweisen
denkbar. Hier wird ein Produktansatz gewahlt:

Q(llell) = #GP -t - |lel] (3.2)

Je kleiner @) ist, desto hoher ist die Effizienz des korrespondierenden Gitters ein-
zustufen. Dies kann man sich sehr einfach klar machen: Man sucht ein sehr kleines
Gitter, auf dem in sehr kurzer Zeit mit minimalen Fehler die Black-Scholes Glei-
chung gelost werden kann. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es nur sinnig
ist, die ()-Werte fiir Gitter mit dhnlichen relativen Fehlern zu bestimmen und zu
vergleichen, da sonst verzerrte Ergebnisse entstehen konnen. Berechnet man @) fiir
die Werte aus Tabelle 3.1, so ergeben sich die Werte aus Tabelle 3.2. Dadurch
entsteht ein deutlich anderes Bild: Nun ist die letzte Zeile die beste, gefolgt von
der vierten.

Dass eine Verfeinerung wihrend des Losens mit demselben Schwellwert wie bei
der initialen Gitterverfeinerung nicht effizient ist, kann aus Abbildung 3.10 ent-
nommen werden. Hier ist zu erkennen, dass der gesamte Glattungsbereich stark
verfeinert wird. Diese Punkte kosten allerdings sehr viel Rechenzeit und liefern
nur sehr kleine Beitriige an zusétzlicher Genauigkeit (< 1075, bei adéiquater initia-
ler Verfeinerung). Ggf. wiirde sich eine Verfeinerung mit einem deutlich héheren
Schwellwert als bei der initialen Gitterverfeinerung und Gittern in kartesischen
Koordinaten lohnen. Allerdings wurde ein solches Szenario der Einfachheit halber
aufen vor gelassen, da die Vergroberung wiahrend des Losens als best-geeignetste
Verfahren in der Parameterstudie identifiziert wurde, vgl. hier auch das eingefiihrte
Bewertungsmaf ().
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Q(lell) | QllellL,)
18.18 7.18
14.02 4.92
16.79 5.97
11.58 5.5
15.53 7.68
22.15 6.18
17.12 4.49
8.83 3.76

Tabelle 3.2: Berechnung von @ fiir die Zeilen aus Tabelle 3.1 fiir ||e||o und ||e]|L,-

Abbildung 3.10: Losungsgitter einer Put Basket-Option mit Verfeinerungen wah-
rend des Losens. Es werden zahlreiche zusétzlich Punkte erstellt, die nur gering-
fiigig mehr Genauigkeit liefern, jedoch zu langen Rechenzeiten fiihren.

Aus diesen Erkenntnissen ergeben sich folgende optimale Bereiche fiir die Adapti-
vitdtsparameterwahl fiir 2-dimensionale Basket-Optionen:

Startlevel: 10

Verfeinerungsmethode: max. Level

max. Level: mLL = 10

7 initiale Verfeinerungen: #iV = 4
Schwellwert Verfeinerungen: S, € [5-107¢,107°]
Adaptivitat wihrend des Losens: Vergroberung

Schwellwert Vergroberungen: S. € [1072,5-107%,...,5-1077]

Diese Wertebereiche der Adaptivitdtsparameter fiihren zu Gittern, die zu einem
reguldren Diinnen Gitter mit 14 Leveln vergleichbare (und teilweise sogar besse-
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re) Losungsgenauigkeit liefern. Wird eine solche Qualitét nicht verlangt, kénnen
natiirlich auch schwichere Parameter (z.B. niedrigere Anzahl von Leveln, weniger
initiale Verfeinerungen oder grofere Schwellwerte) verwendet werden.

Damit ergibt sich eine deutliche Einschriankung des Parameterraums, welche nun
verwendet wird, um Call und Put Optionen auf Gittern mit kartesischen und lo-
garithmischen Koordinaten zu 16sen. Als Vergleich werden reguldre Diinne Gitter
auf den verschiedensten Leveln (2-14) herangezogen. Neben der kompletten Ver-
feinerung des Knicks, wie in der Parameterstudie durchgefiihrt, werden nun auch
Gitter, welche sich der gewichteten Verfeinerung bedienen, in den Vergleich mit
einbezogen.

Als Testfall wird eine européische Basket-Option (beschrieben durch Gleichung
(2.6)) mit Strike K = 1 gelost. Zur Festlegung des Losungsgebiets wurde vor der
Berechnung der Optionspreise eine Gebietsschitzung durchgefiihrt. Diese beriick-
sichtigt die Drifts und Volatilititen und ergab ein Gebiet von © = [0, 7]?. Im Fall
der log-transformierten Koordinaten ist das Gebiet ein wenig kleiner am linken
Rand zu wahlen, da die 0 nicht dargestellt werden kann. Fiir die Drifts, Volatili-
téaten und Korrelationen wurde folgende Wahl getroffen:

~_ (0.08 (03 (10 =05
Fiz\oo9) %7 \oa) P9~ 05 10 )
Der risikolose Zinssatz r wurde auf 0.05 gesetzt.

Tabellen 3.3 bis 3.6 zeigen die relativen Fehler der Losung der Black-Scholes Glei-
chung fiir Call und Put Optionen auf ein zwei-Asset Basket. Als Referenzlosung
dient die Losung auf einem reguléren Diinnen Gitter mit 14 Leveln (wie es be-
reits in der Parameterstudie verwendet worden ist). Es wird die Qualitét der Lo-
sung auf Gittern mit kartesischen und logarithmischen Koordinaten untersucht.
Ebenfalls wird fiir beide Koordinatenvarianten die normale und gewichtete Ad-
aptivitiat analysiert. Als Konfiguration der adaptiven Verfahren wurden die opti-
malen Parameter der oben erliuterten Studie verwendet, mit S, = 5-107% und
S. = 1-107% in allen adaptiven Ausfiihrungen. Das max. Level wurde immer gleich
dem Startlevel gesetzt und es wurden vier initiale Verfeinerungen durchgefiihrt.
Die Berechnung des relativen Fehlers erfolgte nicht an einer speziellen Auswer-
testelle, sondern auf einem Aquidistanten Testgitter, welches den Strike (K (1]1))
umgibt®: Qr = [0.897,1.13]% mit 20 Testpunkten pro Dimension (insgesamt 400
Testpunkte). Im Falle der gewichteten Verfeinerung gilt fiir die Parameter der
Verfeinerung-Normalverteilung: p"¢/™¢ = 1 und o"¢/"¢ = 0.206, was der Ausdeh-
nung des Testgebiets in jeder Dimension entspricht.

Aus dieser Vielzahl von Werten sollen zwei Punkte besonders herausgestellt wer-
den. So ist zu erkennen, dass der Unterschied in Bezug auf den relativen Fehler

8Dies entspricht 3% der Ausdehnung des Losungsgebietes 2 pro Dimension.
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Level | [lefl llel|z, #GP | tin[s] | Qlello) | Qllel|L,)
2 2.40247 1.21291 5| 0.018 - -
3 3.76344 1.96499 17 | 0.019 - -
1 2.32426 1.19848 49 | 0.043 - -
5 0.390201 0.0951895 129 | 0.106 - -
6 0.398284 0.21215 321 | 0.329 - -
7 ] 0.0810139 | 0.0409449 769 | 1.35 - -
8 0.00846513 | 0.00250069 | 1793 | 5.76 - -
9 0.0288496 | 0.0142233 4097 | 24.37 - -
10 | 0.0145602 | 0.00783263 | 9217 | 108.4 - -
11 |0.00103236 | 0.000453487 | 20481 | 583.4 12335 5418
12 | 0.000643708 | 0.000226391 | 45057 | 2749.5 79744 28046
13 | 0.000206794 | 6.93884e-05 | 98305 | 14588.3 | 296564 99510
S.-Level | [le[o llel|z, #GP | tin[s] | Qllello) | QlellL,)
2 2.80222 1.46591 8] 0.039 - -
3 0.282899 0.260274 27 | 0.160 - -
4 0.21108 0.175195 87| 0.175 - -
5 0.0681386 | 0.0443243 228 | 0.4 . .
6 0.0312861 | 0.0178644 517 | 1.29 - -
7 10.0051334 | 0.00198442 | 1143 | 4.28 . -
8 0.00424327 | 0.00108553 | 2277 | 12.85 - -
9 0.0012441 | 0.000386662 | 4562 | 44.96 255 79
10 | 0.000761656 | 0.000235168 | 8721 | 140.8 935 289
11 |0.00096492 | 0.000543222 | 16395 | 503 7958 4480
2 2.40247 1.21168 5] 0.021 - -
3 3.76344 1.96311 17 | 0.035 - -
4 0.216476 0.181737 66 | 0.112 - -
5 0.0714262 | 0.0471599 180 | 0.341 - -
6 0.0260769 | 0.0127265 442 | 0.98 - -
7 ]0.0107813 | 0.0038516 1008 | 3.32 - -
8 0.00526223 | 0.00133131 | 2095 | 10.55 - -
9 0.00125214 | 0.000349245 | 4281 | 36.40 195 54
10 | 0.000699989 | 0.000245005 | 8237 | 117.7 679 238
11 |0.00107343 | 0.000603235 | 15451 | 428.3 7103 3992

Tabelle 3.3: 2d Call Option, kartesische Koordinaten: Relative Fehler, (mittlere)
Gittergrofen und Laufzeiten fiir regulidre Diinne Gitter fiir die Level 2-13 (oben).
Ergebnisse fiir adaptive Gitter stehen in der unteren Tabelle fiir Startlevel 2-11;
normale Adaptivitat (Mitte), gewichtete Adaptivitdt (unten).

fiir entsprechend fein aufgeloste Gitterstrukturen zwischen kartesischen und log-
transformierten Koordinaten recht klein ausfillt. Der grofite Unterschied ist bei der
adaptiv gerechneten Put Option festzustellen (Faktor 10), da ein Strike (K = 1)
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Level | [le][e llel|z, #GP | tin [s] | Q(lle[l) | @(lle]lz.)
2 0.904288 0.759957 5| 0.018 - -
3 0.7426 0.484541 17 | 0.018 - -
4 0.0921601 | 0.037423 49 | 0.039 - -
5 0.0326608 | 0.0179457 129 | 0.12 . .
6 0.0431631 | 0.0171448 321 | 0.36 - -
7 0.0599658 | 0.0331147 769 | 1.13 - -
8 0.0291637 | 0.0169868 1793 | 3.12 . .
9 0.00976236 | 0.00576398 | 4097 | 8.37 - -
10 | 0.00296767 | 0.00178616 | 9217 | 24.389 - -
11 | 0.000322952 | 9.38191e-05 | 20481 | 109.7 726 211
12 | 0.000436913 | 0.000226301 | 45057 | 439.4 8650 4480
13 | 0.000113232 | 3.87426e-05 | 98305 | 2073 23075 7895
S.-Level | [le]]o llel|z, #GP | tin [s] | Q(lle[l) | Qlellz.)
2 1.07745 1.00867 9| 0.034 - -
3 0.416857 0.368216 44| 0.066 - -
4 0.134954 0.0945136 133 | 0.20 - -
5 0.0410186 | 0.0251688 384 | 0.67 - -
6 0.0132184 | 0.00728304 925 | 1.96 - -
7 0.00302691 | 0.00143336 | 2051 | 5.16 - -
8 0.00127821 | 0.000611046 | 4291 | 13.4 . .
9 0.000431025 | 0.000138628 | 8257 | 31 110 35
10 | 0.000287789 | 3.91806e-05 | 14017 | 66.7 269 37
11 | 0.00013944 | 3.62227¢-05 | 24121 | 164 551 143
2 0.943811 0.831955 8] 0.033 - -
3 0.402679 0.351164 33| 0.047 - -
4 0.0589586 | 0.0270804 91| 0.12 . -
5 0.035132 0.0212609 238 | 0.39 - -
6 0.00977429 | 0.0046243 548 | 1.02 . -
7 0.00308279 | 0.00146287 | 1276 | 3.08 - -
8 0.000820993 | 0.000295701 | 2718 | 7.55 - -
9 0.00046428 | 6.44377¢-05 | 5667 | 18.4 48 7
10 | 0.000155141 | 2.65226e-05 | 11241 | 47.3 82 14
11 | 0.000144609 | 4.6812e-05 | 21778 | 149 469 152

Tabelle 3.4: 2d Call Option, log-transformierte Koordinaten: Relative Fehler, (mitt-
lere) Gittergrofen und Laufzeiten fiir regulére Diinne Gitter fiir die Level 2-13
(oben). Ergebnisse fiir adaptive Gitter stehen in der unteren Tabelle fiir Startlevel
2-11; normale Adaptivitit (Mitte), gewichtete Adaptivitit (unten).

im Testfall gewédhlt wurde, der nahe an der linken Gebietsgrenze liegt. Hier ist es
im Fall der kartesischen Koordinaten auf Grund des kleinen Gebiets im Bereichs
des Strikes nicht moglich, eine hinreichend feine Gitterstruktur aufzubauen. Bei
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Level | [[e]]oo ]z, #GP | tin[s] | Q(lello) | Q(llel]L,)
2 7.46535 4.22087 5| 0.017937 - -
3 10.4072 5.43931 17 | 0.020877 - -
4 7.07158 3.81055 49 | 0.044723 - -
5 1.26867 0.428585 129 | 0.139933 - -
6 0.749971 0.59255 321 | 0.458338 - -
7 0.150081 0.0864092 769 | 2.00467 - -
8 0.022174 0.0074248 1793 | 8.97153 - -
9 0.0579399 | 0.0409492 4097 | 40.82 . _
10 | 0.0287685 | 0.021888 0217 | 201.35 - -
11 | 0.00190403 | 0.00109776 | 20481 | 1121.28 43726 25210
12 | 0.00244226 | 0.000900764 | 45057 | 6566.6 722595 | 266510
13 | 0.000198414 | 0.000141042 | 98305 | 36525.7 | 712437 | 506434
S.-Level | |le[|oo el z. #GP | tin[s] | Qlell) | @lellL,)
2 10.2222 5.37837 81 0.028519 - -
3 1.96075 0.739473 25 | 0.060181 - -
4 1.31766 0.660152 73 | 0.163181 - -
5 0.182777 0.128678 169 | 0.481626 - -
6 0.0833813 | 0.0533591 364 | 1.44927 . -
7 0.01783 0.00768988 780 | 4.2474 . _
8 0.00864014 | 0.00290897 | 1435 | 10.0105 - -
9 0.00398708 | 0.00148107 | 2668 | 27.3797 291 108
10 | 0.00225003 | 0.000786428 | 4944 | 87.525 974 340
11 | 0.00345409 | 0.00186879 | 9056 | 333.967 10447 5652
2 7.46535 4.23205 5 [ 0.029826 - -
3 10.4072 5.45733 17 | 0.046903 - -
4 1.398 0.688851 64 | 0.142067 - -
5 0.192881 0.137475 172 | 0.548541 . -
6 0.0480443 | 0.0304286 414 | 1.58787 - -
7 0.0428296 | 0.0142793 833 | 4.11389 - -
8 0.0105899 | 0.0034962 1505 | 9.19459 - -
9 0.00205123 | 0.00118548 | 2744 | 22.9903 186 75
10 | 0.00226455 | 0.000909822 | 4753 | 63.8421 687 276
11 | 0.00369433 | 0.00202141 | 8712 | 244.425 7867 4305

Tabelle 3.5: 2d Put Option, kartesische Koordinaten: Relative Fehler, (mittlere)
Gittergrofen und Laufzeiten fiir regulidre Diinne Gitter fiir die Level 2-13 (oben).
Ergebnisse fiir adaptive Gitter stehen in der unteren Tabelle fiir Startlevel 2-11;
normale Adaptivitat (Mitte), gewichtete Adaptivitdt (unten).

log-transformierten Koordinaten kann dies nicht passieren, da dort das Testgebiet
mittig im kompletten Losungsgebiet liegt, vgl. Abbildung 3.8.
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Level | [lef| [lell L, #GP | tin[s] | Q(lello) | QllellL,)
2 3.45201 1.53236 5 | 0.018533 - -
3 1.25995 0.762253 17 | 0.021233 . -
4 1.30521 0.35581 49 | 0.051208 - -
5 0.422462 0.131962 129 | 0.138113 . -
6 0.039234 0.0316168 321 | 0.423441 . ;
7 | 0.149543 0.0981089 769 | 1.52132 . .
8 0.0790724 | 0.0507115 1793 | 4.45425 . -
9 0.0245301 | 0.0167208 4097 | 12.4913 . -
10 | 0.008196 0.00534881 | 9217 | 39.7779 - -
11 | 0.000726327 | 0.000208387 | 20481 | 178.16 2650 1089
12 | 0.000948408 | 0.000650511 | 45057 | 741.087 31668 21721
13 | 0.00017409 | 9.42788¢-05 | 98305 | 3711.15 63512 34395
S.-Level | [le]]o llell L, #GP | tin[s] | Qllello) | QllellL,)
2 3.70008 1.71068 9 | 0.035221 - -
3 1.28972 0.620197 44 | 0.06973 - -
4 0.18837 0.132234 133 | 0.25717 - -
5 0.0773505 | 0.0430269 377 | 0.944622 . .
6 0.029516 0.0145591 009 | 2.75716 - -
7 | 0.00609121 | 0.00233168 | 1985 | 7.28204 . .
8 0.00302153 | 0.00142087 | 4119 | 19.5604 . -
9 0.00081598 | 0.000285086 | 7698 | 42.7742 269 04
10 | 0.000175858 | 5.32117e-05 | 12570 | 89.3207 197 60
11 | 0.00026276 | 0.000120227 | 20686 | 206.093 1120 513
2 3.53457 1.63942 8 [ 0.027303 - -
3 1.03048 0.52747 33 | 0.060928 - -
4 0.697539 0.1918 91 | 0.169531 . -
5 0.0577422 | 0.0301539 237 | 0.549284 . -
6 0.0116133 | 0.0052058 533 | 1.42725 . -
7 | 0.00639563 | 0.00243928 | 1244 | 4.37801 . .
8 0.00102892 | 0.000339571 | 2568 | 10.8446 . -
9 0.000518112 | 0.000155154 | 5180 | 26.3589 71 21
10 | 0.000120886 | 3.38916e-05 | 9811 | 62.7836 74 21
11 | 0.000282056 | 0.000136385 | 18009 | 177.286 901 435

Tabelle 3.6: 2d Put Option, log-transformierte Koordinaten: Relative Fehler, (mitt-
lere) Gittergrofen und Laufzeiten fiir regulére Diinne Gitter fiir die Level 2-13
(oben). Ergebnisse fiir adaptive Gitter stehen in der unteren Tabelle fiir Startlevel
2-11; normale Adaptivitit (Mitte), gewichtete Adaptivitit (unten).

Im Allgemeinen kann die Losung mit Hilfe der log-transformierten Koordinaten als
die bessere Variante bezeichnet werden. Dies ist so sogar aus zwei Betrachtungs-
winkeln der Fall: Zum FEinen sind die relativen Fehler bei log-transformierten Ko-
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ordinaten geringer, da per Design die Gitter im Bereich des Strikes (und damit des
Knicks) mehr Gitterpunkte aufweisen. Zum Anderen ist, wie bereits bei der Formu-
lierung des log-transformierten Problems erwihnt, die Kondition des zu losenden
linearen Gleichungssystems aufgrund der konstanten Koeffizienten deutlich besser.
Daher werden deutlich weniger Iterationsschritte beim Losen des Gleichungssys-
tems bendétigt. Insgesamt ergibt sich somit mit log-transformierten Koordinaten
eine bessere Losung in deutlich geringerer Zeit. Dies wird nochmals durch die
Werte des eingefiihrten Mafes @) fiir die reguldren Gitter in den Tabellen 3.3 bis
3.6 hervorgehoben. Dieser wurde fiir die Ausfithrungen mit den kleinsten relativen
Fehler berechnet. Hier sind die Werte fiir log-transformierte Koordinaten um bis
zu einen Faktor von 10 kleiner. Der grofte Anteil dieses Wertes ist auf die geringere
Losungszeit zuriickzufiihren.

Weiterhin ist gut aus den Tabellen zu entnehmen, dass die adaptiven Gitterstruktu-
ren zusétzlich die Losungszeit erheblich reduzieren kénnen, da sie dieselbe Genau-
igkeit bei einer deutlich geringeren Anzahl von Gitterpunkten erreichen. Auch die
aggressivere gewichtete Verfeinerung fiithrt zu keinem nennenswerten Genauigkeits-
verlust gegeniiber den normal verfeinerten Gittern. Durch sie konnen, abhéngig von
der Option, nochmals bis zu 25 % der Gitterpunkte eingespart werden. Dies fiihrt
zu exzellenten Ergebnissen, wie z.B. im Falle der Put Option auf Gittern mit log-
transformierten Koordinaten: Im Vergleich zu reguliren Diinnen Gittern kann hier
die Option mit einem Zehntel der Gitterpunkte (98305 < 9811) und einem Fiinf-
zigstel der Zeit (3711s < 62,8s) bei einem kleineren relativen Fehler gelost werden.
Der Vorteil des gewichteten adaptiven Gitters kann zusétzlich hervorgehoben wer-
den, wenn die ()-Werte beider Gitter betrachtet werden: Der Wert des adaptiven
Gitters ist knapp um einen Faktor 430 kleiner! Generell ist zu den (Q-Werten aller
adaptiven Gitter fiir den 2d Fall festzuhalten, dass diese nicht schlechter als im
Falle der Parameterstudie sind. Wie bereits bei der Erlauterung der Studie festge-
stellt worden ist, basiert diese auf numerisch besser konditionierten Optionen und
somit konnen deutlich kleinere relative Fehler bei gleichen Adaptivitéitseinstellun-
gen erreicht werden. Dies hat per Definition direkten Einfluss auf den Wert von
(. Beriicksichtigt man diesen Effekt, so sind die ()-Werte der Konvergenzanalyse
als gleichwertig zu denen aus der Parameterstudie einzustufen.

Da durch die Tabellen 3.3 bis 3.6 die Minimierung des relativen Fehlers in Abhéin-
gigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade (Gitterpunkte) nur schwer verdeutlicht
werden kann, zeigen die Abbildungen 3.11 und 3.12 die Entwicklung des relati-
ven Fehlers in Abhingigkeit der Freiheitsgrade und im Vergleich fiir kartesische
und log-transformierte Koordinaten. Im Allgemeinen betrachtet kann fiir die ge-
wichteten adaptiven Gitter eine sehr gute Konvergenz ausgemacht werden, welche
auch deutlich glatter als im Falle der regularen Gitterstrukturen ist. Die Zacken
im Fall der reguldren Diinnen Gitter sind auf Diinngitter-Effekte zuriickzufiihren,
da der Knick nicht exakt interpoliert werden kann. So kann es vorkommen, dass
ein Diinnes Gitter mit weniger Leveln ein besseres Ergebnis liefert. Eine mogliche
Erklarung hierfiir sind hoch-frequente Fehlerterme, die auf groben Gittern nicht
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entstehen konnen. Auch wird der bereits angesprochene numerische Vorteil der
Gitter mit log-transformierten Koordinaten deutlich. Die dort erreichten relativen
Fehler liegen fiir regulire und adaptive Gitterstrukturen unterhalb der der Git-
ter mit kartesischen Koordinaten. Allerdings zeigt sich, dass fiir regulire Gitter
mit 13 Level (knapp 100000 Gitterpunkte) der Abstand zwischen kartesischen und
log-transformierten Koordinaten sehr klein wird, da in beiden Féllen das Gebiet
sehr fein diskretisiert wird und somit der Vorteil der log-transformierten Koordi-
naten nachlasst. Zum Abschluss muss noch auf eine Beobachtung bei den relativen
Fehlern der adaptiven Gitter eingegangen werden: Es zeigt sich, dass jener fiir die
Gitter mit den meisten Freiheitsgraden wieder zunimmt. Mit Hilfe der Tabellen
3.3 bis 3.6 und der Tatsache, dass 4 initiale max. Level Verfeinerung mit Startlevel
und max. Level 11 durchgefiihrt werden, zeigt sich, dass diese Gitter am Knick fei-
ner als ein regulires Gitter mit 14 Level aufgelost sind. Damit kommt das Maf des
relativen Fehlers an seine Grenzen, da die berechneten Werte auf den adaptiven
Gittern womoglich genauer als die Referenzwerte sind.

10 ‘ ‘
. reg. DG ka. +
% 4+ gew.adapt. DG ka.
Y 1L reg. DG lo. % |
9 XL % gew. adapt. DG lo. 0O
o o+ +
w
E_; 0.1 ¢t X 0 ; 7
3 * X+
© +
£ 0.01 | o X 4 1
S
c O *
&
g 0.001 } =i .,
x X .
0.0001 ‘ ‘ ‘ SRS
1 10 100 1000 10000 100000

Freiheitsgrade

Abbildung 3.11: Konvergenz der 2d Call Option: Vergleich von Gittern mit karte-
sischen und log-transformierten Koordinaten sowie von reguliren und gewichteten
adaptiven Gitterstrukturen.

Es sollen nun noch einige allgemeine Bemerkungen zu den gezeigten relativen Feh-
lern gemacht werden. Vergleicht man die relativen Fehler der vorangegangenen
Tabellen und Abbildungen, so stellt man fest, dass diese deutlich (um ca. einen
Faktor 10) grofer sind, als die in der Parameterstudie gezeigten relativen Fehler.
Dies hingt mit den Parametern der gelosten Optionen zusammen. Fiir die aus-
fiihrliche Konvergenzanalyse der reguliren und adaptiven Gitter wurde Optionen
mit Korrelation und Driftwerten # 0 verwendet. In der Parameterstudie hingegen
wurden all diese Parameter auf 0 gesetzt, um die Rechenzeit so gering wie moglich
zu halten.
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Abbildung 3.12: Konvergenz der 2d Put Option: Vergleich von Gittern mit karte-
sischen und log-transformierten Koordinaten sowie von reguldren und gewichteten
adaptiven Gitterstrukturen.

Auch die absolute Grofe des relativen Fehlers soll zum Abschluss in den Mit-
telpunkt gestellt werden. Werte von 10~° und einem max. Gitterlevel von 14-15
kénnen auf den ersten Blick wie ein Widerspruch aussehen. Dass nur solch ,,grofe®
relativen Fehler mit sehr feinen Gitterstrukturen erreicht werden kénnen, liegt an
der Anfangslosung der PDE, der Payoff-Funktion. Der Knick ist nur sehr schwer
auf einem (adaptiven) Diinnen Gitter darstellbar. Somit miissen deutlich mehr als
14 Level am Knick investiert werden, um den initialen Interpolationsfehler unter
1079 zu driicken. Abbildung 3.13 zeigt den Interpolationsfehler entlang des Knicks
fiir eine Put Basket-Option auf zwei Assets. Das Gitter wurde den Knick entlang
an 2' #quidistanten Punkten ausgewertet. Vor diesen Auswertungen wurde das
Gitter am Knick zu einem vollen Level 12 Gitter verfeinert. Unter diesen Umstan-
den kann ein ausgezeichneter Loser den relativen Fehler nicht sehr klein werden
lassen. Somit sind die gezeigten relativen Fehler als sehr gute Ergebnisse einzu-
ordnen. Fiir die Anwendung mit echten Finanzmarktdaten sind die hier gezeigten
relativen Fehler zudem mehr als ausreichend, da die Konfiguration der stochasti-
schen Prozesse (die Korrelationen, die Standardabweichungen und die Drifts) aus
dem Markt geschéatzt werden. Da deren Wert vom verwendeten Schitzer abhéngt,
ist insgesamt von geringerer Genauigkeit als 10~° auszugehen.
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Abbildung 3.13: Interpolationsfehler entlang des Knicks einer Put Basket-Option
auf zwei Assets mit K = 2 und 2'* Testpunkten entlang des Knicks. Das Gitter
wurde am Knick zu einem vollen Level 12 Gitter verfeinert. Es werden einzelne
Punkte dargestellt, die zu Linien verschmelzen. Das Zick-Zack-Muster entsteht
durch die verschiedenen Level der hierarchischen Basis.

3.3.3 Verallgemeinerung auf 3-dimensionale Baskets

Die im letzten Abschnitt behandelten zwei-Asset Basket-Optionen konnen oh-
ne Probleme auch auf vollen Gitterstrukturen geldst werden und sind daher
als Studienobjekt fiir Parameter interessant, aber nicht das Anwendungsziel des
Diinngitter-Losers. Aus diesem Grund sollen nun im vorliegenden Abschnitt Op-
tionen auf drei Underlyings betrachtet werden. Um einfache Vergleichbarkeit zum
zwei-dimensionalen Test zu gewéhrleisten, wird eine sehr dhnliche Konfiguration
gewahlt. Als Testoption dienen wieder europiische Baskets mit Strike K = 1 nach
Formel (2.6). Das Losungsgebiet wird um eine Dimension erweitert und lautet nun
Q2 = [0,7]%. Auch bleibt das Testgebiet zur Berechnung der Normen der relativen
Fehler erhalten und ist Qr = [0.897,1.13]3. Als Referenz dienen wieder die re-
guldren Diinnen Gitter. Allerdings muss aufgrund des erhéhten Rechenaufwands
das maximale Level der reguliren Tests um eins auf 13 Level verringert werden.
Somit konnen die Fehlernormen fiir regulidre Gitter mit bis zu 12 Level bestimmt
werden. Behilt man die Konstruktion des Diinngitterraums im Kopf, so ist dies
nicht optimal: Wird die Dimension um eins erhoht, so muss auch das Level um eins
erhoht werden, um ein Gitter mit vergleichbarer Auflésung zu erhalten. Dies liegt
an dem diagonalen Schnitt durch das Teilraumschema aus Abbildung 2.5. Da bei
der Losung der Black-Scholes Gleichung feinere Gitterstrukturen hauptséchlich am
Knick der Payoff-Funktion benétigt werden, werden adaptive Diinngitterstruktu-
ren mit steigender Anzahl von Assets immer wichtiger, da im reguldren Fall sonst
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die Levelanzahl zu stark erhoht werden muss. Neben der Gitterkonstruktion ist es
im hoher-dimensionalen Raum auch immer schwieriger die Payoff-Funktion genau
zu interpolieren, weil der Knick d — 1-dimensional ist. Dies lasst sich bereits bei
den 3d Ergebnissen, weiter unten dargestellt, erkennen.

Neben diesen grundlegenden FEinstellungen sollen die Erkenntnisse aus den
zwei-Asset Tests beriicksichtigt werden: So werden nur noch Gitter mit log-
transformierten Koordinaten verwendet und die entsprechenden Adaptivitatspa-
rameter werden (leicht verdndert) iibernommen. Deren Anpassung wird wegen der
beschriebenen Anpassung des max. reguliren Levels und der Konstruktion des
Diinngitterraums notwendig. So wird das max. Startlevel der adaptiven Test auf 9
begrenzt und die Schwellwerte der Gitterverfeinerungen und Vergréberungen an-
gepasst. Da nun weniger Gitterpunkte zu Beginn vorhanden sind, werden etwas
aggressivere Verfeinerungseinstellungen und weichere Vergroberungseinstellungen
gewahlt: Der Schwellwert der Verfeinerungen sinkt auf 107° und der Schwellwert
der Vergroberung steigt auf 1077, Die Anzahl der initialen Verfeinerungen bleibt
fixiert auf 4. Zahlreiche Tests haben gezeigt, dass dieses Vorgehen im Allgemei-
nen zu besseren Ergebnissen fiihrt als z.B. die Verwendung eines héheren max.
Verfeinerungslevels. Die Einstellungen der gewichteten Verfeinerung wurden im
Vergleich zu den zwei Asset Optionen nicht veridndert.

Die Parameter der stochastischen Prozesse lauten wie folgt:

0.1 0.2 1.0 —-0.7 —=0.1
i = 0.02 s g; = 0.3 s Pij = —0.7 1.0 0.1 N
0.04 0.4 —0.1 0.1 1.0

und als risikoloser Zinssatz wurden wieder 5% gewahlt.

Die fiir diese Konfiguration erreichten Parameter sind in den Tabellen 3.7 und 3.8
angegeben. Es ist gut zu sehen, dass durch die kleinen Anpassungen der Adapti-
vitdtseinstellungen zum zwei-Asset Fall vergleichbare Ergebnisse erreicht werden
konnen. So zeigt sich wieder im Falle der Put Option, dass durch die Verwendung
der gewichteten Adaptivitdt ein wenig mehr als ein Zehntel der Freiheitsgrade
(274431 vs. 40081) ausreichen, um die Option mit einem halb so groken relativen
Fehler zu 16sen. Weil dadurch wieder deutlich weniger Zeit zum Losen benotigt
wird, werden fiir diese Félle die ()-Mafke angegeben. Ebenfalls aus diesem Be-
trachtungswinkel kann erneut die Vergleichbarkeit zu den zwei Asset Optionen
hergestellt werden. Der Faktor zwischen dem @-Wert fiir regulire und adaptive
Gitter sinkt allerdings im Vergleich zur zwei-Asset Option deutlich spiirbar auf
ca. 130. Hier schlégt der bereits angesprochene 2-dimensionale Knick in der Start-
bedingung der drei Asset Option zu Buche, der eine Losung auf noch gréberen
Gittern schwieriger macht.

Um die Analyse der drei-Asset Optionen abzuschliefsen, soll das Konvergenzver-
halten aus den Tabellen 3.7 und 3.8 zusétzlich in den Abbildungen 3.14 und 3.15

67



3. Adaptivitit bei der Lésung der Black-Scholes PDE

Level | [lef| llel| L, #GP | tin [s] | Q(llells) | Qlle]|r,)
2 2.61005 0.623917 7] 0.031 - -
3 1.85397 0.6742 31| 0.068 - -
1 0.352268 | 0.038854 111 | 0.307 - -
5 0.0913812 | 0.0131712 351 | 1.505 - -
6 0.0398136 | 0.0148387 1023 | 6.239 - -
7 0.0721545 | 0.0339802 2815 | 21.92 . .
8 0.0289888 | 0.00812017 7423 | 75.48 - -
9 0.0580644 | 0.0269943 18943 | 265.5 - -
10 | 0.0228643 | 0.0122212 47103 | 1078 - -
11 | 0.00324796 | 0.00129236 | 114687 | 4418 - -
12 | 0.00299958 | 0.000797527 | 274431 | 18100 | 14904703 | 3962856
S.-Level | |lef|o llel| L, #GP | tin [s] | Q(llells) | Qlle]lr,)
2 1.53913 1.32487 26 | 0.088 - -
3 0.533623 | 0.450835 297 | 1.84 . .
4 0.187721 | 0.12573 1492 | 16.86 - -
5 0.0840141 | 0.0492579 4670 | 742 - -
6 0.034041 | 0.0185497 11999 | 229.4 . .
7 0.00631436 | 0.00302543 | 28390 | 739.8 - -
8 0.00413005 | 0.00106899 | 63318 | 2806 - -
9 0.00163452 | 0.000218293 | 131173 | 8599 | 1843760 | 246237
2 1.20181 0.84073 16 | 0.06 - -
3 0.597391 | 0.475388 194 | 0.84 - -
1 0.199091 | 0.0366465 492 | 3.56 - -
5 0.0799685 | 0.0489208 1692 | 21.66 - -
6 0.0157646 | 0.00428461 3859 | 61.24 - -
7 0.00751164 | 0.00442182 9018 | 166.3 - -
8 0.00538188 | 0.00166269 | 19389 | 446.7 - -
9 0.00188739 | 0.000418312 | 41588 | 1567 122979 27256

Tabelle 3.7: 3d Call Option, log-transformierte Koordinaten: Relative Fehler, (mitt-
lere) Gittergrofen und Laufzeiten fiir regulére Diinne Gitter fiir die Level 2-12
(oben). Ergebnisse fiir adaptive Gitter stehen in der unteren Tabelle fiir Startlevel
2-9; normale Adaptivitit (Mitte), gewichtete Adaptivitdt (unten).

veranschaulicht werden. Hier zeigt sich, dass im Vergleich zur zwei Asset Opti-
on, im Falle der regulidren Gitterstrukturen deutlich mehr Gitterpunkte benétigt
werden, um eine gute Konvergenzrate zu erlangen. Jedoch ist der Konvergenzplot
fiir viele Freiheitsgrade immer noch verhéltnisméafig ,,unruhig®. Dies ist auf die be-
reits angesprochenen Eigenschaften der Diinngitterraumkonstruktion zuriickzufiih-
ren. Ebenfalls zeigt der Verlauf der Kurven der adaptiven Gitter, dass die kleinen
Anpassungen der Adaptivititseinstellungen zu einem glatten Verlauf der Konver-
genzkurve fithrt. An dieser Stelle muss drauf hingewiesen werden, dass fiir den
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Level | [lef| [lel] s #GP | tin [s] | Qllells) | QlellL,)
2 3.64007 1.14717 71 0.042 - -
3 0.398491 0.243738 31| 0.062 - -
4 0.98639 0.185131 111 | 0.328 - -
5 0.332946 0.0829119 351 | 1.78 - -
6 0.102867 0.0343827 1023 | 8.67 - -
7 0.226654 0.0596487 2815 | 35.72 - -
8 0.0480036 | 0.0149928 7423 | 122.1 . ;
9 0.142295 0.065064 18943 | 441.5 - -
10 | 0.0936035 | 0.0326639 47103 | 2113 - -
11 |0.0136698 | 0.003727 114687 | 8847 - -
12 | 0.0068063 | 0.00142353 | 274431 | 32040 | 61527299 | 12868365
S.-Level | ||ef|o [lel] L, #GP | tin [s] | Q(llells) | Qle]]L,)
2 4.76836 1.69234 26 | 0.093 - -
3 1.55331 0.540424 297 | 2.58 - -
4 0.22955 0.140461 1490 | 25.15 - -
5 0.199973 0.0875549 4661 | 118.59 - -
6 0.119184 0.0414448 11960 | 407.99 - -
7 0.0173646 | 0.00628273 | 28090 | 1325.8 - -
8 0.00536064 | 0.00142746 | 62391 | 5328 - -
9 0.000801879 | 0.000209575 | 128059 | 16412 | 1685313 | 440465
2 117204 1.54341 16 | 0.057 - -
3 0.928456 0.34812 154 | 1.0 . -
4 0.757758 0.117525 192 | 5.35 - -
5 0.300651 0.100064 1601 | 33.9 - -
6 0.0732887 | 0.0115867 3855 | 107.5 - -
7 0.0351403 | 0.0121343 8946 | 310 - -
8 0.0111547 | 0.00393551 | 18985 | 820.4 - -
9 0.00382783 | 0.00121391 | 40081 | 3012 462160 | 146564

Tabelle 3.8: 3d Put Option, log-transformierte Koordinaten: Relative Fehler, (mitt-
lere) Gittergrofen und Laufzeiten fiir regulire Diinne Gitter fiir die Level 2-12
(oben). Ergebnisse fiir adaptive Gitter stehen in der unteren Tabelle fiir Startlevel
2-9; normale Adaptivitdt (Mitte), gewichtete Adaptivitdt (unten).

drei-dimensionalen Fall (wegen des deutlich erhohten Rechenbedarfs) keine Para-
meterstudie durchgefiihrt worden ist. Die langwierige Durchfiihrung einer solchen
konnte unter Umstédnden noch bessere Ergebnisse bei der Verwendung von ad-
aptiven Diinnen Gittern erlauben. Da die jetzigen Resultate bereits eine enorme
Steigerung bedeuten und der Raum unter der Verwendung der aktuellen Einstel-
lungen schon recht genau diskretisiert wird, liegt die Annahme nahe, dass andere
Einstellungen nur noch minimale Verbesserungen zulassen kénnen und es ist somit
fraglich, ob der enorme Aufwand einer Parameterstudie rentabel ist. Zusétzlich zu
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dem hier durchgefiihrten, recht systematischen Abklopfen der Adaptivitdtsparame-
ter, sind zahlreiche Tests ,,ins Blaue® gemacht worden. Mit einem dieser Frgebnisse
war es z.B. moglich, in etwas geringerer Zeit auf gut 30000 Gitterpunkten den Put
mit gleichem relativen Fehler wie auf dem reguldren Gitter mit 12 Level zu bewer-
ten (6 -1072%). Allerdings besa® das Gitter aufgrund der groferen Fehlernorm ein
schlechteres )-Mak. Im Falle dieser Ausfithrung wurden leicht abgeédnderte Ein-
stellungen gewdhlt: Das max. Level war um eins gréfser als das Startlevel gewéhlt
und es wurden 5 inititale Verfeinerungen durchgefiihrt. Durch dieses Beispiel wird
nochmals deutlich, wie schwierig die Wahl der ,optimalen“ Parameter ist, da es
zum Einen mehrere Grofsen gibt, fiir die optimiert werden kann und zum Ande-
ren alle Moglichkeiten im drei-dimensionalen Raum nicht schnell durchgerechnet
werden kénnen.
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Abbildung 3.14: Konvergenz der 3d Call Option: Vergleich von reguldren und ge-
wichteten adaptiven Gitterstrukturen mit log-transformierten Koordinaten.

3.3.4 Hoher-dimensionale Baskets

Nach der ausfiihrlichen Behandlung der zwei und drei Asset Optionen wird nun
auf Optionen mit mehr als drei Assets eingegangen. Diese sind z.B. interessant,
fiir global importierende oder exportierende Unternehmen, wie in der Automobil-
oder Unterhaltungselektronikbranche. Fiir ein gutes Geschiftsergebnis bendtigen
sie optimale Wechselkurse und kénnen zum Hedging dieser eine Basket-Option auf
mehrere verschiedene Fremdwéihrungen abschliefen.

Es hat sich in den Abbildungen 3.14 und 3.15 bereits gezeigt, dass die Konvergenz
fiir regulire Gitter bei drei-Asset Optionen spiirbar abnimmt. So bestitigen die
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Abbildung 3.15: Konvergenz der 3d Put Option: Vergleich von regulidren und ge-
wichteten adaptiven Gitterstrukturen mit log-transformierten Koordinaten.

Konvergenzbetrachtungen fiir vier und fiinf Underlyings in den Abbildungen 3.16
und 3.17 diesen Eindruck. Es ist klar, dass solche Ergebnisse nicht mehr als Refe-
renzwerte fiir die Bewertung der adaptiven Gitterstrukturen herangezogen werden
konnen. Aus diesem Grund wird zur Bewertung der Lésung mittels adaptiven Diin-
nen Gittern auf den punktuellen Vergleich mit einer Monte Carlo Simulation mit
101° Pfaden ausgewichen, wie sie in Anhang A angegeben ist.

Fiir die Konvergenzanalysen aus Abbildungen 3.16 und 3.17 und den noch zu erlau-
ternden adaptiven Tests wurden im Fall vier Asset Optionen folgende Parameter
der stochastischen Prozesse gewihlt:

0.05 0.4 1.0 01 —04 02
o005 o025 (o1 10 03 -01
Fi=toos|> 2T los|> P4~ |-04 03 10 00
0.05 0.4 02 —01 00 1.0

Fiir die fiinf Asset Optionen fiel die Wahl auf:

0.05 0.4 1.0 01 -04 02 0.1
0.05 0.25 01 1.0 03 —01 0.0
w=1005), a=[03], py;=[-04 03 10 00 02
0.05 0.4 02 -01 00 10 —0.7
0.05 0.35 0.1 00 02 -07 10

Wie zuvor wird fiir alle Bewertungen ein risikoloser Zinssatz von 5% angenom-
men.
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Abbildung 3.16: Konvergenzverhalten von 4d Call und Put Optionen auf reguliren
Diinnen Gittern. Es ist keine nennenswerte Konvergenz bis Level 9 zu erkennen.
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Abbildung 3.17: Konvergenzverhalten von 5d Call und Put Optionen auf reguliren
Diinnen Gittern. Es ist keine nennenswerte Konvergenz bis Level 8 zu erkennen.

Auch fiir die hier behandelten hoher-dimensionalen Félle miissen die Adaptivi-
tatseinstellungen angepasst werden. So bleibt der Schwellwert der Verfeinerung
bei 1079 und der Schwellwert fiir die Vergréberung bei 1077, Jedoch #ndern sich
die Start- und max. Level sowie die Anzahl der initialen Gitterverfeinerungen. Da
durch den Vergleich mit Monte Carlo Simulationen nicht mehr die Norm auf ei-
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nem Testgebiet () berechnet werden kann, ist es hilfreich, das Verfeinerungsgebiet
der initialen Gitterverfeinerung enger zu wahlen. Da als Vergleichsstelle der Punkt
K=1,..,1 € R d € {4,5} gewihlt wird, bleibt der Erwartungswert p"¢/"¢ = 1
der Verfeinerung-Normalverteilung unveridndert. Das verkleinerte Verfeinerungsge-
biet wird durch eine geringere Standardabweichung von o"/™¢ = (.15 realisiert. In
Tests hat sich gezeigt, dass eine noch kleinere Standardabweichung zu schlechteren
Ergebnissen fiihrt. Dies hingt mit der abermals gewédhlten Losungsgebietsgrofe
von Q = [0,7]%,d € {4,5} und der Diinngitterstruktur auf den doch recht nied-
rigen Startleveln zusammen: Wird die Verfeinerungs-Standardabweichung hier zu
klein gewdhlt, so sind nicht geniigend Gitterpunkte im Betrachtungsbereich der
Verfeinerungs-Normalverteilung vorhanden, um eine adaquate Verfeinerung des
Gitters zu realisieren. Unter Umstanden ist es ndtig, fiir die hoher-dimensionalen
Fille von den getroffen Annahmen abzuweichen und z.B. eine initiale Gitterverfei-
nerung mit einer verdnderlichen Verfeinerung-Normalverteilung zu implementie-
ren. Da dies allerdings sehr ausfiihrliche und langwierige Tests zur Folge hitte und
somit den Rahmen dieser Arbeit sprenge wiirde, wird eine solche Implementierung
an dieser Stelle nicht betrachtet.

Fiir die vier-Asset Option muss im Fall der normalen Adaptivitdt der Start- und
max. Level auf 6 gesenkt werden, damit die entsprechende Black-Scholes Gleichung
in noch angemessener Zeit geldst werden kann. Wird hingegen die gewichtete Ad-
aptivitit verwendet, so konnen wieder héhere Start- und max. Level verwendet
werden (bis max. 7). Im Gegenzug wurde fiir beide Varianten die Anzahl der initia-
len Verfeinerungen auf 5 angehoben, um eine bessere Auffiillung dieser niedrigeren
Level zu erreichen. Die erzielten Ergebnisse mit diesem Vorgehen sind in Tabelle
3.9 gezeigt. Hier zeigt sich fiir beide Arten der Adaptivitit Konvergenz. Allerdings
wachsen die Gitter mit Standard-Adaptivitdt rasant an. Dies héngt erneut mit
der Beschaffenheit der Payoff-Funktion zusammen. Hier liegt ein 3-dimensionaler
Knick vor, der auf dem gesamten Losungsgebiet {2 verfeinert wird. Interessant
ist auch die Entwicklung der gewichteten adaptiven Gitterstrukturen. So zeigen
sich die Werte fiir Startlevel 6 als Ausreifser: Es wird nur eine geringe Anzahl zu-
sitzlicher Punkte erstellt. Der Grund hierfiir sind vermutlich bereits beschriebene
Diinngittereffekte auf Level 6. Allgemein lasst sich an allen adaptiven Berechnun-
gen fiir die vier Asset Optionen ablesen, dass alle Berechnungen im Bereich 10~7
ablaufen, da keine spiirbare Gitterverkleinerung wihrend des Losens erfolgt.

Bei der fiinf-Asset Option werden sofort die Auswirkungen von dieser Beobachtung
deutlich: Das Losen der Optionen auf Gittern mit Standard-Adaptivitdt wiirde
mehrere Tage (bei paralleler Ausfithrung auf heutigen High-End Workstations mit
zwei Hexa-Core CPUs) in Anspruch nehmen. Aus diesem Grund wird hier nur die
gewichtete Adaptivitdt behandelt. Da selbst diese bei den bis jetzt verwendeten
Einstellungen zu viel Rechenzeit benétigen wiirde, werden Anpassungen vorge-
nommen, die bereits bei der drei-Asset Option am Rande angeklungen sind. So
wird hier das max. Level ein Level hoher als das Startlevel gewdhlt und es werden
7 initiale Gitterverfeinerungen durchgefiihrt, um ein hinreichend fein-maschiges
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S.-Level ‘ gew. Adap. ‘ MC g ‘ #GP ‘ tin [s]
Call
2 N 0.0973468 80| 1.04
3 N 0.0336638 1970 | 81.5
4 N 0.0093738 | 14330 | 711.7
Y N 0.0024121 | 53873 | 4901
6 N 0.0023109 | 160712 | 22149
2 J 0.0361128 27| 0.23
3 J 0.0615028 97 | 1.19
4 J 0.0053298 749 | 25.29
5 J 0.0017485 3262 | 181.7
6 J 0.0049143 8719 | 522.1
7 J 0.0003443 | 24538 | 1852
Put

2 N 0.0274410 80 | 1.19
3 N 0.0065009 1970 | 98.17
4 N 0.0015213 | 14321 708
5t N 0.0018154 | 53819 | 4920
6 N 0.0019739 | 160587 | 22422
2 J 0.028147 27| 0.25
3 J 0.0105549 97 | 1.25
4 J 0.0043438 749 | 30.2
5 J 0.0032023 3263 | 190.3
6 J 0.0052798 8720 546
7 J 0.0002715 | 24495 | 1813

Tabelle 3.9: 4d Optionen, log-transformierte Koordinaten: Ergebnisse im Vergleich
zu einer Monte Carlo Simulation derselben Option. N: normale Adaptivitit, J:
gewichtete Adaptivitat.

Gitter, bei doch recht niedrigem Startlevel, zu erhalten. Es ist das erwidhnte Phé-
nomen, dass falls die Gitter zu grob sind, nicht hinreichend viele Punkte bei einem
fixen Schwellwert fiir die Verfeinerung erzeugt werden, feststellbar. So sind fiir
beide Optionen die Abweichung zur Monte Carlo mit einem Startlevel kleiner 5
nicht zufriedenstellend klein. Tabelle 3.10 zeigt die berechneten und sehr guten
Ergebnisse.

Aus den beiden Ergebnistabellen wird deutlich, dass die (gewichteten) adaptiven
Diinnen Gitter in puncto Genauigkeit zu Monte Carlo Simulationen vergleichbare
Werte liefern konnen und zusétzlich noch die bereits beschriebenen Vorteile aufwei-
sen. Allerdings wird dies mit sehr hohen Losungszeiten ,erkauft®. Diese steigen auf-
grund der Rekursion des benétigten Up/Down Schemas im hoher-Dimensionalen
extrem an. Da ein Einsparen von weiteren Gitterpunkten zu schlechteren Ergebnis-
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S.-Level ‘ MC g ‘ #GP ‘ tin [s]

Call
2 0.0703552 91 | 4.80
3 0.0966638 291 | 23.91
4 0.0151622 700 | 74.75
5 0.0015479 | 39041 | 14693
6 0.0003137 | 89856 | 46090
Put
2 0.0180346 91 | 5.89
3 0.0221329 291 | 25.52
4 0.0213167 700 | 80.16
5 0.0027057 | 39039 | 14540
6 0.0003485 | 89872 | 46870

Tabelle 3.10: 5d Optionen, log-transformierte Koordinaten: Ergebnisse im Ver-
gleich zu einer Monte Carlo Simulation derselben Option.

sen fiihrt, muss man, um die Losungsqualitit zu erhalten, das Problem von seiner
algorithmischen Seite aus beleuchten. Hierzu werden bereits bei den hier gezeigten
Ergebnissen Parallelisierungsansitze verwendet, die in Kapitel 4 ausfiihrlich er-
lautert werden. Im letzten Unterabschnitt dieses Kapitels, Abschnitt 3.4, wird ein
Ansatz zur Losungszeitsenkung basierend auf dem verwendeten iterativen Losers
(BiCGStab) vorgestellt. Dieses Verfahren fand ebenfalls bei der Bewertung von 4d
und 5d Optionen Anwendung. So wurden im Fall der vier-Asset Optionen max.
160 Iterationen und max. 180 Iterationen im Falle der fiinf-Asset Optionen pro
Zeitschritt ausgefiihrt.

Analog zu den anderen betrachteten Baskets wird der aktuelle Abschnitt mit Kon-
vergenzabbildungen fiir das vier Asset (Abbildung 3.18) und fiinf Asset Basket
(Abbildung 3.19) geschlossen. Hierbei werden in beiden Féllen die Losungen der
gewichteten adaptiven Gitter verwendet. Allerdings wird nun nicht der relative
Fehler auf dem Testgebiet (21 sondern die Abweichung vom Wert der Monte Carlo
Simulation als Fehlermafs auf der y-Achse aufgetragen. Beide Plots zeigen ein zu
den vorherigen Abbildungen vergleichbares Bild und verdeutlichen nochmals im
direkten Vergleich zu den Abbildungen 3.16 und 3.17, dass mit Hilfe von adapti-
ven Diinngitterstrukturen hoch-dimensionale PDEs mit einer guten Genauigkeit
gelost werden konnen. Eine Angabe der ()-Mafe ist an dieser Stelle nicht mehr
sinnvoll, da keine Vergleichsmessungen auf reguldren Gittern existieren.
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Abbildung 3.18: Konvergenzverhalten von 4d Call und Put Optionen auf gewich-
teten adaptiven Diinnen Gittern. Es sind deutliche Vorteile fiir die Gitter mit
gewichteter Adaptivitdt erkennbar.
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