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1. Einfuhrung

Fur viele Anwendungslereide der Ingenieurwissensaften und der Physik ist die Be-
streibung desVerhaltensvon Fluiden und Festkerpern und ihrer Interaktion von we-
serilichem InteresseIm Masdinenbau, im Bauwesen,bis hin zur Medizin, weare essehr
neitzlich, das gekoppelte Verhalten von Fluid-Struktur-Szenarien realistish simulieren
zu kennen. Eine besondereHerausforderungstellt dabei die Problematik dar, die in der
Realitat simultan auftretendenVorgangezur algorithmischen Behandlungin eine Reihe
von Einzelsdritten zu zerlegen.

DieseArb eit besdaftigt sich mit der Anwendungeinescade-optimalenFinite-Elemert-
Algorithmus auf einfade Fluid-Struktur-W edselwirkungenim Zweidimensionalen.

In Kapitel 2 erlautern wir einige Grundlagender Stremungs-und Festkerpermedtanik.
Das Verstandnis der physikalisdhen Zusammenimngeist wichtig fer die korrekte Imple-
mertierung einesnumeristien Lesers.Au erdem bestreiben wir kurz unserenAnsatz
der Kopplung von Fluid- und Strukturb erecinung.

Ansdhlie end stellt Kapitel 3 die Grundzeige der Cache-Optimalitat dar. Ausgehend
von den diversenArb eiten der Peano-Arbeitsgruppe desLehrstuhls Zengerbestireiben
wir die grundlegendeldee der cade-optimalen Implemertierung mittels raumfellender
Kurven.

Kapitel 4 erthalt die wesetlichen algorithmischen Grundlagen unseresAnsatzes zur
Lesung der zeitabhangigeninkompressiblenNavier-Stokes-Gleitungen. Vor allem die
raumliche Diskretisierung eber Finite Elemene stehlt dabei im Mittelpunkt.

Die numeristien ErgebnisseversdiedenerSzenarienwerdenin Kapitel 5 diskutiert. Nach
der Bestireibung zweier einfadher Testflle vergleihen wir unsereDaten fur die Stufen-
stromung sowie die stationare und instationare Zylinderumstremung mit numerisdien
und experimertellen Referenzverten aus der Literatur.

Sdlie lic h geben wir in Kapitel 6 eine kurze Zusammenfassungler wichtigsten Ergeb-
nissesowie einen Ausblick auf sinnvolle Erweiterungsneglichkeiten.

Ich medhte mich an dieserStelle recht herzlich bei allen Personenbedanken, die direkt




1. Einfuhrung

oder indirekt zum GelingendieserArb eit beigetragenhaben:

Ganz besondererDank sdulde ich Prof. Dr. Christoph Zenger,der mich stets geduldig
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2. Physikalische Grundlagen

DiesesKapitel besdireibt grundlegendephysikalische Zusammenmngeund Gleichungen
in Bezugauf das Verhalten von Fluiden und Festkerpern. Wir leiten zunadst die typi-
sthe Eulerse Form der inkompressiblenNavier-Stokes-Gleitiungen her. Anscdlie end
erlautern wir die mathematisde Modellierung desVerhaltensvon Festkerperstrukturen.
Sdlie lic h stellenwir unserenAnsatz der Kopplung der beidenModelle zur Simulation
der Fluid-Strukur-W edhselwirkungendar.

2.1. Kontinuums-Mechanik

Im folgendenAbsdnitt wollen wir einige grundlegendeAnnahmen und Betrachtungs-
weisenbei der mathematishien Modellierung von medanisden Vorgangenin Fluid und
Festkerper erlautern. Dabei verwendenwir eine verbreitete Formulierung der Kontinu-
umsmedtbanik, wie sie beispielsveiseaud in [Salercon 02] oder [Wall 99] zu nden ist.

Unter Fluiden werdenwir im weiteren Verlauf vor allem Flessigleiten oder Gaseverste-
hen, also Material, dasim Gegensatzzu Festkerpern sehrleicht deformierbarist. Diese
Unterscheidung ist naterlich nicht immer leicht zu tre en, wenn man beispielsweisean
Phasembergangebei Temperaturanderungendenkt. In vielen Fallen hat man esjedoch
mit ,,einfacen” Fluiden zu tun, etwa bei Stremungsurtersuchungenim Medium Wasser
oder Luft bei normalen Temperaturen.

2.1.1. Allgemeine Annahmen

Eine Basis-Annahme die der physikalischen Modellierung von makroslopis¢en Phano-
menensaonvohl von Fluiden als auch von Festkerpern zugrundeliegt, ist die Hypothese
der kontinuierlichen Verteilung des Materials im betrachteten Volumen. Anders als bei
Untersuchungenim mikroskopisten oder gar atomaren Bereidh, ist hierbei das globale
Verhalteneinersehrgro en Anzahl von Molekellen interessam, die ein gewisses,kleines”
Volumenfullen. Deshalbverzicdtet man auf eine Modellierung desMaterials als Summe
von einzelnenMolekellen, sondernnimmt an, dassder Sto quasigleichverteilt an jedem
geometrisbien Punkt existiert. DiesesVorgehenist kennzeitinend fer die sogenante
Kontinuumsmeabanik (vgl. beispielsweise[Salercon 02)).




2. PhysilalischeGrundlagen

Bei Stromungswrgangengibt eszwei grundlegendeArten: Kompressibleund inkompres-
sible Stromungen.Der wesetlic he Unterscied besteht in der Meglichkeit, dasFluid ohne
gro en Kraftaufwand zu relevanten Volumemanderungenbewegenzu kennen (kompres-
sibler Fall) oder nicht (inkompressiblerall). Dabeiist wichtig, dassdiesnicht unbedingt
nur eine Eigensbaft desFluids, also des Materials, ist, sondernvon der betrachteten
Situation abhangt. Wie in [Batchelor 67] aufgezeigt,gibt esdurchausauch Situationen,
in deneneigenlich kompressibleMedien, wie z.B. Luft, inkompressilel stremen. Der
wichtigste Spezialfall ist aber naterrlich die Annahme von Fluiden mit unveranderlicher
konstarter Dichte. Wir werdenuns bei allen in dieserArbeit folgendenBetrachtungen
stets auf den Fall inkompressiblerlaminarer Stremung bes@iranken.

2.1.2. Betrachtungsw eise nach Euler und Lagrange

Es gibt bei der Besdireibung von kontinuumsmetanisden Vorgangen zwei Herange-
hensveisen,die verknepft sind mit der Trennung von Untersuchungenvon Festkerpern
und Fluiden. Es sind dies die Betrachtungsweise nach Lagrange bzw. Euler, die sich
durch die Situation desBeobadtters unterscheiden.

Bei der Lagrangeschenoder auch materiellen Darstellung der Mecdhanik ist der Beob-
adhter gleithsammit einembetrachteten Partik el verbunden,folgt ihm wahrend der ge-
santen Bewegungund nimmt dabei die evertuellen Veranderungender Zustande wahr.
Typischerweisewerdenso Vorgangeder Festkerpermedhanik besdirieben, wobei man oft
von insgesarh kleinen Veranderungen(z.B. Verstiebungen)ausgeh

Im Gegensatzdazu oriertiert sich die Eulersche oder raumliche Betrachtungsweisean
einem festen Kontrollv olumen. Der Beobaditer betrachtet die Vorgange quasi durch

ein festesFenster (im konkreten Fall etwa das eines Windkanals) und halt fest, wie
sicdh die Zustande desKontrollv olumensewertuell verandern. Es ist dabei eherunerheb-
lich, welcheskonkrete Partik el sich zu einembestimmten Zeitpunkt im Kontrollv olumen
be ndet. So kann man auch gro e Veranderungenund Bewegungenbestireiben. Die-
se Betrachtungsweise ndet man typischerweisein der klassisbien Fluidmedhanik (vgl.

[Lasthka et al. 01], [Panton 96]).

Beispielsveise ist es weniger wichtig, was ein bestimmtes Luftteilchen bei der Um-

stromung einesTrag egelsweit vor oder weit hinter dem Trag egel madct, wohingegen
der Partik elein uss am Flegel direkt zu jeder Zeit von gro er Bedeutungist.

Eng verkneipft mit den beiden dargestellten Betrachtungsweisensind die Begrie von
Bahnlinie und Stromlinie. Eine Bahnlinie sind all diejenigenRaumpunkte, die im Lau-
fe der BewegungeinesPartik els von diesemeuberstrichen werden. Mit der Bahnlinie ist
somit die Lagrangeshe Betrachtungsweiseassoziiert.Dagegerist die Stromlinie als Inte-
gralkurve desGesdwindigkeitsfeldeszu einembestimmten Zeitpunkt mit der Eulersden
Betrachtungsweiseverknepft. Hier werdenja Positionenvon versdiedenenPartik eln bei
xer Zeit beracksichtigt.




2.2. ModellierungnkompessibleiStromungen

Die De nition von Bahnlinie und Stromlinie ist feir einemstationaren Stremungszustand
aquivalent.

2.2. Modellierung inkompressibler Stremungen

Um Fluidstremungen zu bestireiben, verwendet man fer deren Verhalten das mathe-
matische Modell der Navier-Stokes-Gleitiungen. Im Folgendenwird diesesSystempar-
tieller Di erentialgleichungen fer inkompressibleStremungen kurz hergeleitet. Davon
im Detail abweichende Zugange nden sich unter anderemin [Doneaet al. 03] oder
[Griebel et al. 95], dort sind audh Inkompressibilimt und Energieerhalt beracksidctigt
sind.

Zielist die instationare Stremungshestireibungferr ein Fluid in einembestimmten Gebiet
RY; d = 2;3innerhalb einesgewisserZeitintervalls [to; T] IR. Der Rand @ von
wird im Folgendenhau g auch mit  bezeitinet.

2.2.1. Das Reynoldsche Transporttheo rem

Fur die Herleitung der Navier-Stokes-Gleitiungen benetigen wir als Hilfsmittel das so-
genanrie Reynoldsde Transporttheorem. DiesesTheorem besdireibt die totale Zeitab-
leitung eineszeitabhangigenintegrals eber einenzeitabhangigenstetigen Integrandenf .
In [Gamnitzer 04] wird das Theorem schen motiviert, mehrereBeweisarten nden sich
beispielsweisein [Salercon 02]. Mathematisch stellt sich dasReynoldste Transporttheo-
rem folgenderma endar

z z |

% f(x;t)dx = @%’ v dx + [rf u+f(r u]dx (2.1)
t Z t c - Z t c

- @%’ D gy + div focuct) dx (2.2)

t c t c

Dabei bezeitinet . ein konstartes Volumen, das zum Zeitpunkt t geradeidentisch ist
mit dem zeitlich veranderlichen Volumen . Zur Vereinfahwung der Notation werden
wir dieseldertit at in Zukunft weglassenFerner stellt u(x;t) : [to;T] ! RY die
vektorielle Gestwindigkeit des Fluids zum Zeitpunkt t am Ort x dar, die als stetig
di erenzierbar vorausgesetztwird.

Die recthte Seitevon Gleichung (2.2) besteh auszwei Teilen: Rt % dx besdireibt die
VeranderungdesIntegrals als Funktion der £git bei festgehaltenemVolumen o
wohingegender sogenante kornvektive Term t div f(x;t) u(x;t) dx die Integralva-
riation in Abhangigkeit vom konvektiven Transport desVolumens  darstellt. Falls der
Integrand f (x) unabhangigvon der Zeit ist, soverstwindet naterlich ersterer,falls das
Volumen stationar zum Zeitpunkt t ist, letzterer.
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Soll dasReynoldste Transporttheorem auf tensorielleGre en f hehererOrdnung ange-
wandt werden,sogilt (2.1) nach wie vor. In der Divergenzform(2.2) mussdann lediglich
die Multiplik ation durch ein Tensorpralukt ersetztwerden.Die Gelltigk eit dieserFormel
sieit man durch direktes Nachprefen mit Hilfe der doppelten Kontraktion ,\ ausder
Tensorrebnung:

dv(f u) = r(f u):ld = @(ka“) & :1d
:gk)uek;|:+f%li)ek:g
_ @gk) ue & e @+ @gf) & e @
- gk)uk+f% = rfou+f( u);

wobei wir die Einsteinsdhhe Summationslonvertion bei stummen Indizes verwenden.

Insgesam gilt also das Reynoldstie Transporttheorem fer tensorielle Integranden f
beliebigerOrdnung in der Form

Z Z Z

9 fxndx= @Y gt vt uct) dx (2.3)

dt t t @ t

2.2.2. Die Kontinuit atsgleichung

Eine grundlegendephysikalisthe Voraussetzungbei der Stremungskestireibung ist der
Massenerhaltinnerhalb einesbestimmten Volumensdarf sich wahrendder Zustandsande-
rung desFluids die Gesamimassenicht andern.

Mathematisch erfassenwir den Massenerhaltmit Hilfe der Integration der Dichte eber

das Volumen zu: g 7

dt
Wendenwir hier nun das Reynoldstie Transporttheorem (2.2) auf die linke Seite von
(2.4) fur die skalare Dichtefunktion an, so erhalten wir

_ Z
@%’ Daxs  div( 0chuat) de (2.5)

t t

(x;t)dx =0 (2.4)

t

0=

Nun gilt (2.5) nicht nur fur das Gesantvolumen , sondernaud fer jedesbeliebige
Teilvolumen ¢, sodassdie Gleichung nur erfellt sein kann, falls der Integrand selbst
bereits versdwindet

0= %+ div ( u):% + (r u): (2.6)




2.2. ModellierungnkompessibleiStromungen

DieseGleichung wird traditionell als Kontinuit atsgleidung bezeitinet.

Im Fall inkompressiblerStremung hangt die Dichte nicht von der Zeit ab. Deshalbver-
schwindet ihre totale Zeitableitung % an einerfestenPosition, sodassdie Kontin uit ats-
gleichung (2.6) folgendeGestalt annimmt:

ru=20: (2.7)

2.2.3. Die Impulsgleichung

Daszweite ferr unswichtige Erhaltungsprinzip ist dasder Impulserhaltung. Die Anderung

des Gesantimpulses des betrachteten Systemsmuss nadh dem zweiten Newtonsdien
Gesetzgleich der Summeder angreifendenKr afte sein:
d ‘ X

i@ (G tu(xt) dx=  Fay: (2.8)
t j

Dabei mussdiesevektorwertige Gleichung komponertenweiseinterpretiert werden.

Die von au en angreifendenKr afte lassensich in zwei Kategorien einteilen:

Volumenkr afte :
Krafte, die mber die Fluidgrenzenhinweg direkt im Inneren wirken. Typische Beispiele
dafur sind die Gravitation oder elektromagnetisbe Kr afte.

Oberfl achenkr afte :

DieseKr afte greifennur an der Ober adche desFluids an und werdendurch einenSpan-
nungstensor_ zweiter Stufe modelliert. Allerdings treten in einemFluid naterlich keine
edten Spanrungen auf, sondern molekularer Impulsaustausti. Der Begri des Span-
nungstensorswird aber hau g in Anlehnung an die Festkerpermedtanik beibehalten.

Wir verzichten bei unserenBeredinungen oft auf den Ein uss der Volumenkrafte g,
gelken sie hier aber der Vollstandigkeit halber mit an. Fur die angreifenderKr afte ergibt
sich dann folgendeFormulierung, auf die wir gleich den Satzvon Gau anwenden:
X Z Z
Fa; (x;t) g(x;t) dx + _(x;t) nds
i ~ t Z@ -
(x;t) g(x;t) dx + div(_(x; t)) dx; (2.9)

t t

wobei n den Vektor der au eren Normalen desVolumenrandesbhezeitinet.

Nun fehlt uns nur noch ein letzter Vorbereitungsshbritt, bewvor wir samtliche Anteile der
Impulsgleithiung zusammerhaben. Dazuwendenwir dasReynoldste Transporttheorem
(2.3) in tensorieller Form auf die zeitliche Impulsanderungan. Dabei stellt u nun als
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Vektor einen Tensorerster Stufe dar. So erhalten wir

d “ | @

— x;tu(x;t) dx =
i OaDueaD @
Setzenwir alle Bausteinezusammen ergibt sich die Impulsbilanz in integraler Form zu

z
« u)(x; t)y+div(u u)(x;t) dx= (1) g(x;t) + div(_(x;t)) dx

e [
(2.11)
Analog zur Kontinuitatsgleidung ist aud (2.11) fur beliebigeVolumina erfullt und mit
gereigenderGlattheit folgt die di erentielle Form deslmpulserhaltes

@( u)
@

Netzen wir nun die Berecinungswrsdirift fer die Divergenzvon Tensoren

(x;t)+div(u u)(xt) dx: (2.10)

() +div(u u)(xt)y= gixt) + div(_(x1)): (2.12)

r(u u):ld = Quie ue) e e &

div(u u) = Id &
— k
= guie‘uk + e'u + @kué
¢ @y e
=(ur)u =r u;

sawie die Kontin uitatsgleidcung (2.7), soerhalten wir sdlie lic h die Impulsgleicung fur
inkompressibleFluide in sogenanter Divergenzform

v+ @ U= gy + dv(_60): (2.13)

Bei der bisherigenHerleitung der Erhaltungssatze haben wir keine Recksicht auf die
Wahl des Fluidmaterials genommen.Dies wird jetzt in Form der De nition des Span-
nungstensors_nadgeholt, der die Ober achenkrafte im Fluid modelliert.

Wir werdenin dieserArbeit stets von sogenanten Newtonsten Fluiden ausgehendie
zwei Grundannahmengereigen:Isotropie und Linearitat. Dasbedeutet,dassSpannungs-
krafte im Fluid stetsin alle Ortsrichtungen gleich wirkenund der Spanrungstensoriinear
vom Gradient der Ges&windigkeit desFluids r u abhangt (vgl. [Lasdka et al. 01]). Ty-
pische Beispielevon Newtonsdien Fluiden sind Wasseroder Luft.

Deshalbstellt sich _ fur unsin folgenderForm dar

_ = pld+ Ir u+{§r u)T}: (2.14)

= 2'(u)

Der Spanrungstensorzerfallt alsoin einen nichtviskosenDruckanteil und einen Antell
"(u), derzusammemit der dynamisden Viskositat die Zahigkeit desFluids in linearer
Abhangigkeit von dessenGestwindigkeit modelliert.




2.2. ModellierungnkompessibleiStromungen

Mit unsererWahl von _ und der Beredhinungs\orsarift fer die Divergenzvon Tensoren
sowie unter Verwendungder Kontin uit atsgleidung (2.7) kennenwir nun die Impulsglei-
chung (2.13) explizit sdreiben als

@ @

@+ (ur)u = g+ div(Q) = g + @—k € !:g
@pie & 4 . @ru+(ruw’
= :1d 1
97 @« < @« © -
— @p « €) + @ @ G T i )
= —_—= — —¢€ €+ —¢€ ¢ e e €
g @ 0 @ @ @il !
@ @ ;, @ @
= + _— == &+ = = elA
g P l@k I @k @
= g—t d =0
= 9 rp+ u;
bezielungsweisenad Division durch die Dichte
%+(ur)u+}rp - u = g: (2.15)

Hau g wird auc die folgende Formulierung uber die kinematishe Viskositat = -
und den kinematischen Druck p = 2 verwendet

%+(u ryu +rp u=ugyg (2.16)

2.2.4. Die Navier-Stok es-Gleichungen in dimensionsloser Form

Will man bei experimertellen oder numeriscien Untersuchungenvon Stremungs\organ-
genErgebnisseauf realeSzenariereibertragen,sogreift man auf die dimensionsloséorm
der problenbesdireibenden Gleichungen zureick. Dadurch ist esmeglich, beispielsveise
gro e Abmessungerdurch kleinere,handhabbarereModelle zu ersetzen ohnedie Geiltig-

keit der Stremungsaussagenu verlieren. Man denke beispielsveisean den Flugzeugbau,
wo ein Windkanal fur Modelleim Ma stab 1:1 kaum realisierbarund auf alle Falle viel

zu kostspieligware.

Wichtig fer die Ubertragbarkeit von Ergebnisseneines Szenariosauf ein anderesist
der Begri der Ahnlichkeit. Geometristie Ahnlichkeit ist gegelen, wenn beide Male
dieselten Gre enverhaltnisse herrsen. Zwei Stremungslon gurationen hei en ferner
physikalisch ahnlich, wenn sie geometristt ahnlich sind und zudem durch die selben
dimensionsloserKennzahlenund Randbedingungenbestirieben werden.
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In diesemAbsdnitt werdenwir die dimensionslosd-orm der Navier-Stokes-Gleitiungen
ertwickeln. Ausgangspunktdafer ist die Impulsgleidcung (2.15).

Wir fuhren sogenante dimensionsloseGre en () ein, indem wir wichtige Variable auf
charakteristische Referenzverte ( ); beziehen:

X

X = I dimensionsloseOrt, (2.17)
u = % dimensionslosesestwindigkeit, (2.18)
p = (p p )% dimensionsloseDruck, (2.19)
t = % = tE—i dimensionsloseeit. (2.20)

Aufgrund der bekannten physikalischen Relation zwisthhen Gestwindigkeit, Ort und Zeit

gerugt es,in Abhangigkeit der jeweiligen Problemstellungzwei dieserdrei charakteristi-
sthen Gre en explizit zu wahlen. Die dritte ergibt sich dann automatisch.

Wir wahlenim Folgendendie Zeit T, als diesenReferenzvert, der somit in Gleichung
(2.20) wberu; und L, festgelegtist.

Bei der Wahl der Referenzge en verwendet man typische, im Problem verankerte kon-
stante Werte wie beispielsveise die mittlere Anstremgesbwindigkeit fer u; und Ka-
nallange oder Hindernisdurchmesserfer L, .

In Gleichung (2.15) ersetzenwir nun alsodie alten Gre en durch die neuendimensions-
losenGre en (2.17) - (2.20). Dabei meissenwir auch solde bereicksichtigen, nach denen
Termein der Gleichung abgeleitetwerden (z.B. t bei %). Dadurch erhalten wir

uz @ u? u? Us
L =+ 2 r + ——= =
Le TLW vt gy vt
und nach Multiplik ation mit t—;
1
@ L1
— 4+ (U r J)u +r u = —aq: 2.21
@ ( ) p Lo 29 (2.21)

In Gleichung (2.21) kennenwir nun die Koe zien ten vor dem Di usionsterm und dem
Volumenkraftarteil iderti zieren als die Kennzahlen

L L
Re = S R Reynoldszahl, (2.22)

ug

Fré =
L1

Froudezahl. (2.23)
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2.2. ModellierungnkompessibleiStromungen

Die Reynoldszahlbesdireibt dabei das Verhaltnis von Tragheitskraft zu Reibungskraft
in der Stremung, wohingegerdie Froudezahlangibt, wie sich Tragheitund Scwerearneil
zueinanderverhalten.

Damit erhalten wir die Impulsgleidiungenin dimensionloser~orm:

@ 1 1
— + r +r — = — 0 2.24
@ (u Ju p re U =z 9 (2.24)
Da die Kontinuitatsgleidwung (2.7) nur einenedten Term und die Null erthalt, kennen
wir sie unverandert auch fur die dimensionslosd-orm desSystemspartieller Di ern tial-
gleichungen ebernehmen:

rou=~ (2.25)
Hierbei wurde die dimensionslosd-orm von (2.7) lediglich mit dem Faktor l% 6 0
durchmultipliziert.

Wenn wir im Folgendendie dimensionsloserGleichungen (2.24) und (2.25) beneitzen,
werdenwir die Sternmarkierungweglassenum die Notation nicht unnetig zu verkom-
plizieren.

2.2.5. Randbedingungen

Ahnlich wie sdon die Navier-Stokes-Grundgleibungen in untersdiedlicher Form ge-
sdrieben werden kennen, gibt es eine Reihe meglicher Randbedingungenfer das zu
losendeStremungsproblem.Wir geben hier lediglich einen®berblick uber die Bedingun-
gen, die fur unserebetrachteten Problemevon Interessesind.

no-slip Bedingungen

Die grundlegendstenund einfachsten Bedingungensind die sogenanten no-slip Bedin-
gungen. Diese bestireiben eine feste Wandbegrenzungdes Fluids, an der die ersten
Fluidpartik el ,,festhangen” und sich weder normal noch tangertial zur Wand bewegen
derfen. Korrekterweise meisste man diese Bedingungenalso eigertlich ,,no-penetration
and no-slip" nennen.Das Fluid erbt an der Wand derenGestwindigkeit und man erhalt
mathematist Dirichlet-Randbedingungenfur die Gesdwindigkeit:

u(x;t) = w(x;t) auf [0;T]: (2.26)
Einlass-Bedingungen

Ahnlich wie bei no-slip verwendet man auch bei Einlassmndern (engl. inlet) Dirichlet-
vorgaben fur die Gesdwindigkeiten, also wieder (2.26). Insbesondereist hier nun ein

11



2. PhysilalischeGrundlagen

editer Gesdwindigkeitsarteil in Normalenrichtung vorhanden:u, = n u=n w 6 0.

Kraft-Bedingungen

DieseArt von Randbedingungenwird typischerweiseverwendet, wennman die tatsadli-
che physikalisthe Kraft auf eineRand ade oder einegute Naherungdafer vorliegenhat.
Eine Anwendungsneglichkeit ist beispielsveisedie Modellierung freier Ober achen. Die
Kraft-Bedingungen sind eng verbunden mit den Navier-Stokes-Gleitungen in Diver-
genzform(2.13):

@

—+ (U r)u =r

@ (ur)
Fer denkontinuierlichen Fall erhalt man darausdirekt die -F ormulierung (mittels Ex-
pansion des Spanrungstensorsund r  u = 0). Allerdings weisenz.B. [GreshoSani9g|
darauf hin, dassdie raumlich diskretisierten Formulierungen sich durchaus untersdei-
den.

Die Randworgabe von Kraften F lasst sich mathematisth dann folgenderma en aus-
drecken

n= ru+(u’ n pn=F; (2.27)

was sich fer geradeberandeteRander (bzw. ebeneRand achenin 3D) in

%+r Un pn=F (2.28)

umformulieren lasst.In Bezugauf die Gesdwindigkeit bedeutetdieseineNeumannrand-
bedingung.

Wir werdenderartige Probleme zwar nicht behandeln,sehenaber einendeutlichen Zu-
sammenhangmit denim Ansdluss besdiriebenenfreien Randern und Aus uss-Bedin-
gungen.

Freie Randbedingungen

Die Vorgabe von freien Randbedingungenan Randern, die quasi kenstlich entstehen,
ist komplizierter. Aufgrund der Notwendiglkeit einer Begrenzungdes Rethengebietsfer

die numeriste Simulation aud fur Falle, in denendasedte physikalische Problem (zu-
mindest beinahe)unbegrenztist, ergibt sich dasProblem der Vorgabe von Randwerten,
die nicht physikalisch begrandet sind. In der Literatur nden sich dafer verstdiedenste
Ansatze (vgl. beispielsveise[GreshoSani94] fur einenrelativ aktuellen Uberblick). Die
Fragenad den,,besten” oder auch nach den ,,richtigen” ist dabei noch nicht endgltig

12



2.2. ModellierungnkompessibleiStromungen

gebst. Sthwierigkeit und Lesungsansatzugleid ist dabei die Verbindung von Druck
und Gestwindigkeit mber die Inkompressibilimtsnekerbedingung(r  u = 0).

Stark verbreitet ist der Ansatz von Kraft- oder Pseudokrafttedingungen.Erstere sind
bereitsin (2.27) formuliert. Explizit ausgesierieben lauten die Gleichungenfur den Fall
geraderRanderin 2D dann

2 %” p = n F=F, Normalaneil (2.29)
@ . @, . .
_—+ = F = F Tangenialanteil. 2.30
( @ @ ) g (2.30)

Da man allerdingsin denwenigstenFallen die ette physikalisthe Kraft am freien Rand
kenrt, bietet sich eine Vereinfahung der Bedingungenan, indem man den Term (r u)'
vernadlassigt:

run pn = f: (2.31)

Die Gleichungen (2.29) und (2.30) verandern sich dann zu
@@” p = f, Normalanteil (2.32)
% = f Tangenialanteil, (2.33)

wobei f nun keine edhte physikalische Kraft mehr darstellt, sondernals Pseudokraftnur
mehr einenTeil davon reprasettiert.

Setzt man nun den tangertialen Pseudokraftareil in (2.33) auf Null, so erhalt man
direkt die Bedingung % = 0. Dies entspricht genauder Randbedingung wie sie bei-
spielsveiseaud in [Griebel et al. 95] fur den Aus uss bestirieben werden. Die zweite
dort verwendete Bedingung(% = 0) erhalt man allerdings nicht so direkt: Mit (2.32)
ergibt sich eine Koppelung von Druck und Normalanteil der Pseudokraft(p=f,).

Mit (2.31) erhalt man also Neumannrandkedingungenan die Gesd&windigkeiten.

Ein typischer Fall fur freie Randbedingungensind Aus ussrander (engl. outlet). Man be-
sitzt a priori kein Wisseneber dasLesungserhalten stromabwarts und medte dennach
eine Besdireibung des Verhaltensim abgeshnittenen Bereitt erhalten, die der realen
Lesungmeglichst gut ertspricht.

Kombination von Randbedingungen

Will man versdhiedene Typen von Randbedingungenkombinieren, so ist es netzlich,
sich zu vergegemwartigen, dassaufgrund der vektorwertigen Gleichungeneine Art Bber-
lappung von untersdiedlichen Randtypen fur die Ges&windigkeit vorliegenkann. Wir
eibernehmenmit der Abbildung 2.1 an dieser Stelle die gelungeneVisualisierung aus
[GreshoSani98].

13



2. PhysilalischeGrundlagen

F, and F specified on T' - I, U, u, and F_ specified on I',, - [, [,
(least constrained)

7
A// u, and u, specified on I, "\I';

A .
F, and u, specified on I, - ', N[, (most constrained)

Abbildung 2.1.: VersthiedeneBereidhe der Gesdwindigkeitsrandbedingungen(Bild aus
[GreshoSani9g], S. 383).

Als Anwendungsleispielferr eineKombinierung ausno-slip, Einlass-und Aus uss-Bedingungen
seihier der Kanal genanrt, denwir in dieserArbeit hau g beretzen werden.Dabei ie t

durch einen horizontal durch feste Wande (no-slip) begrenztenBereidh das Fluid von

links (inlet) nacd rechts (outlet) durch dasBeobattungs- bzw. Berednungsgebiet,wie

in Abbildung 2.2 dargestellt.

In diesemFall mussenwir keine Unterscheidung der Rander in Abhangigkeit der Ge-
sdwingikeitskomponerten maden. Damit zerfallt der Rand desGebietsin einenAnteil

mit Dirichletvorgaben far u und einen Teil mit Neumannrandkedingungen:

= o[ n:

Insgesarm sehenwir, dassbei santlichen kontinuierlichen Randbedingungen,die wir
beretzen, lediglich eine Vorgabe von Gestwindigkeitsbedingungennetig ist. An den
Druck wird keine Bedingung gestellt, er fungiert als eine Art Hilfsvariable, die die Di-
vergenzfreiheitim Fluid sichert. Der Druck ,,erbt" auf gewisseWeiseseineRandbedin-
gungenvon der Gestwindigkeit. Bei der Besdireibung des verwendeten numerisdien
Verfahrenswerdenwir spater sehen,dassdiesim diskreten Fall ebenfalls gilt.

2.2.6. Anfangsbedingungen

Da wir nebender Ortsvariablenx aud die zeitlich veranderliche Gre e t bei der Betrach-
tung der instationaren Navier-Stokes-Gleitiungen bereicksichtigen meissen, sind auch
dafur Bedingungenanzugelen. DieseAnfangshbedingungenbesdireiben den Zustand des
Fluids zum Anfangszeitpunkt ty, der typischerweiseals to = 0 gewahlt wird.

Erneut gerugt eine Vorgabe von Gestwindigkeitsbedingungen,der Druck muss sich
dazu passenceinstellen.In [GreshoSani9g wird explizit dargelegt,warum folgendeBe-
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2.2. ModellierungnkompessibleiStromungen

u=0, v=0

u=u(y)

v=0

y
u=0, v=0
X

Abbildung 2.2.: Quadratischer Aussdnitt einesKanals. In diesemFall wird der Ein uss
durch ein parabolisthes Gestwindigkeitspro | modelliert.

dingungengelten meissen

r-u = 0 in (2.34)
n U = N Wy auf p: (2.35)

Grundlegendist dabei, wie so oft, die Erfullung des Massenerhaltsauf dem gesanten
Gebiet:r u=0in .

Bei unserenSimulationen gehenwir hau g vom Ruhezustandaus. An allen Knoten des
Gebietswird dabei die Ges&windigkeit auf Null gesetzt.Das parabolische Einlasspro |
ertsteht linear innerhalb einer gewissenZeitspanne. Dieseinitialen Vorgaben erfellen
klar die gefordertenBedingungen(2.34) und (2.35).
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2.2.7. Zusammenfassender &berblick

Wir wollen nun noch einmal knapp daszu lesendeSystempartieller Di eren tialgleichun-
genin dimensionsloseForm zur Besdireibung inkompressiblerninstationarer Stremungen
zusammenfassen:

Kontinuitatsgleicung

r ou(x;t)=0 8(x;t)2  [0;T]

Impulsgleichungen fer Newtonste Fluide

@, (U r)u+ }rp u=g9g 8(xt)2 [0;T]

@
Randbedingungen

w(x; 1) 8(x;)2 p (O;T]
f(x;t) 8(xt)2 N (0;T]

u(x;t)
[ run pn](xt)

Anfangsbedingungen

ru(x;to=0) 0 8x2
n uX;to=0) = n wy 8x2 p:
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2.3. ModellierungdesFestlerperverhaltens

2.3. Modellierung des Festkerperverhaltens

Fur einfade Testfalle beshiranken wir uns auf einevereinfatte Besdreibung der Struk-
turphysik als Starrkerperbewegung.Da unsereHerangehenswiseeherauf der Fluidseite
basiert, ersparenwir uns sokomplexeFinite-Elemen-Besdreibungender partiellen Dif-
ferertialgleichungen der Festkerpermedanik.

Aus der Starrkerperannahme resultieren gewshnliche Di erentialgleichungen zweiter
Ordnung. Deren Herleitung werdenwir fer den allgemeinenFall aufzeigenund an dem
einfacdhen Beispiel einer starren Fahne veranstiaulichen.

2.3.1. Bewegungsdi erentialgleichungen nach Lagrange

Zur Herleitung der gewshnlichenDi erentialgleichungen,die ein Systemvon Starrkerpern
bestreiben, gibt esin derKinetik traditionell zwei Vorgehenswisen,dasD'Alembertsce
Prinzip und dasHamiltonprinzip (siehez.B. [GreinerDiehl 74]). Beideresultierenin den
sogenanten Lagrangeshen Gleichungen,die die Medhanik desSystemsmodellieren.Der
grundlegendeUnterschied zwisdien beiden Methoden besteht in der Betrachtungsweise
des Problems. Das D'Alembertschen Prinzip ist ein Di erentialprinzip, das einen be-
liebigen aktuellen Zustand mit virtuellen in nitesimalen Nacdbarzustanden vergleidit.

Beim Hamiltonprinzip, aud Prinzip der kleinsten Wirkung genann, wird dagegenein
integralesBahnelemen variiert.

Wir verwendenhier das Hamiltonprinzip. Dabei ist die Grundidee, dassdas K erpersy-
stem in Bezug auf das Zeitintegral seiner Lagrangefunktion einen stationaren Zustand

erlangt: 7 z,
L(q) dt= (T(g) VI(q)) dt ! stationar (2.36)

to to

te

Hierbei stellt g den, von der Zeit t abhangigen,Vektor der verallgemeinertenKoordina-
ten desKerpersystemsdar. Das bedeutet, dassetwaige holonome Zwangskedingungen
sdon bereicksichtigt und die Freiheitsgradeauf die e ektiv auftretende Anzahl verrin-
gert wurden. Oft wird die Wahl der verallgemeinertenKoordinaten bereits durch die
Problemstellungnahegelegtund mussnicht eigensermittelt werden.

Die Lagrangefunktion ist de niert als Di erenz von kinetischer (T) und potentieller
Energie (V).

Die kinetische EnergieeinesSystemsvon n Kerpern ergibt sich ausden translatorischen
und rotatorischen Anteilen zu
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2. PhysilalischeGrundlagen

wobei m; die Masse,v; die Translationsgesawindigkeit und ! ; die Rotationsgesbwin-
digkeit desi-ten Kerpersdarstellt, der den Tragheitstensorzweiter Stufe ; besitzt.

Fur die potentielle Energie desSystemserhalt man

X
V = mig'r;:
i=1
Dabei besdireibt r; die Referenzektor des Schwerpunktesdesi-ten Kerpersund g den
Vektor des Ortsfaktors. Fer eine Gravitationskraft auf der Erdober ache weirde man
beispielsweisein einem Referenzkordinatensystemmit z-Achsein Hehenriditung

0 1 0 1
Xj 0 hml
=@y A; g=@ 0 A 2
Z 9:81

erhalten.

Die Bewegungsgleiosungen nach Lagrangeerhalt man aus (2.36) mit Hilfe der Theorie
der Variationsrednung zu
d @ a,o._

i a @ @ ° (2.37)

In denbisherigentberlegungenvurden nur die konsenativen Kr afte berecksiditigt, also
Krafte, die sich ausdem Potertial V ableitenlassenMedten wir auch nichtkonsenative
Kraftanteile Qnk betrachten, so meissendiesein der (verallgemeinerten)Kr aftebilanz
zusatzlich auf der rechten Seitevon (2.37) eingebratit werden.Darunter fallen beispiels-
weisevon au en angreifendeDrehmomerte.
Soergibt sich alsodie allgemeineForm der Lagrangeshen Gleichungen:
da a@ o_g,. . (2.38)
t @ @ @
Da die verallgemeinertenKoordinaten nicht unbedingt Langenals Einheiten zu haben
brauchen, meissenaud die zugetorigenverallgemeinerterKr afte nicht die etten Kraft-
dimensionenhaben, wie eseben bei Winkeln und zugeherigen Drehmomenen der Fall
ist.

2.3.2. Massentragheitsmomente

Zur Beretinung der kinetischen Energie eines (Teil-) Kerpers bemstigen wir dessen
Tragheitstensor.Im allgemeinenFall einesstarren Kerpers mit kontinuierlicher Mas-
serverteilung lautet die Beredhnungswrsdirift fer diesenTensorim dreidimensionalen
Raum mit kerperfestemKoordinatensystemim Ursprung (siehez.B.[Gerthsen97])

18



2.3. ModellierungdesFestlerperverhaltens

Z
k= (N?p)dr® k=123 (2.39)
\Y

mit dem Kronedkersynbol .

Wir untersuchenin dieserArb eit lediglich denzweidimensionalerfall von Fluid-Struktur-
Wedselwirkungen,den wir uns ja als eine Art Projektion eines3D-Problemsdenken,
dasin der dritten Dimension(z) beliebig vershoben werdenkann und stets den sellen
Sanitt liefert. Deshalb kennen bei uns also auch nur Drehungenum die z-Achse auf-
treten, die sich dann ebenin der x-y-Ebeneabspielen.Das wiederumvereinfadit unsere
Besdtireibung desTragheitstensorserheblid, dennwir messennur mehr die Komponen-
te 33 = ,, berucksidchtigen, die ja genaudas Tragheitsmomeh um die z-Achse als
Hauptadhsebesdtireibt. Wir netzen (2.39) und erhalten

Z
7z = (X2 + yz) dx dy dz:
\%

Im Folgendengeben wir nun die Tragheitsmomete einiger einfacher Grundkerper mit
homogenerDichte an, die in unserenUntersucdungen verwendet werden. Dabei soll M
immer die Gesamimasse V bezeitinen. Fur Drehungenum Pole au erhalb desSdwer-
punkts muss obige Formel mit dem Satz von Steiner angepasstwerden, indem ein ge-
wichteter Versdiebungsateil hinzukomnt. Die Langerbezeitinungensindin Abbildung

— | @,

Abbildung 2.3.: Die oberen Darstellungenvisualisierendie Drehungenvon Stab (links),
Quader (Mitte) und Zylinder (rechts) um den Scwerpunkt (obere Rei-
he) bzw. um einenvershiobenenAchsenpunkt (untere Reihe).

Deinner Stab der Langel
Drehung um Scwerpunkt

N
N
™

2= Xx%2dV=yz xzdx:Ml—2 (2.40)

N|—

19



. PhysilalischeGrundlagen

Drehung um ein Ende

12 12
zz:M1_2+e§M:M§ (2.41)
Quader
Drehung um Scwerpunkt
Z Z a Z b
2z = (*+yH)dv = z (x*+ y?) dx dy
v 33
- Zab+an= N @+ (2.42)
12 12
Drehung um eine Kantenmitte
M M
2= T @+ )+ €M = - (42% + IP) (2.43)

Zylinder

Drehung um Scwerpunkt: Transformation desintegralsin Polarkoordinaten x =
rcoq' ), y=rsin( ). Fur die Jacobimatrix J gilt

cog’ )

sin(" )

rsin() . . .
rcog) jdet(Q)j=r

Insgesanh erhalten wir mit dem Tansformationssatzfeir Integrale (siehebeispiels-
weise[Koenig. 97])

zz

Z z
(x* + y?)dV =

\ZZZZZR

(x3(r;" ) + y(r;' ) jdet(3)j duU

u

r3drd dz= }M R?

5 (2.44)

0 O 0

2.3.3. Das Beispiel der starren Fahne

Wir wollen nun die Starrkerperbewegungsdi erenialgleichungen fer ein einfades Bei-

spiel herleiten.

Betrachtet wird fer unserenzweidimensionalenFall eine Art starrer Fahne, wie sie in
Abbildung 2.4 skizziert ist. An einemim Sdwerpunkt xierter Zylinder ist am strom-
abwarts gelegenerRand ein starrer Arm befestigt. Wir unterscheiden dabei zwei Falle
A und B, die den Arm als dennen Stab (A) bezielungsweise als deinnen, aber ausge-
dehrten, Quader (B) modellieren. Zur Vereinfadhung soll der Stab und Quader jeweils
um seinEnde im Mittelpunkt desZylinders rotieren.
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2.3. ModellierungdesFestlerperverhaltens

o :) o | I:)

Abbildung 2.4.: Die starre Fahneaus Stab (links) und Quader (rechts).

Als verallgemeinerteKoordinate wird als Rotationsfreiheitsgradder Winkel gewahilt.
Dieserlasstnur eine Drehbewegungzu, so dassdie kinetische Energie T nur durch die
Winkelgesbwindigkeit ! = _gegelen ist:

1‘! 2
>

Wennwir fur die potertielle EnergieV eine Gravitation in z-Richtung bereicksichtigen,
soist dieseunabhangigvon und hat auf unsereProblemstellungerkeinenEin uss. Dies
ertspricht einerstarren Fahne,die in einemFluid nur durch desserKraft wirkung bewegt
wird. Ein realesBeispiel hierfur ist ein Wetterhahn, wie man ihn oft auf Kirchtermen
ndet.

T = (2.45)

Fall A:
Wir verwendendasoben hergeleiteteMassettr agheitsmomen fer dendeinnenStab
(2.41)
|2
=M=

A 3
Fall B:
Fer den schlanken Quader nutzen wir mit (2.43) das entsprethende Tragheitsmo-
ment

B — I:\l-/l—2(4a2+ b2)

Wendenwir nun die Lagrangeshen Gleichungen (2.38) auf dieseseinfate Beispiel an,
so erhalten wir

d. @ @ @

'a @L @| @ QNK
d @;'* @3 @ _
dt ) @ @
= My (2.46)

wobei M, das durch die Fluidwirkung von au en hervorgerufeneDrehmomen an der
Fahnebezeitinet.
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In unseremBeispielist das,,System"gewshnlicher Di erentialgleichungen(2.46) naterlich
nur eineskalare Gleichung, die sich fur zeitlich unveranderliche au ere Momerte M, ele-
menar integrierenlasst:

1

* = _Ma
1
= S Mat+ g (2.47)
1
= Z—Mat2+ ot + 1 (2.48)

Die Integrationskonstarten o und ; ergelen sich aus den Anfangshedingungenfer
Lageund Gesd&windigkeit mit den Gleichungen(2.47) und (2.48).

2.4. Grundsatzliches zu Fluid-Struktur-W echselwirkung

Es gibt eineReiheversdiedenerAnsatze zur Modellierung von Fluid-Struktur-W edsel-
wirkungsproblemen.in [Gleck 03] wird dafer ein aktueller Uberblick gegelen.

Der grundlegendeUnterschied der versdiiedenenVerfahrenist meist in derenurspreing-
licher Herangehenseisebegrindet: Der Scwerpunkt liegt mal auf der Fluid-, mal auf
Strukturseite. Daneben gibt esaud Methoden, die eber einen partitionierten Ansatz
versuten, die Vorteile beider Typen zu kombinieren. &ber einemehr oder wenigerstarke
Kopplung der beiden TeilsystemeFluid und Struktur gelangtman so zu einemabwed-
selndenEinsatz der jeweiligen Progamme zur Simulation der Stremungs- bzw. Struk-
turgleichungen.Die dabei verwendetenDiskretisierungsgitter sind darauf zugesbnitten.
Das Fluidgitter passt sich demnad der Strukturlage an, was typischerweise mit Hil-
fe der \Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE)"-F ormulierung der Transportgleichungen
gesabieht.

Unsere Herangehenseise basiert dagegenmehr auf der Fluidmechanik. Wir beneitzen
ein stark vereinfatites Modell der Strukurphysik in Form von Starrkerperbewegungs-
gleichungen. Daneben verwendenwir einen Ansatz mit raumfestenGittern, durch die
Eulersde Betrachtungsweiseder Stremungsmebanik motiviert ist. Daher sind aud un-
sereStremungsgleibungenin der eiblichen Eulerstien Notation gehaltenund nicht eber
ALE bestirieben.

Veranderungender GeometriewerdendiesemGitter mitgeteilt, sodassesstets die pas-
sendenFluidgebietebesdireibt. Der Anteil der Struktur wird im Gitter speziellmarkiert
und behandelt.DieseHerangehenseisehabenwir gewahlt, um die Implemertierung der
Wedselwirkung ebersiditlich und einfac zu gestalten.

Die Kopplung der Fluid- und Strukturb erecnung gestieht in jedemZeitsdritt einmal,
was dem sogenanten \lo ose coupling” aus [Gludck 03] ertspricht. Wir beredinen also
die Stremungsbsungfer die aktuelle Lage einesZeitsdritts n, sowie die darausresultie-
rendenKrafte auf die Strukur. Anschlie end wird mit Hilfe der Starrkerpergleidiungen
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2.4. Grundstzlicheszu Fluid-Struktur-Wechselwirkung

Initialisierung

Zeitsdhritt !
n! n+1 .| Beredinung der

Randgeometrie

'

Fluid-Losung

'

Fluidlasten

'

fffff Struktur-Leosung

'

Ausgakbe

Abbildung 2.5.: Uberblick der von uns verwendetenstwacdhen Kopplung .

ermittelt, wie sich die Lageder Struktur fur den nachsten Zeitscritt n + 1 andert. Dies
ist dann wiederum der Ausgangspunktferr die Stromungssinulation desnadsten Zeit-
sdritts n+ 1. Damit gibt eslediglich eine, Iteration\ in der Kopplung. Eine sthematishe
Visualisierung dieserZusammeniangegibt die Abbildung 2.5.
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2. PhysilalischeGrundlagen

24



3. Idee der cache-optimalen
Finite-Element-V erfahren

In diesemKapitel mediten wir knapp die Grundlagen der cate-optimalen Implemen-
tierung von Finite-Elemen-V erfahrendarlegen.Dabei stutzen wir uns vor allem auf die
Arb eiten [Genther 04] und [Pegl 04] unsererArb eitsgruppe.

Wir werden auf eine meglichst einfacde und ebersidtliche Darstellung der Prinzipien
Wert legenund dafar mancimal die tieferen Zusammentngeund Details im Sinneder
Informatik hinten anstellen.

3.1. Speicherstrukturen moderner Prozessaen

Bei Betrachtung der Entwicklung neuer Computerkomponerten stellt man seit einiger
Zeit fest, dassdie Gestwindigkeit moderner Prozessoremwesetlich scnellerwadst als
die Zugri sgesdwindigkeit auf die bensetigten Daten aus dem Hauptspeicher (RAM).

Dies hat zur Folge, dassein Prozessorzwar theoretisd sehr viele Rehenoperationen
pro Zeiteinheit auskihren kennte, in der Praxis aber gezwungenist zu warten, bis der
langsamereSpeidher die geweinstiten Variablenwerte liefern kann.

Um diesesProblem zumindestetwas zu behelen, wird eine Speicherhierardie angelegt.
Neben dem ,,normalen” und typischerweise recht gro en aber langsamenRAM fehrt
man eine oder mehrere zusatzliche Speicherbenen ein. Typisch sind die sogenanten
Level-1- und Level-2-Cadies (L1, L2), mancdhmal gibt es mit dem Level-3-Cadhe (L3)

audh noch eine Hierarchiestufe mehr. Diese Zwiscdhensgeicher tragen bei der Redinung
Kopien der Daten desHauptspeichersund verbergendiesenquasivor der CPU-Einheit.
Einen visuellen Eindruck dieserldee soll Abbildung 3.1 vermitteln.

Die Cachessind zwar um einigeskleiner in ihrem Speichervolumen (bei XEON-Archi-
tektur beispielsveiseL 1 nur im Bereich von 64 KByte, L2 ca.256- 512KByte), erlauben
aber wesetlich sdnellereZugri szeiten auf die in ihnen gesgeicherten Daten. Die Latenz
von L1-Cades betragt ein bis zwei CPU-Zyklen, die der L2-Cachesca. 5 bis 10. Das
heit, der Prozessormussdie jeweilige Zahl an Zyklen warten, bis der benetigte Wert
ausdem Cacdhe zur Verfagung steht. Im Vergleidh zum Hauptspeidher, desserLatenz in
etwa bei 100 bis 500 CPU-Zyklen liegt.

Alle Zahlerwerte hangen naterrlich vom konkreten Speichersystem eines Redners ab
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3. Ideeder cache-optimalefrinite-Element-€rfahren

cPu

Festplatte

Abbildung 3.1.: Visualisierunghierarchischer Speicherstrukturen modernerProzessoren.
Die Zahlerwerte recits geben die unge®hre Gre e der Speicher an.

und sind hier eherqualitativ zu verstehen,um einenEindruck der Gre enordnungenzu
bekommen.In 3.1ist auf der untersten Hierarchieekeneunter dem Hauptspeicher noch
der Festplattenspeicher aufgekihrt. Dieserwird dann relevant, wenn die bernetigten Da-
tenmengendas Fassungsermegen des Hauptspeichers ebersteigen,was bei Stromungs-
beredinungen durchaus der Fall sein kann. Die Latenz des Plattenspeiders ist dabei
naterrlich noch einmal um Gre enordnungenheher.

Die oben bestiriebene hierarchische Struktur der Speicher durch das\ Zwischenlagerh

von Daten in den sdnelleren Caches bewirkt einen gewissenGesdwindigkeitsgewinn,
da Variablenwerte, die ofter verwendet werden, vielleicht noch in einemder Cacheslie-
genund nicht wieder methsam aus dem Hauptspeicher geladenwerden meissen.Einen
derartigen Vorgangbezeitinet man als cade hit, den Vorgangdeserneut notwendigen
Ladensaus dem Hauptspeicher als cade miss.

Im Allgemeinen nehmen numerisde Programme auf die Struktur des Speichers und
seineVor- und Nadhteile wenig bis keine Recksicht. Beispielsveise werden Knoten bei
einfachen Implemertierungen von Finite-Elemert-V erfahren oft so numeriert, dassein
Nadvollziehen fur den Programmierer/Berutzer einfadh meglich ist (z.B. zeilerweise
bei regularem Gitter). DiesemVorteil steht jedoch dann der Nadteil gegember, dass
im Speicher Spreinge beim Zugri auf Knotendaten wahrend der Berednung auftreten
kennen. Diese Sprenge bewirken dann eben cadie misses,die sich im Laufe der Be-
rechnung aufsummierenund die Laufzeit des Programmsdurch die erzwungeneCPU-
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3.2. GrundideaerraumtllendenKurve

Wartezeit erheblich erhehenkennen.

Hier setztnun genauder Zugangder cade-optimalenimplemertierung mittels raumfellen-
der Kurven an.

3.2. Grundidee der raumfellenden Kurve

Um die im vorigen Abscnitt besdiriebenen Spreinge im Speicherzugri  zu verringern,
wurde in [Gunther 04] und [Pegl 04 geradeeine gestickte Nummerierungder Knoten
bzw. Zellen desregelma igen Gitters gewahlt.

Dabei wird auf die Ideevon raumfellendenKurven ausder Analysis zureckgegri en. Die
Grundidee ist, das Einheitsintervall [0;1] surjektiv auf das Einheitsquadrat [0; 1] bzw.
den Einheitsweirfel [0; 1]* abzubilden. Ohne hier detailliertere mathematiste Aussagen
zu zitieren, mediten wir nur feststellen,dassestatsadlich derartige Kurven gibt, bei-
spielsveisedie Hilb ert-Kurv e oder die Peano-Kure. Um die gleiche Kurve far daszwei-
und dreidimensionaleProblem verwendenzu kennen, el die Wahl auf die Peano-Kune.
Drei Stufen der Rekursionsind in Abbildung (3.2) dargestellt.
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Abbildung 3.2.: Geometrieder Peano-Kurwe (Abbildung von F. Genther): Drei Rekur-
sionsstufen.

Wie aus dieser Abbildung bereits deutlich wird, sind wir in Bezug auf unser Problem
nicht an einerramufellendenKurv e interessiert,die tatsachlich dasgesante Grundgebiet
komplett wberdedt. Vielmehr reicht unseineArt Polygonapprximation, die genauein-
mal durch jede Zelle unseresGebieteslauft, alsoquasivon Mittelpunkt zu Mittelpunkt

benadhbarter Zellen. Dabei bewirkt die rekursive De nition der Peano-Kurwe, dassdie
rekursive Struktur unseresGitters an Verfeinerungsstellenideal nachvollzogenwerden
kann.

Umgesetztwurde diesesKonzept fur zweidimensionaleAnwendungenin einem Gitter-

generator,bestiriebenin [Gleirscher et. al. 03]. Aus ti -Bildern, die Farbinformationen
eiber den Typ (innen, au en, Rand) einer Zelle enthalten, liefert diesesWerkzeugeinen
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3. Ideeder cache-optimalefrinite-Element-€rfahren

Abbildung 3.3.: Prinzip der linearen Abarbeitung (Abbildung von F. Genther): Blaue
Knoten visualisierenDaten.

Zellbaum aller Level und erzeugtdie zugetorige Peano-Kure.

3.3. Keller als Grundlage der Cache-E zienz

Nun wollen wir darlegen,wie die im vorigen Abscnitt besdiriebeneAbfolge der Gebiets-
zellenentlang der rekursiven Peano-Kune gerutzt werdenkann, um einecade-optimale
Finite-Elemen-Methode zu verwirklichen.

Die entscheidene Beobadttung ist, dassbei einem Durchlauf des Gebiets mittels der

Peano-Kune die Knoten bzw. die Werte der Freiheitsgradean denKnoten einergewissen
Lokalitat gereigen. Man verwendet beim Ubergang von einer Zelle zur nadsten die

Werte einiger Knoten sofort wieder. Andere braucht man erst spater, aber immer in

einergewisserlinearen Abfolge: Sobalddie Peano-Kurwe zum erstenMal eineanliegende
Zellebetritt, werdendie Datenin einerRichtung benetigt, beim zweiten Vorbeilaufender
Kurve dann genauin umgelehrter Richtung. DiesesPrinzip erkenrt manin Grundzeigen
bereits aus der einfadhen Figur in Abbildung (3.3). Die blauen Knoten visualisieren
beispielhaftdie Daten, die beim Gebietsdurdlauf gema ihrer Nummerierunglinear hin

und zureck bearbeitet werden.

Wenn man also die jeweiligen Werte an jedem Knoten in eine Art Datenpaket packt,
dann kann man die Pakete verstiedenerPunkte im Laufe der Beredinung linear eber-
einanderstaln und trotzdem immer noch die passendenPakete dann abholen, wenn
sie gebraudit werden.Dafur sind dann evtl. mehrereStapel netig, um Kon ikte zu ver-
meiden.Die ,Stapeh (engl.\stacks") von Datenpaketenim Speicher nennenwir Keller.

Da ein Keller im Prinzip eine Abfolge von Datenpaketenim Speidher ist, die genaulinear
ablauft, so kann man erwarten, dassdie Anzahl der cade hits dadurch wesetlich ver-
bessertwird. Ein Cade kopiert namlich nicht nur den einzelnenWert der zugegri enen
Variable in seinenSpeicher, sondernein gewissedntervall um diesenWert. Wenn man
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3.3. Kellerals Grundlageader Cache-E zienz

dann linear von diesemWert ausweiterlauft, sind die dann relevanten Werte meist auch
noch im Cache vorhanden.

Zusatzlich ndet innerhalb der Cachesdas sogenante Prefetching statt. Dabei werden
spekulativ zum aktuellen Datenblock i auch die folgendenBledke bis zum (i k)-ten
mitgeladen. So kennen cade missesauc bei gre erer Datenmengevermiedenwerden.
Heau g arbeiten die Systemedabei mit einer Richtungserkennung und mit einemZusatz-
block, verwendenalsok = 1.

Da wir als Grundlagefur Mehrgitterb erecinungenein hierarchischesErzeugendensystem
verwenden (vgl. [Griebel 94]), reicht die einfade obige Uberlegungnicht aus. Es kann
vorkommen, dassaufgrund der rekursiven Abarbeitung einer Zelle vor dem Wedselin
eineNadbarzelleKon ikte bei der Benutzung der Keller auftreten. Daher musssich die
Zahl der Keller erhohen,obwohl man eigerilich daran interessiertist, sovenig Keller wie
meglich zu benutzen.

Die Anzahl der beretigten Keller hangt naterlich von der Dimension des betrachteten
Gebietsab. Fur allgemeineDimensiond ist in [Hartmann 04] besdrieben, dass3? + 1
Keller benstigt werden. Frank Genther hat sdon in [Genther 04] fur den 2-D-Fall ge-
zeigt, dassman 10 Keller benetigt. Dabei werden ein globaler Ein- und Ausgalestadk
verwendet (sogenante 2D-Stads), um die Daten in der passenderReihenfolgedas er-
ste Mal einzulesenbzw. nach vollstandiger Beretinung einesKnotens fer den nachsten
Durchlauf abzulegen.Dazwistien be nden sich niederdimensionaleStads, die lokale
Kon ikte abfangenund Daten solangehalten, bis ein Knoten komplett abgearlkeitet ist.

Zusatzlich zum reinenVorhandenseirder Stadks mussnaterlich auch noch gewahrleistet
sein, dassje nach Knoten und Status des Knotens der richtige Stadk beneitzt wird.
Dies gestieht in [Genther 04] durch ein umfangreides, aber lokal deterministisdes
Regelverk.

Insgesan ist alsoein linearesAbarbeiten der Daten ertlang einesDurchlaufs der Peano-
Kurve durch das Gebiet meglich. Ist man mit dem Gebietsdurdlauf fertig, so startet
man erneut, diesmal aber von hinten, und lauft reckwarts die Peano-Kurwe ertlang.
Allerdings bewirkt dasrekursive DurchlaufeneinenanderenZellbaumfer jede Richtung.
Daher stammt auch die Notwendigkeit von zwei getrenrten Ein- und Ausgakestads, die
ihre Funktion beim Umkehrender Durchlaufrichtung ebenfalls geradevertausden.
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4. Algorithmus zur Stremungslesung

Wir bestireiben in diesemKapitel den Algorithmus zur Lesungder zweidimensionalen
inkompressiblenNavier-Stokes-Gleitungen.

Nach der Darstellung der Grundideein Form der Chorinsden Projektionsmethade wid-

menwir unsintensiv der Betrachtung der Finite-Elemen-Formulierung. Diesist grund-

legendfur weiterfehrende Uberlegungenwie beispielsveisein Bezugauf die numerisde

Beretinung der auftretenden Kr afte.

4.1. Die Chorinsche Projektionsmetho de

Die Grundidee unseresAlgorithmus basiert auf der Chorinschen Projektionsmethade
(vgl. [Chorin 68]). Wir wahlen folgendeFormulierung, die sich an [Griebel et al. 95 an-
lehnt und fur die Implemertierung direkt verwendbar ist. Ausgehendvon den kontinu-
ierlichen Navier-Stokes-Gleitiungen

@+(ur)u+}rp

a 4.1)

c
1
(o]

rru =20 (4.2)

wahlt man eine einfacde Zeitdiskretisierung eiber Finite Di erenzen. Die Zeitableitung
der Gesdwindigkeit wird mittels

@| u(”"’l) u(”)
@ @t
durch Vorwartsdi erenzen ersetzt. Dies erntspricht einem expliziten Eulerverfahren bei
der Zeitintegration. Die Gleichung 4.1 lautet somit zeitdiskret
u(n"'l) u(n)
t

Fur bereits bekannte Gestwindigkeiten u(™ musssich der noch unbekannte Druck p
soeinstellen,dassdie neuenGestwindigkeiten u(™* wieder die Neberbedingung(4.2)
erfellen. Somit muss

0 div u(™d

fou® g L u® = g (4.3)

S odivu™ e ot u™ o oum g e g
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

gelten, was sich als Poissongleibung zur Bestimmung desDrucks zum Zeitpunkt n + 1
deuten lasst:

oM = diy itu(n) u® g™ g g (4.4)

Damit kann die neue unbekannte Gesdwindigkeit u™*? direkt mit Gleichung (4.3)
fortgestirieben werden.

Die so hergeleiteteMethode ferr das raumlich kontinuierliche Problem wollen wir nun
auf eine Ortsdiskretisierung mittels Finiter Elemerte ubertragen.

4.2. Die Finite-Element-Metho de bei
Stremungsproblemen

Wir verzicten an dieserStelle auf eineaustihrliche Darstellung der Theorie der Finiten
Elemerte. Auch in Bezugauf die De nitionen von schwader Ableitung, Sololevraumen
und zugelorigen Normen verweisenwir auf Standardwerke in der Literatur wie z. B.
[Braess97] oder [Knabner et al. 0Q].

Wir fehrenim Folgendenwie immer bei den Finiten Elemenen folgendegrundlegende
Sdritte durch:

Herleitung der kontin uierlichen schwachen Form,
Diskretisierung (Galerkin-Ansatz) und

ElemertweiseAssenblierung: Herleitung der Elemertmatrizen.

An dieserStellewollen wir bereits darauf hinweisen,dasssich unserVerfahrenvon ande-
ren FE-Methodenin der Fluidmechanik unterscheidet. Wir verwendenkeine gemistiten
Finiten Elemerte fur Druck und Gesd&windigkeit sondernnur einen FE-Ansatz fer die
Gestwindigkeitsvariablen. Der Druck ist aus rein mathematister Sidt lediglich ein
Lagrange-Multiplikator, der die Ankoppelung der Neberbedingungr u = 0 bewirkt.

Obwohl wir in unserenSimulationen spater darauf verzichten werden,berecksichtigen wir
in dennadfolgendenHerleitungenaud den Gravitationsterm g. Aufgrund der einfachen
Struktur diesesTermsist daskein gro er zusatzlicher Aufwand.
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4.2. Die Finite-Element-Methde bei Stromungspoblemen

4.2.1. Schwache Form der Impulsgleichungen

Die Methode der Finiten Elemerte stutzt sich wesetlich auf die sogenante sthwade
Form desDi erentialgleichungssystemsDabei get man von einer punktweisenGeiltig-
keit der Gleichungen mber auf eine Integral-gemittelte Gelltigkeit und erreict so, dass
man wesetlich geringereGlattheitsvoraussetzungeran die Lesungenund die Problem-
daten bemstigt. Man erweitert also den Raum der Lesungsfunktionen,indem die Pro-
blemstellung etwas abgesbwadt wird.

Zur Herleitung der schwadchen Form werden stets folgendeSdritte durchgethrt:
1.) Multiplik ation der Partiellen Di erentialgleichung (PDGL) mit einer geeigneten
Testfunktion s 2 S.
2.) Integration der PDGL wber .
3.) Partielle Integration (Greenstie Formeln, Satz von Gau ) unter Einbringung der

Randbedingungen() geringereGlattheitsanforderungen).

Gefordert wird dabei die Gelltigkeit der schwaden Form ferr beliebigeTestfunktionens
aus einem passenderFunktionenraum S. Dieser muss zum einendie Glattheitsvoraus-
setzungendes neuen Problems berucksidhtigen, zum anderenerthalt er die Dirichlet-
Randbedingungen:

S:= s2HY¥()j s, n=0; sj =0 ;

wobei H%?() den Raum der zweikomponertigen Funktionen bezeitinet, die jeweils in
H1() liegen.Analog de nieren wir den Raum U der schwachen Lesungenals

U= u2H¥@() j u, n=w n; uj =w

Fur Szenarienmit einheitlichen Randbedingungen,wie z. B. den Kanal aus 2.2.5, ver-
einfaden sich die Raume zu

S
U

S2HY()j §,=0
U2H¥2() j uj,=w

Wir kommennun zur Herleitung der Sdhwaden Form fer unserkonkretesProblem. Aus-
gangspunktdafer sind die kontinuierlichen Navier-Stokes-Gleitiungen (4.1) und (4.2).
Unseresdwade Form arbeitet dabei wesetlich auf den Impulsgleichungen

Q@

—+(ur)u+}rp u = g;

@

die Kontinuitatsgleiduung wird spater separatbehandelt.
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

1.) Multiplik ation der PDGL mit einer geeignetenTestfunktion s 2 S:
Die Impulsgleicungen lauten nach Multiplik ation mit s

@s+(ur)us+}rps us=gSs

@
Hierbei bezeitinet , \ stets das euklidisthe Skalarprodukt desR?, da u und s
jeweils 2D-vektorwertige Funktionen sind.

2.) Integration der PDGL wber :
z z z z z

usdx+ (u r)usdx+} r psdx usdx = g sdx (4.5)

3.) Partielle Integration unter Einbringung der Randbedingungen:

Um die Glattheitsvoraussetzungerabshwaden zu kennen, fehren wir eine parti-
elle Integration auf dem Di usionsterm durch. Wir neitzen

@ @
e & @ke'eks|e'

Q@ @i @i @«

div(r u s)

= us+ru:rs

und den Satz von Gau, um
Z Z

div(r u s) dx ru:rsdx
Z Z

(ru s) nda ru:rsdx (4.6)

u sdx

zu erhalten. Dabei stellt n den Vektor der au eren Normalen an den Gebietsrand
dar.

Auch den Integralterm mit dem DZruckgradierten intzegrierenwir partiell:

rp sdx div(p s) dx p(r s)dx

Z Z
(ps) nda p(r s)dx: 4.7

In Gleichung (4.6) und (4.7) verringert sich der Anteil der Ober adhenintegrale
jeweilsauf y = n p, dader Raum der Testfunktionen S geradepassendzu
den Dirichlet-Randbedingungengewahlt ist.

Damit erhalten wir aus Gleichung (4.5) insgesarh folgende sthwache Form der

Impulsgleichungen
Zp g gZ Z Z

u sdx + (u r)u sdx 1 p(r s)dx + ru:rsdx =
Z Z 1Z
= g sdx + (ru s) nda - (ps) nda (4.8)

N N
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4.2. Die Finite-Element-Methde bei Stromungspoblemen

Die beiden Ober acdhenintegralterme der rechten Seite lassensich eber den Zu-

sammenhang(2.31) 0

run =—-n=f

audh als integralesSkalarprodukt der Testfunktion s mit der kinematisthen Pseu-
dokraft f auf ein in nitesimalen Ober achenelemeh desAus ussrandesdeuten.
Werde man statt unserer  Formulierung der Navier-Stokes-Gleitiungendie (im
Kontinuierlichen aquivalerte) ~ Formulierung verwenden,so erhielte man an die-
ser Stelle den kompletten Ausdrudk des Spanrungstensors und damit die edite
physikalische Kraft F auf die Ober ache im integralen Skalarprodukt mit dem
Normalervektor n und normiert durch

Somit kennenwir die schwadche Form (4.8) unseresProblems auf folgendeWeise
darstellen

Finde (u;p) 2 U P, sodassfur alles2 S qilt:

(U;s) + a(u;s) + b(p;s) = I(s); (4.9)
wobei wir die Bezei©inungen

‘@
(u;8), = z @ s dx (4.10)
a(u;s) = [(U rYu s+ ru:rsjdx (4.11)

Z
b(pis) = = p(r 9 (4.12)

Z Z

I(s) = g sdx + f sda (4.13)

N

bereitzen.

Der Druck p in (4.9) lasstsich - losgebst von physikalischer Bedeutung- hier als La-
grangeparameter(-funktion) interpretieren, die ahnlich wie bei der Variationsredinung
die NeberbedingungdesMassenerhaltsankoppelt. Damit wird der Druckraum zu

Z
P= p2L2%() j p(x) dx = 0; falls p nirgendsexplizit xiert

Die Zusatzbedingung ensteht durch die Tatsade, dassder Druck bei inkompressibler
Stremung nur bis auf eine Konstante bestimnt ist.

Die Kontigleichung r u = 0 als Bestimmungsgleitiung feir den Druck p ist in dieser
sthwachen Form fer die Gestwindigkeiten nicht berucksichtigt. Dies wird im folgen-
den Abscnitt nadcgeholt, wo wir den Ubergangzu einem raumlich diskreten System
vollziehen.
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

4.2.2. Ritz-Galerkin-Ansatz: Raumliche Diskretisierung

Grundidee der Finiten-Elemen-Methode (nach Galerkin) ist die Approximation von
Lesungender schwadhen Form durch Lesungenvon endlichdimensionalenVariationsauf-
gaben wber ensprechendenRaumen.

Grundlegendfur denRitz-Galerkin-Ansatz zur Diskretisierungder schwadhen Form (4.9)
ist daherdie Annahme,dassdie endlichdimensionalerRaumesS;,; U, TeilraumevonS; U
sind:

Sh S; Un U

Somit lautet dasraumlich diskretisierte Problem in abstrakter Formulierung nun

Finde (un;pn) 2 Uy Py, sodassfer alle s, 2 S, qilt:
(Un;Sn)o + a(un;sn) + b(pnish) = I(sh): (4.14)

Fixiert man denendlichdimensionalenRaum der TestfunktionenS;, und wahlt eineBasis
f igi=1-n, SOkann man jedesElemert (also jede Funktion) s;, durch eine Linearkom-

bination der Basis\ektoren ; darstellen

A )
() i(x)

sh(x;t) =
i=1

Insbesondereentspricht ein Test der schwachen Form gegenalle Elemerte s, nun einem
Test gegenalle Basiswektoren ;. Wir erhalten somit aus (4.14) ein Systemvon N
Gleichungen:

Finde (unh;pn) 2 Uy Py, sodassfer alle i

I
=
Z

Q
—

Up; + a up; + b opry ! = | ! (4.15)
I 0 I I I

Analog zu den Testfunktionens;, besitzt auch die Lesungsfunktionu;, eine Basisdarstel-
lung im endlichdimensionalenTeilraum:

wy (x)
vi(t) i(x)

Hierbei madchen wir bereits die ebliche Annahme, dassdie Basisdarstellungfer die Ge-
schwindigkeitskomponerten up und vi, bzw. s{ und s! identisch ist. Damit ertkoppeln

sich die BasisdarstellungenDassdiesnicht zwingendnotwendigist, zeigendie Betrach-

tungen in [Blanke 04]. Dort werden Basisfunktionenhergeleitet, die bei divergenzfreier
Lesungauf den Kanten einesElemernes dieseDivergenzfreiheitauf demkompletten Ele-

mert leisten. Dies bewirkt dann geradeeine Verkopplung der Freiheitsgradevon u;,, und

Vh.

Up(x;t) = (4.16)

i=1
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4.2. Die Finite-Element-Methde bei Stromungspoblemen

Netzen wir nun die Basisdarstellung(4.16) in (4.15), so erhalten wir mit Vertausdung
von Summation und Integration sdlie lic h

u 5 . i + a u 5. i
j =1 + J I 0

+ b opy; ! i (4.17)

4.2.3. Konkrete Wahl von Gitter und Elementen

Bewvor wir nun weitere Redienstiritte vornhemenkennen,gilt es,die zur Diskretisierung
notwendigen Anteile festzulegen.Das betrit einerseitsdie Zerlegung des Gebiets in
Teilelemere. Andererseitsmeissenwir die Basisfunktionenauf diesenTeilelemeren fer
die versthiedenenFreiheitsgradedes Systemsbestimmen.

Wabhl des Gitters

Wir verwenden passendzu unserem Grundansatz der raumfellenden Peanokune ein
Gitter, dasausquadratischen Teilelemeren besteli. Diesekennendurch Drittelung ad-
aptiv verfeinert werden.

Fur die Freiheitsgradestellt sich das Gitter als ein teilweiseversetztes(\partially stag-
gered") dar. Das bedeutet, dassdie Ges&windigkeitsfreiheitsgradein den Ecken der
Elemerte liegen, der Druck hingegenim Mittelpunkt einer Zelle angesetztwird, siehe
Abbildung 4.1.

u,v u,v
@ @
pe
YL
X @ L ]
u;v u,v

Abbildung 4.1.: TeilweiseversetztesGitter.

An dieserStelle erkenit man bereits Vor- und Nadteile diesesAnsatzes.Nadteilig ist
die relativ grobe Approximation von Randgeometrieneiber eine Art ,, Kletzchenwelt\ .
Medite man beispielsveiseeinenKreis einigerma en passendannahern, so bedarf esei-
ner Verfeinerungan desserRandern.
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

Die einfate Struktur des quadratischen Gitters ermeglicht dagegenan vielen Stellen
eineeinfadhe Programmestruktur. Somadt beispielsveiseunsererekursive Bestreibung
mittels der Peanokune samtliches Speidhern von Referenzlistenunnetig. Diese Listen
meissenz.B. bei beliebigenDreiedksgittern stets mitgefehrt werden,damit klar ist, wel-
cher Knoten zu weldhen Elementen gehert und weldhe globale Nummer (in Bezug auf
das zu lesendeGleichungssystem)er besitzt.

Wahl der Elemente

Wir weisennochmals darauf hin, dassin unsererHerleitung der schwachen Form der
Impulsgleichungen lediglich ein FE-Ansatz fur die Ges@windigkeitskomponerten u und
v gemadit wurde. Fur dieseKomponerten meissenwir also Basisfunktionen ; wahlen.
Der Druck dagegenbesitzt in seiner Funktion als Lagrange-Multiplikator nun einen
gibt (M). Ein p; sitzt also (uberall) in einer Zelle, und wir speichern seinenWert im
Zellmittelpunkt.

Gleichung (4.17) entspricht einemTeil eineslinearenGleichungssystemsmit desserHilfe
die unbekannten Gesdwindigkeitskoe zien ten u;; v; ermittelt werdenkennen.
Naterlich ist esgeinstig, die Matrix diesesSystemssodeinn besetztwie meglich zu halten.
Darauf hat man eber die Wahl der Basisf ;g Ein uss. Je kleiner der kompakte Trager
einer einzelnenBasisfunktion ist, destoweniger Kopplungenmit anderenKnoten treten
in der Matrix mber derenEintr ageauf.

Typischerneiseverwendet man einenodale BasiseinesgewisserPolynomgradesauf Ele-
mertknoten einesGitters. Das bedeutet, dassdie Basisan den Knoten x; gerade

i(xj) = 1, j(xi) = O furallej 6i; i;j =21:::;N

leisten muss. Damit ist der kompakte Trager einer nodalen Basisfunktion ; geradedie
Summe aller Elemernte, die den Knoten x; als Ecke besitzen. Fer unser vernendetes
Gitter ist dasin Abbildung 4.2(b) visualisiert.

Aufgrund unsereseinfad strukturierten Gitters ist eine Transformation auf ein Referen-
zelemen zur Vereinfathiung der Geometriekestireibung quasiunnetig. Formfunktionen,
als Pendart der Nodalen Basisauf den Referenzelemden, und Nodale Basisselbsten-

spreten sich gleicthsamdirekt, da lediglich ein Faktor h? beim ®bergangauftritt. Daher
arbeiten wir im Folgendenstets direkt auf den Basisfunktionen.

Wir wahlen relativ einfache Basisfunktionen ; in Form einesbilinearen Ansatzesfeur
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> —+

YL I \Y

X

@) (b)

Abbildung 4.2.: Bilineare Basisfunktion ; (a) und ihr Trager(b).

die Gesdwindigkeit:
i = Fx(h ) %
i = g o y) 2 o 2 o w1
Ol = 5 xy g R |
Wiy = B Xy

Die Nummern I-IV beziehensich auf die vier Elemerte des Tragersvon ; aus Figur
4.2(b). In Abbildung 4.2(a)ist ; selbstvisualisiert.

Die Gestwindigkeit u beredinet sich auf einemElemert dann folgenderma en
1
u(x) = F[Uo(h X)y + uixy + ux(h x)(h y) + usx(h y):

Die Nummerierung der Koe zien ten (vgl. Abbildung 4.3) entspricht der kartesistien
Nummerierung,die bereits in [Genther 04] verwendet wurde und aud in unseremPro-
gramm grundlegendist.

Damit stellt sich die diskretisierte Gestwindigkeit auf einemElemert in jedemadisen-
parallelen Schnitt als lineare Funktion dar. Gleichzeitig sind wichtige Voraussetzungen
fur die Theorie der Finiten Elemerte wie Stetigkeit der Ansatzfunktion auf dem kom-

pletten Gebiet oder eindeutigeLesbarleit der lokalen Interpolationsaufgate erfelllt.
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0 1 1
[ ®
4 € 2
Vv
L; [ ®
2 3

3

Abbildung 4.3.: Nummerierungder Knoten und Teilrander auf einemElemert €.

4.2.4. Semidiskretisierte Navier-Stok es-Gleichungen

Nachdem nun die Basisfunktionen de niert sind, kennen wir die diskrete Gleichung
(4.17) explizit aufstellen. Es ist zu beaditen, dassdie dort auftretenden Integrale eiber
dasgesante Gebiet naterlich aud in Anteile eiber die einzelnenTeilelemene € zerlegt
werdenkennen. Wir gehendabei davon aus, dassdie Mengerder € eine Partition des
Gesangebietes darstellen:

Z NG z
— _ —e; int( e)\ int( k) = : falls e6 k ) cdx = : dx: (4.19)

e=1 e=1 €

DieseelemenweiseBetrachtungsweiseist fur unserelmplemertierung von gro em Vor-
teil, dawir mit der Peanokune geradedie einzelnenZellenbesuten. Auch die Basisfunk-
tionen ; sind elemenweisede niert, sodasswir direkt alle Anteile desdiskreten Glei-
chungssystemq4.17) auf jedem Elemert in Form der Elemert-Assenblierungsmatrizen
aussareiben kennen:

Z
o AC = 0 (4.20)
Vi i o e e 7 I
a o Cup)¢+D® = (uy r) ! I dx
Vi i e 3 j j
+ P (4.21)
e r j r i
Z Z
b pn; M) Tpe = Pe(r sn)dx = pe (1 sn)dx
Z @!
= P g dx (4.22)
@
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z z
| ! fe = | odx+
1

O .
da: 4.23
i e . g a (4.23)

fy i

e
N

Nach Integration ergelen sich fer unserenbilinearen Ansatz mit der Nummerierungwie
in Bild 4.3 folgendekonkrete 8 8-Elemenmatrizen

1
10 05 05 025 0 O O O
05 10 025 05 O O O O
05 025 10 05 O O O O
h2B 025 05 05 10 O O O O
e —_ —
A= 9 0 0 0O 0 10 05 05 025 (4.24)
0O O O 0 05 1.0 025 05
0O O O 0 05 025 1.0 05
0 0O O 0O 0 025 05 05 10 1
20 05 05 10 O 0 0 0
05 20 1.0 05 O 0 0 0
05 10 20 05 O 0 0 0
o _ 10 05 05 20 O 0 0 0 _
D" = 3B 0 o0 o 20 05 05 10& (429
0 0 05 20 1.0 0:5

0

0 0
0 0 0 0 05 1.0 20 0:5
0 0 1.0 05 05 20

die auf Vektoren der diskreten Gesdwindigkeiten (Ug; U1; Uz; Us; Vo; V1 Vo V3) T bzw. ana-
loge Besdleunigungenangevendet werden. Wir verziditen aus Platzgreinden auf eine
explizite Darstellung der Konvektionsmatrix, die leicht im Code eingeseherverdenkann.

Fer unserenAlgorithmus verwendenwir stets den Ansatz des masslumpings. Damit
werden samtliche Besdleunigungsleitrage entkoppelt und die Elemert-Massenmatrix
wird zu einer gewiditeten Einheitsmatrix:

0 1
0 0 0 0 0 0 0 O
0 10 0 0 0 0 0 O
. ; O 0 10 0 0 0 0 O
. . B O 0 0 10 0 0 0 O
AL ATE = 2B g 0 0 0 10 0 0 0 (4.26)
O 0 0 0 0 10 0 O
O 0 0 0 0 0 10 O
O 0 0 0 0 0 0 10

Diesentspricht einer Summationaller Beitrageauf Elemert-level auf denaktuellen Kno-
ten ("row summing , vgl. [GreshoSani98]). Programmtechnisch bedeutet dies, wie wir
im kommendenAbscdnitt sehenwerden,dasswir keine Lesungeineszusatzlichen linea-
ren Gleichungssystemsbenetigen, um mit der Chorinsdien Projektionsmethade unsere
Gestwindigkeitsveranderungenberedinen zu kennen.
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

Mit der Element-Massenmatrix aus (4.26) erhalten wir ebrigensin globaler Assenblie-
rung genaudie in [Blanke 04] bestiriebene Massenmatrixfer regulare Gitter.

Fer den diskreten Druckgradierten ergeken sich durch Integration die Druckgewidte
einesElemerntes
(M9)T = g L1 LLLL 1 o1 (4.27)
Dies ertspricht genauden Zahlerwerten, die wir erhalten, wenn wir die diskrete Konti-
gleichung auf einemElemert beredinen:
Z Z
ru,dx= U, nda
Z° z ° z z
= vy da+ up da vy da up da

1 2 3 4

O=r uy,) O

h
= plo+tvitui+tus V2 Vs U U]
h
) M¢ = E( 1,1, 1,111 1, 1):
Die Nummerierungder Teilkanten ; ist hierbei wie in Abbildung 4.3 gewahilt.

Wennwir nun das Gleichungssystem(4.17) komplett aufstellenmedten, so meissenwir
eiber alle Elemerte gehenund derenBeitragefur ihre jeweiligen Knoten beredinen. Da-
mit ergelensid 2N diskrete Impulsgleidiungen.Dazu kommt noch die Neberbedingung
desdiskreten Massenerhaltsdie noch einmal M Gleichungenliefert.

Insgesan stellt sich das semidiskretisierteSystemder Navier-Stokes-Gleitiungendann
folgenderma endar

Aup + Dup + C(up;vi)un MJpy = f, (4.28)
AVp + DV + C(Un; V)V Mypn = fy (4.29)
Myun + Myv, = 0 (4.30)

wobei hier eine Aufteilung der Gleichungenin x- und y-Richtung vorgenommenwurde,
die sich aufgrund der entkoppelten Elemerimatrizen anbietet.

Die Eintrageder Matrizen an den Gebietsmndern ergeken sich dabei automatisc rich-
tig, indem nur die BeitragedesFluidinneren geahlt werden. Naterlich sind u, und vy
Vektoren der DimensionN und py ein Vektor der LangeM .

Der diskrete Druck py ist in unsererNotation alsoein Satzvon Lagrange-Multiplikatoren,
die die NeberbedingungdesMassenerhaltsankoppeln.
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4.2. Die Finite-Element-Methde bei Stromungspoblemen

4.2.5. Diskrete Druck-P oissongleichung

Die semidiskretenNavier-Stokes-Gleitiungen (4.28) - (4.30) sind nateirlich noch zeitab-
hangig. Auf diesesSystemwendenwir nun die bereits oben bestriebene Chorinste
Projektionsmethade im semidiskretenFall an. Der kontinuierliche Divergenzogrator
wird dabei durch seindiskretesPendart mittels M, und M, ersetzt.

In [GreshoSani98] ndet sich ein etwas andererZugang.Dort verwendet man die Zeita-
bleitung der semidiskretenKontinuitatsgleidung (4.30)

Myxup + Myvp = 0

und ersetztdie Ableitungstermeu, und v, mit Hilfe der semidiskretenimpulsgleidiungen
(4.28) und (4.29). Hierbei ist das masslumping erneut hilfreich.

Ergebnisist in beidenFallen ein Gleichungssystenfur denDruck, dasals diskrete Druck-
poissongleibung interpretiert werdenkann:

M A 1MT pﬁn+1) MXA 1M)'(|—+ MyA 1MJ p'(1n+l)
Un

= MA l[ fx + Dup + C(Un;Vh)un] My _t

+ MyA [ f,+ Dvy+ C(Up;Va)va] M, V—“t (4.31)

Hierbei sollenuy; v, die Ges&windigkeiten zum Zeitpunkt n bezeitinen.

Die beidenTermemit demFaktor stellendendiskreten Anteil einerewvertuellen Verlet-
zungdesMassenerhaltsdar. In unseremzZugangwird dieserTerm berecksichtigt ( = 1),
wohingegenrer bei [GreshoSani98] nicht auftritt ( = 0). Damit kann der Druck bei uns
in einemspateren Zeitschritt everntuelle vorangegangen&Jngenauigleiten noch ausglei-
chen.

Wir mediten nochmalsbetonen,dasswir diesesGleichungssystendurch einekonsistere
Anwendungder Finite-Elemen-Formulierung fur Gestwindigkeiten unter Berecksidhti-
gungder NeberbedingungdesMassenerhalterhaltenhabenund nicht auseinerdirekten
Finite-Elemen-Form der kontin uierlichen Druckpoissongleibung.

Stellt man eine Zeile desglobalenlinearen Gleichungssystemg4.31) explizit auf, sobe-
merkt man, dassder Druck aufgrund unseresregelma igen Quadratgitters eber einen
um 45 gedrehen 5-Punkte-Stern beretnet wird (vgl. Figur 4.4). Am Rand des Ge-
bieteswird dieser Stern dann quasi gelappt und seineGewithtung geandert, was man
deutlich in den Detailrechnungen zu der Interpretation der Randbedingungenim An-
hang A erkennenkann.

Da fur die Druckberedinung alsonur die jeweiligen diagonalenNachbarn relevant sind,
zerfallt der Druck in zwei unabhangigeGebiete.
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

Abbildung 4.4.: 5-Punkte-Stern der Druckpoissongleibung: im Gebietsinneren(links)
und an verstiiedenenRandszenarien

4.3. lterative Lesung der Druckp oissongleichung

Wir verwendenin unseremAlgorithmus ein eberrelaxiertesGau -Seidel-Verfahren zur
Lesungder Druckpoissongleibung (4.31). Wir wollen diesesGleichungssystemstema-
tisch als

Gphn=Db (4.32)
streiben und die diagonalenbzw. au erdiagonalenAnteile von G in den Matrizen
0 1 0 1
o T 0 0 iz :f Oim
: 0 o 0 R :
B v of b T E

: . " : 0O ::: O Ov 1M

Ov;z :if Oum 1 O 0 ::: 0

D = diag(gy1;::::0um)
sammeln.Damit erhalt unserVerfahrenfer einenlterationssdritt k k+ 1 die Gestalt
D™ = Lp{™ Rp?+b + (@ )DP: (4.33)

Dabei stellt  den Relaxationsparameterdar. Fur Werte von gre er als 1 wird dies
audh als SOR-\erfahrenbezeitinet (vgl. beispielsveise[Knabner et al. 00]).

Den Relaxationsparameter wahlenwir im Bereidh von = 1:2. DieserWert hat sich als
bei unserenVergleihsredinungen als geinstig erwiesenund wird in [Knabner et al. 0(]
aud von der Theorie her untermauert.

Insgesam meissenwir das Gleichungssystem(4.32) nie komplett global asserblieren
sondern kennen stets lokal auf Elemeri-level arbeiten, was fur die cade-Optimalitat
ertscheidendist. Au erdem ist esnicht netig, Anteile der Dirichlet-Randbedingungen
der Gesdwindigkeiten auf die rethte Seite des(globalen) Systemszu bringen. Das Pro-
gramm erhalt stets die passenderWerte vor Ort und madt am Rand nur geringfigig
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mehr Redhenarkeit als netig, indem esKorrekturen fer Dirichlet-Randgesbwindigkeiten
beredinet und sofort wieder vergisst.

Naterlich sind wir ausE zienzgr enden auch an der Implemertierung einesMehrgitter-
verfahrensfer unserenAlgorithmusinteressiert.TobiasWeinzierlhat sich in [Weinzierl 05]
intensiv damit bestaftigt. Leider madt unser zellbasierter Ansatz mit der rekursiven
Peanokune daszu einerrelativ sthwierigen Aufgabe. Es ist nicht meglich, Zelldaten auf
Punkte au erhalb einer Zelle der aktuellen Gitterfeinheit zu speichern oder abzurufen.
In [Weinzierl 05] wird deshalbauf einenanderenDruckstern ausgewiben, der gleichzei-
tig audh die Diskretisierung der Gesdwindigkeit verandert. Dies bringt in Bezugauf die
Implemertierung wieder andereProbemevor allem an den Randern mit sid.

4.4. Der Grundalgorithmus im ®berblick

Wir wollen kurz die Grundstruktur unseresAlgorithmus aufzeigen.Dabei verzicten
wir auf Detailbestireibungen. Auch die Initialisierung und das postprocessingsollen
hier nicht berecksichtigt werden. Fer detaillierte Informationen verweisenwir auf die
realtive gute HTML-Dokumentation desCodesunsererArb eitsgruppe, die mit Hilfe von
Doxygen erstellt wurde (vgl. [Doxygen).

Zeitsdhleife: n=0;1;2;::: (t=to+ n 1)

- Berecine F (u)) = Duj + C(up)up
- Druckiteration: k= 1;2;:::
pi= (1 ekt B

- Beredine up™*

4.5. Randbedingungen

Die Randbedingungender Navier-Stokes-Gleitungen betre en nur die Ges&windig-
keitswerte. Fur den Druck haben wir im Kontinuierlichen keine expliziten Vorgaben.
Auch diskret arbeitenwir lediglich mit Randwertenfuer die Gestwindigkeiten. Allerdings
kennen wir mittels der konsisterten Druckpoissongleibung (4.31) am Rand herleiten,
wie unsereBeretinungs\orsarift im Grenzfallh ! 0 zu interpretierenist. Im Anhang A
ist diesaustkihrlich erlautert. Wir wollen an dieserStelle nur kurz die Ergebnissedieser
Rednungen anfehren.

Wir stellen fest, dass Gesdwindigkeit und Druck die Art der Randbedingung gerade
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u-Dirichlet u-Neumann
p-Dirichlet p-Neumann

vertausden (vgl. obige Figur). An allen Randern mit Dirichletvorgabe der Gestwin-
digkeit erhalten wir eine Neumanrbedingung fur den Druck. Umgelkehrt wandeln sich
Neumann-Randverte der Gestwindigkeiten geradeum zu Dirichlet-Bedingungenan
den Druck.

In Formeln stellt sich dasfolgenderma endar (vgl. Anhang A)

%:n %+ u (u r)u auf p
p = @@” fq auf n:

Hierbei ist der Druck nun in seinerurspreinglichen Form verwendet, also nicht als kine-
matischer Druck mit 1= gewidtet.

4.6. Kraftb erechnung

Um Fluid-Struktur-W etselwirkungenberedinen zu kennen, ist esertscheidend, die lo-
kal auftretendenKrafte meglichst genauzu ermitteln. Der Rand ¢ zwisdenFluidgebiet
und dem betrachteten Kerper dient quasials Interface,um Ein essedeseinenBereits
in den anderenzu ebermitteln.

Wir wollenin diesemAbsdnitt die Vor- und Nadteile von zwei Meglichkeiten besdirei-
ben, wie man Krafte berehinen kann, die durch das Fluid auf Strukturen ausgeibt
werden.

4.6.1. Krafte aus dem diskreten Spannungstensa

Zunadst ist esnaheliegendaud die Kraftb erecinung vom Kontin uierlichenins Diskrete
zu wmbertragen. Kontinuierliche Kraft-Randb edingungenhaben wir bereits in Kapitel 2
kennengelerh Naterlich gilt fur die Beredinung von Kr aften dieselle Formel (2.27) wie
fur die Vorgabe:

F = n= ru+(ru’ n pn:
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Werden wir denedten Wert desSpanrungstensorsan einemPunkt der Begrenzung g
desKerperskennen,so kennten wir darausdirekt die lokale Kraft an ein Randelemenh
eibergelen. Mittels Integration ware esmeglich, eber

z

Fe = n da

K

die von einenKerper auf das Fluid wirkende Gesantkraft zu beredinen.

Da wir aufgrund der Lesungder Stromungsgleibungen eiber unserenFEM-Ansatz nur
appraximative Lesungenzur Verfugung haben, kennen wir damit nur einen diskreten
Spanrungstensoran einemRandpunkt ermitteln:

_, = ru+(ruw’ o (4.34)

Der Vorteil dieserVorgehenswiseliegt darin, den Anteil desDrucks leicht separatbe-
stimmen zu kennen,wenn dies gewsinsdt wird.

|

Abbildung 4.5.: Unterschied zwisthen ettem (grein) und numerisciem (rot) Wert von
% an der Kanalwand auf grobem 27er Gitter.

Dagegenist der Fehler relativ gro, den man aufgrund der numerishen Approximati-
onsbsungenuy und p, nun auch fer _ o madt. Um daszu verdeutlichen, habenwir ein
einfadhesBeispiel ausgevehlt.

Wir betrachten einenfreienKanal mit einerparabolischen Durchstremung (vgl. auch Ab-
schnitt 5.2). Ziel ist die Beredanung der Kr afte auf die beidenhorizortalen Wande. Die
HeheH = 1=9 bewirkt, dassan der Kanaloberseiteeine Gestwindigkeit mit & = 54
herrsdit. Diesist der einzigeAnteil, der bei der Auswertung vonr u in diesemFall eine
Rolle spielt. In diesemeinfadien Beispielist der Druckanteil p nicht sonderlit interes-
sart, da aufgrund der linearen Drucksdichtung die Druckkraft an der oberenWand des
Kanals die untere geradeaufhebt. Dies gestieht kontinuierlich wie diskret. Die lokale
kontinuierliche Kraft an der Wand hat fur = 1 denWert F = ( 54,0)".
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

Wenn wir nun vergleidhen, was unser FEM-Ansatz als Ableitung der Gestwindigkeit
an der oberstenZelle sielt (vgl. Abbildung 4.5), namlich gerade
u, 0 4 27 _
h 3
sostellenwir einenerhebliden Untersdied fest. Im allgemeinenFall werdenwir in (4.34)
fur den Druckterm nochmals einen Fehler der Ordnung h maden.

36;
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Abbildung 4.6.: (a) Motivation und (b) Bezei©inungenfer Druckmittelung und -Extra-
polation.

In Bezug auf den Druck haben wir mit unserer Wahl der Elemerie noch ein weite-
res Problem: der Druck ist diskret nur im Zellmittelpunkt vorhanden. Aufgrund des
5-Punkte-Sternszerfllt der Druck geradeam Hindernis in zwei Niveaus, ahnlich den
bekannten Chederboard-Mustern (vgl. auch Abbildung 4.6(a)). Fer einesinnvolle Aus-
wertung am Rand meissteman alsoeine Mittelung durchfehren. In [GreshoSani9g] wird
dafur beispielsveise eine gewiditete Mittelung der Druckwerte im Inneren und eine li-

neareExtrapolation auf denRand vorgesbtlagen.Diesstellt sich fer unsfolgenderma en
dar

p h?
o _ Pit Pt p3tps
= X T 2

j
3p1 P2+ 3P Pa, 0s = 3p1+ 302 P Pa

Pa = 2 B 2
Pc = PatpPs P (4.35)

Die Indizierung der Druckgre en ist in Abbildung 4.6(b) visualisiert. Wir haben diese
Druckmittelung audh implemertiert. Allerdings bedeutet das zusatzlich zum heheren
Speicherbedarfeinenerheblidhien Mehraufwand von 3 Gebietsdurdlaufenpro Zeitsdritt,
um geradedie interessaten Werte an den Randern zu erhalten.
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Insgesar stellen wir fest, dassder Ansatz der Kraftb erecinung eber _ o nac (4.34)
fur unserenAlgorithmus nicht sonderlid geeignetist. Andersverhalt essich mit denim
folgendenAbsanitt bestiriebenenkonsisterten Kr aften.

4.6.2. Konsistente Krafte

Die Grundideebei denkonsisterien Kr aftenist, alle Informationen zu neitzen, die bereits
bei der Aufstellung der FEM-Gleichungen eingehen.

Wir betrachten neben den N editen Freiheitsgradenu; auf Knoten im Gebiet nun
zusatzlich virtuelle Freiheitsgradeu; audh auf denDirichlet-GebietsmnderndesKerpers.

X X

Up = tnt+ U th = Uj 7
i=1 j=N+1
Kk

Vo = ¥tV W S Vi
j=1 j=N+1

Gleichzeitig erhalten wir in der schwachen Form (4.9) nun zusaitzliche Kraftanteile F fer
denRand , da die zugelerige Testfunktion nur Dirichletdaten und keine (virtuellen)
Freiheitsgradenulliert:

zZ - R«
da; Frey = Fe=yj Tj: (4.36)

j=N+1

Zusatzkraftterm in I(s) =

K 1

Die Basisfunktionen ~; der virtuellen Freiheitsgradesollen die gleiche bilineare Form
haben wie ;. Allerdings erstrekt sich ihr Trager nur mber den jeweiligen Anteil im
Inneren desFluidgebietes.

Wenn wir nun die diskrete schwache Form der Impulsgleicungen (4.28) - (4.29) auch

4 N
i Fei 7 da = Aup+ Dup+ C(up;Vvh)un M;(rph fx i (4.37)
K j=N+1
z i
~ Fyj T da =  Avyp+ Dvy+ C(up; Vo)V Mypn  fy @ (4.38)
K j=N+1

Darin sind die untersdiedlichen lokalen Kr afte F; an den Randknoten nun eiber Anteile
der Randmassenmatrixverkoppelt, sodassman eigerilich ein linearesGleichungssystem
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4. Algaithmuszur Stremungsésung

der DimensionNx N lesenmesste. Wie bei den Gesdwindigkeitsfreiheitsgradenim
Fluidgebiet kann man aber aud hier fer den Preis einesgewissenGenauigleitsverlustes
den Ansatz desmasslumpings verwenden.Damit entkoppeln sich die Fy-y;
Z Z z z
Fx i da= r:x;i i da; Py i da= Py;i i da

K K K K

und wir kennensie aus (4.37) bzw. (4.38) direkt lokal beredinen:

1
Fei = Rfd AUy + DUy + C(Un;Vi)un  Mipn  fy (4.39)
i da
1
Fi = R——— Avy+ DVp+ C(Up;Va)Vn MJpn  fy = (4.40)

i da

K

An festenWandenenfallt der Bestleunigungsateil Au, bzw. Av,, in (4.40) bzw. (4.40).
Die restlichen Anteile werdenim Programmlauf auf Elemeri-level sovieso sdon stets
mitb erednet, sodasswir keinenzusatzlichen Redhenaufwand haben. Wir meissenledig-
lich dafur sorgen,dassdie Kraftinformation am Rand nicht verlorengeh. Daher meissen
nun aud die ensprechendenRandpunktdaten eiber die Stadks gestioben werden. Die-
ser Aufwand ist aufgrund der im Verhaltnis zum Fluidinneren relativ geringenZahl an
Randpunkten nicht enorm. R

Aufgrund der bilinearen Ansatzfunktionen ergibt sich also ein Faktor 1= T da=h
als Gewidht der rechten Seiten.

Will man nun die Gesantkraft Fr beredinen, die auf einen Kerper im Fluid wirkt, so
integriert man die diskreten Kr afte einfach auf
Z M -

Fr = T da (4.41)

K J =N+1

Fer unser Reditedksgitter ist das besondersinfad, da wir stets nur Anteile in Koordi-
natenrichtungen haben. Damit wird die Integration in (4.41) in mit Hilfe der Trapezregel
zu einer einfathen Summation der lokalen Kraftknotenwerte, gewittet mit der halben

Gitterw eite:

VAR
Fr = da (4.42)

K j=N+1 vi ]

Das negative Vorzeithenin (4.41) bzw. (4.42) ist notwendig, da die Kraftrandb edingun-
genja eineKraftv orgabe auf dasFluid bestreiben. Damit erhielte man die sogenante
Stutzkraft Fs. Dieseist mit Fs = Fgr geradegegengleio zur Reaktionskraft, alsoder
gesubiten Kraft desFluids auf den Kerper. In der Literatur stedkt diesesVorzeidhen

hau g in der De nition desNormalernvektorsn.

Ein kleiner Nadteil dieser Kraftb eredqinungsmethale ist, dass es nicht meglich ist,
Kraftanteile aus Druck- und Viskositatsein essenzu trennen. Man erhalt stets die ge-
sante Kraft, die fur unsaud vellig ausreidiend ist.
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4.6. Kraftberechnung

Vorteilhaft ist auf jedenFall aber die Genauigleit dieserMethode. Wir haben das Sze-
nario des freien Kanals aus dem vorigen Abscnitt mit unseremProgramm rechnen
lassen.Die Werte von an den Wandknoten ergelen sich dabei lokal stets zu dem ana-
lytischen Wert von Fs = ( 54;0)". Dies gestieht unabhangig von der Gitterw eite h!
Auch wenn der freie Kanal naterlich eine spezielle Situation darstellt, so kann mit den
konsisterien Kr aften generelldie komplette numerisdie Genauigleit gerutzt werden,die
der Finite-Element-Ansatz hergibt.
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5. Numerische Ergebnisse

In diesemKapitel stellenwir die Ergebnisseder numeristen Simulationen vor. Zunacdst
betrachten wir einige allgemeineVorgaben an unserVerfahrenund gehenauf Teile des
Postprocessingsein. Ansdilie end untersuchen wir als Testbeispieledie Stremung im
freien Kanal savie den Kreisel uss. Fuer dieseFalle konnenwir die analytische Lesung
der Navier-Stokes-Gleitungen berednen und wichtiger Teile des Lesungsalgorithnus
eiberprefen.

Auf Beredinungen zu dem bekannten Szenarioder Nischenstroemung ("lid-driv en cavi-
ty\ ) habenwir verziditet. Dazu sind in [Weinzierl 05] einige Beispieleaufgekihrt. Dafer
vergleihenwir unsereErgebnissefeir den Fall der Stufenstromung mit numerisdéen und
experimertellen Daten der Literatur.

DiverseBendhmark-Redinungenfur die Zylinderumstromung ermeglichenunssdlie lic h
eine Validierung in Bezugauf unsereKraftb eretcinung.

Die Beredinung von Stremungenum einfade bewegte Hindernissewie die starre Fahne
sind zum Zeitpunkt der Abgabe dieserArb eit leider noch nicht vollstandig abgeshblossen.

5.1. Allgemeines

Wir mediten zunadst einige grundlegendeBemerkungenzu den von uns durchgekihr-
ten numeristien Beredinungen machen.

Unser explizites Zeitintegrationswerfahren uber die Chorinsde Projektionsmethade be-
wirkt, dassaus Stabilitatsgrinden die Besdrankung der Zeitsdritt weite an die Gitter-
weite h geloppelt ist. Wir verwendenkeinevariable Sdritt weitensteuerung neitzen aber
die in [Griebel et al. 95] daferr vorgestilagenenBedingungen

2t 1 1t o .
Re < X2+ Y2 ; JUmax] t< X IVmax) 1< Y, (5.1)

wobei x und vy beiunseremGitter identisch mit h sind. Wir kenendie maximal auf-
tretenden Gestwindigkeiten bei den verstiedenenStremungskon gurationen in etwa
abshatzen. Zusatzlich bereicksichtigen wir audh einen Sicherheitsfaktor der Gre enord-
nung 0.5.

Als Abbruchkriterium fur die iterative Druckberedinung aus Gleichungssystem(4.31)
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5. Numerischeéergebnisse

verwendenwir

jiresis  epdjpkiia (5.2)
mit dem Druckresiduum res¢ des Iterationssdrittes k und der Maximumsnorm jj:jj; .
Zusatzlich kennenwir die maximale Anzahl an Druckiterationen durch einenParameter
K besdiranken: k K. Typische Werte von K sind in unserenRednungen beispiels-
weise K = 100 oder K = 250. Die Toleranz eps ist normalerweise mit eps = 10 °
vorgegelen.

In Bezug auf die Messungder Cadce-Optimalitat ist zu bemerlen, dasswir samtliche

Ergebnissadafeir ausRednungenauf eine Xeon-Clustersdurchgetkihrt haben. Die einzel-
nen Knoten sind dabei Intel XEON Doppelprozessoremit 2.4 GHz und 512KB cade.

Mit dem Werkzeugperfex kann man explizit die auftretendenL2 cade missesmessen.
Allerdings ist esnicht meglich, die sogewonnenenDaten in Bezugzu bestimnten Teilen

desCodeszu setzen.

Wir haben bisher darauf verzicdtet, Messungenmit cadegrind durchzufehren. Dieses
Tool simuliert die Speicherhierardie und bewirkt damit eine Laufzeitverlangerungum

etwa den Faktor 50, was fur unsereGesantlaufzeiten wesetlich zu hoch ist.

Fur eine detaillierte Bestreibung der vershiedenenMessverkzeugeverweisenwir auf

die Ausfuhrungenin [Genther 04].

Leider war esnicht meglich, L2 Cache-Messungerieir samtliche numerisdien Ergebnisse
zu erzielen,da unsnur wenigeProzessorknoterfeir bestirankte Zeitraumezur Verfegung

standen.Wennwir Messungerdurchfehren konnten, ergabsich fur dasGesantprogramm

stets eine cade hit-rate von 98,2 % oder besser.

Zur Visualisierung der Ergebnissehaben wir das Open Source Programmm OpenDX
verwendet (siehe [OpenDX]). Leider ist esfur unserezellweise gegelenen Druckdaten
nicht meglich, Isobarendarzustellen. Das streamline-Maul fer die Gestiwindigkeiten
kennenwir zwar im Prinzip verwenden. Allerdings bedarf es einesgro en Rehenauf-
wandesund die daraus resultierendenBilder waren oft wenig hilfreich. Daher werden
wir alle unsereErgebnissedirekt in Druck und Gestwindigkeiten darstellen.

Aufgrund der vielen Zeitsdritte, die wir bei den Beredhnungen geradeauf den feinen
Gittern madhen messen,kennenwir nicht in jedem Sdiritt die graphisdien Daten spei-
chern. Diesweirde eineenormeMengean Daten bedeutenund aud die e ektiv e Laufzeit
unseresProgrammsnegativ beein ussen.Wir sdireiben unsereOpenDX-Dateien daher
typischerweisenur alle 500 bis 1000 Zeitschritte auf die Festplatte.
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5.2. TestkeispieldesfreienKanals

5.2. Testbeispiel des freien Kanals

Um das Verhalten unseresProgrammsin Bezugauf die Aus ussbedingungzu beobad-
ten, haben wir einige Testflle zusammengestellt.

Wir betrachten die Situation, die schonin Abbildung 2.2 dargestelltist: Durch einenqua-
dratischen Aussanitt einesKanals stromt Fluid von links nac rechts. An den Wanden
gelten Nullrandbedingungen.Interessan ist vor allem das Verhalten am rechten Aus-
stromrand. Wir erwarten aufgrund der Viskositat desFluids die Auspragungeinertypi-
sthen parabolischen Rohrstremung nach Hagen-Roiseuille (vgl. z. B. [Lasdka et al. 01]
oder [Batchelor 67]), sowveit dasbei demrelativ kurzen Kanalsteick meglich ist. Bei allen
Testsbemmtzen wir einerelativ kleine ReynoldszahlRe = 1. Da wir stets eine konstarte
Dichte = 1,sawiel; = L = 1verwenden,ist diesgleichhbedeutendmit einerViskositat

= 1.

Fur verstiedeneGitterfeinheiten haben wir zwei untersciedliche Gestwindigkeitsvor-
gaben am linken (Einstrem-) Rand berecksichtigt. Im Fall A gelen wir eine mber die
Kanalhehekonstarte Gestwindigkeitsverteilung vor. Dagegenverwendenwir im Fall B
ein parabolischesPro | u(y) mit integraler Gre e 1:

uly) = 4hy?+ 4hy; h = g: (5.3)

Die Hohe desKanals in y-Richtung betragt 1. Zum Zeitpunkt t = O ist dasFluid au er
am Einlasseberall in Ruhe, und aud der Druck ist mit Null initialisiert. Physikalisch
geseherprallt alsoein Fluid in Bewegungauf ein solthesim Ruhezustand.

DieseUnstetigkeit in der Randvorgabe der Gestwindigkeit, die ja einenStart mit einer
nicht divergenzfreienlinitiall esung darstellt, hat zur Folge, dass unser Leser je nach
Feinheit des Gitters einige Zeitsdritte beretinen muss, um die Divergenzfreiheitzu
erreichen. Dies ist gleichsam ein Hartetest fur die Beredinung. Wir werden sehen,dass
unser Verfahren dieseAnfangssbwierigkeit aufgrund der Terme M, > und M, &
in (4.31) meistert, wenngleid die Ergebnisseder ersten Redenstirritte dadurch keine
physikalisth aussagel&ftigen Ergebnisseliefern. Das stert uns an dieser Stelle jedoch

nicht sehr,da wir lediglich am stationaren Endzustandinteressiertsind.

Aus experimertellen Untersuchungenin der Fluidmechanik ist bekannt, dassaufgrund
der Viskositat desFluids in einer laminaren inkompressiblenRohrstremung der Druck
linear mit der Lau angeabfallt, wohingegerdie Gestwindigkeit erhaltenbleibt (siehez.
B. [Lasdhka et al. 01]). Bevor wir die Ergebnisseder numerisdien Testsangeken, wollen
wir noch kurz anspretien, was aus Sidt der kontinuierlichen Gleichungen zu erwarten
ist.

Fur denstationarenFall einerkortin uierlichen parabolischen Gestwindigkeitsverteilung
ist die Kontigleichung (2.7) stets erfuillt:

I
o
+
o

O=r wu

I
RO
+
®|®
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5. Numerischeéergebnisse

Au erdem fallen einige Anteile in denImpulsgleidiungen(2.24) weg. Die zeitliche Ablei-
tung der Gestwindigkeit wird aufgrund der Stationaritat zu Null. Der konvektive Term
versdwindet, da die Ortsableitungen in x-Richtung (Gesdwindigkeitserhalt in Lauf-
richtung) und die vertikale Komponerte v den Wert 0 haben. Der y-Anteil desLaplace-
Operators  ergibt bei parabolischem Verlauf einenkonstarten Term, der im Falle der
Modellierungvia (5.3) 12 betragt. Diesist nach denImpulsgleiciungengleichzeitig der
Wert desDruckgradierten:

r«~p _ u 12
ryp Vv 0

Mit Hilfe dieserkontinuierlichen Uberlegungenkennenwir nun prefen, ob wir passen-
de Aus ussrandbedingungengewahlt haben. Gleichzeitig haben wir die Meglichkeit zu
testen, ob die Beredinung desdi usiv en TermsunseresvVerfahrensstimmt. Falsde Ska-
lierungse ekte etc. kennenwir damit rasd feststellen.

In Bezug auf die numeristhien Werte fer den Druck ist noch anzumerlen, dassdiese
naterlich von der Wahl der Elemerte abhangen.Bei unsist der Druck stetsin der Mitte
einer Zelle diskretisiert, daher werden wir im Vergleid zur vollen Lange des Kanals
am Einlassund am Auslassje eine halbe Zellbreite verlieren. Dies werdenwir bei den
nachfolgendenVergleihisrehinungen stets bereicksichtigen.

Fall A: Konstante Geschwindigkeitsverteilung am Einlass

Wir geben eine wber den Einlass konstarte Gesd&windigkeit u(y) = ‘5‘ vor. Die verwen-
detenregularen Gitter lesendas Einheitsquadrat untersciedlich fein auf. Dabei treten
zwishien3 3= 9und 81 81= 6561Zellenauf.

1) Gitter 3 3

Dieserersterect einfade Testfall ermeglichte uns die direkte Kontrolle und Zu-
ordnung samtlicher Werte des Programms,,per Hand". In Abbildung 5.1 ist der
Druck und die Gesdwindigkeit nadh 3 Zeitsdritten der Lange = 0:1 angegelen.
Wir erkennenklar den linearen Druckabfall auf den (vorgegelenen) Randwert O.
Der Wert in der Einlaufzelle betragt exakt pinet = 8, was mit den obigen Uber-
legungensden ebereinstimnt: Wir erwarten den Wert 12(1 %) = 8 in den
linken Zellen. Der Wert 2=6 entspricht hier geradezweimal der halben Gitterw eite
h=2 = 1=6. Die Gestwindigkeiten werden vom Einlass gleichsam durchgereidt
und bleiben erhalten, was wiederum einemParabelpro | am Auslassentspricht.
Im Gegensatzzu feinerenGittern stellt sich hier bereits nach wenigenZeitsdrit-
ten ein stationarer Zustand ein. Auf diesemgroben Level kann das Programm die
Unstetigkeiten am Einlauf sehr sthnell durch das Gebiet bewegenund die Diver-
genzfreiheitherstellen.
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Velocity field ot timestep 3
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&
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(a) Druck p (b) Gesdwindigkeiten u; v

Abbildung 5.1.:3 3-Gitter im Fall A: 5.1(a) Druckverlauf, 5.1(b) Gesdwindikeitsver-
lauf nach demdritten Zeitsdhritt.

2.) Gitter 9 9

Fur feinere Gitterlevel musszuerst eine gewisseZeit geretinet werden, bevor der
stationare Zustand erreicht ist, dawir eineunstetigeund global nicht divergenzfreie
Initialgesdhwindigkeit vorgegelen haben. Daher haben wir in der Abbildung 5.2
beispielhaft die Ergebnissenach dem 38. Sdiritt der Lange = 0:005 aufgegihrt.

Dass die Zeitsdritt weite nun geringerist als beim 3  3-Gitter, liegt naterlich

an unseremexpliziten Verfahren,was aus Stabilit atsgrinden an die Gitterw eite

koppelt.

Am Einlauf treten aufgrund der konstarten Gestwindigkeit eber den Rand nun
Drucksingularitaten auf, die manin 5.2(a) gut erkennenkann. Die an den horizon-
talen WandenfestenFluidteilchen drangendie neu anstremendenmehr zur Mitte
und bewirken so einenvertikalen parabolischen Verlauf von u am Aus uss.

Der zunachst unphysikalisch hohe Eingangsdru& wird vom Lesererzeugt,um die
bisherim Fluidinneren noch nicht vorhandenenGestwindigkeiten quasidurch den
Kanal hindurchzureidhen. Mit der Laufzeit stabilisierensich dieseWerte nach und
nach auf einemverneinftigen Niveau, dasam Ende dem stationaren Druckverlauf
ertspricht.

Der Druck ist au erhalb der Singularitatsbereithe wieder linear gestichtet und
hat im Sdiritt 38 mit pipet, mie = 10:27 fast den Wert, den man aufgrund der
bereits oben erwahnten Uberlegungenmit der halbverstobenenPosition zu 10:66
erwartet. Den Ein uss der Randsingularitaten auf den Einlaufdruck werden wir
bei feinerenGittern noch genauerbeobaditen kennen.
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-0. \H‘HH‘H\‘H‘\‘HH‘\H\‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH
Frassure at timzsstep a8 ST S SR A S S S N

AT

(@) (b)

Abbildung 5.2.:9 9-Gitter im Fall A: Druck- und Gestwindigkeitsverlauf nach dem

3)

4.)

38. Zeitsdritt.

Gitter 27 27

Hier ist die Situation ahnlich wie beim9 9-Gitter. Erneut wahlenwir einekleinere
Sduritt weite = 0:0001,dasProgramm braudht alsonoch etwas mehr Zeitsdritte
fur den stationaren Zustand. Deshalb vergleidhen wir nun den frehen Zeitsdritt
10mit dem Sdritt 1000.Wir beobatten bei konstartem Ein uss u(y) = g‘ wieder
dasAusbilden der Ecksingularitaten desDrucks, die in Richtung desFluidinneren
abklingen, wie man aus den Abbildungen 5.3(a) und 5.4(a) erkennenkann.

Der Druck verhalt sich hier im erstenDrittel eindeutig nicht solinear, wie man es
aufgrund den analytischen Uberlegungenerwarten weirde. Diesegehenaber auc
von einer etten quadratisdhen Rohrstroemung aus, sodassdiesesErgebnissinnvoll
ist. Wir erhalten im Zeitschritten 1000 einen Ein asswert des Drucks pinjet, mitte

von 10.15,im Gegensatzzum analytischen Wert 12 1 2—17 = 11:55.

Am Aus uss bemerlen wir wieder die erweinstite Ausbildung einesParabelpro Is

fur die Gesdwindigkeit.

Gitter 81 81

DiesesGitter stellt das feinste unter den fer diesesBeispiel betrachteten Levels
dar. Die Zeitsdritt weite betragt mit = 0:00005nun die Halfte des27er Gitters.
Viele Aussagenlassensich vom 27  27-Gitter ubertragen.

Wir verzicten auf eine Darstellung der Ergebnisseeir Druck und Gesdwindigkeit
zu einemfrehen Zeitschritt, da dieskeine neuenErkenrnnisse bringt. Stattdessen
sind in Abbildung 5.5 dieseDaten zum Zeitsdritt 1000visualisiert.

Der Druck hat nun am Einlauf den Wert pinet, mite = 10:297, der sich wieder
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Velocity field at timestep 10

= & - 23 i x s & % e 4 < e

@) (b)

Abbildung 5.3.:27 27-Gitter im Fall A: Druck- und Gestwindigkeitsverlauf nach dem
10. Zeitsdhritt.

unterscheidet von dem analytischen Wert 11.851.Deutlich sielt man wieder den
Bereidh des Druckverlaufes, der durch die Singularitaten gesert wird. Wo der
Ein uss der Singularitaten schwad ist, bildet sich daslineare Druckpro | aus,was
man bei Detailbetrachtung erkennt. Das Druckmaximum der Singularitat liegt
nun mit ca. 213.7um etwa den Faktor 3 heher als beim 27er Gitter (73.5), da
wir aufgrund Gitterv erfeinerungnaher an die wirkliche Position der Singularitat
(Ecke) heranracken.

Wie bei den greberenGitterlevel ergibt sich eine paraboliscthe Gestwindigkeit am
Auslass.
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Velocity field at timestep 1000
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Abbildung 5.4.:27 27-Gitter im Fall A: Druck- und Gestwindigkeitsverlauf nach dem
Zeitsahritt 1000.

Velocity field at timestep 2000
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Abbildung 5.5.:81 81-Gitter im Fall A: Druck- und Gestwindigkeitsverlauf nach dem
Zeitschritt 1000.
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Fall B: Parabolische Geschwindigkeitsverteilung am Einlass

Der grundlegendeJntersdied bei der quadratischen Einlaufgestiwindigkeit ist dasFeh-
len der Drucksingularitaten in den Ecken. Wir erwarten deshalb generelleine shene
lineare Drucksdichtung und Druckeinlaufwerte nahe an den Werten der analytischen
Uberlegung.

Die untersdiedlichen Feinheitsstufender Gitter sind wie in Fall A zwisdien 3 und 81
Zellenpro Kante gewahlt. Auch die Zeitsdritt weiten sind jetzt jeweils identisch zu den
BeretcinungendeskFalls A.

1.) Gitter 3 3

Auf diesemgroben Gitterlevel ist fur das Programm kein Unterschied zwisden
konstarter und parabolischer Gestwindigkeit zu erkennen. Die einzigen beiden
Gestwindigkeitsfreiheitsgradedes Parabelpro Is am Einlauf haben den gleichen
Wert 4/3. Daher erhalten wir naterlich diesellen numerishen Ergebnissewie im
Fall A (vgl. Abbildung 5.1).

2.) Gitter 9 9

Velocity field at timestep 20

b M Lt A U

H.‘\H\‘vHH‘\.\H‘\H\‘HH‘\\H‘\H\‘HH‘HH"HH‘HH

ET

(a) Druck p (b) Gesdwindigkeiten u; v

Abbildung 5.6.:9 9-Gitter im Fall B: Druck- und Gesd&windikeitsverlauf nach Zeit-
saritt 20.

In Abbildung 5.6 sind die Ergebnissefur das9 9-Gitter nadh dem Zeitsdritt 20
dargestellt. Wir erkennendie AuspragungdesParabelpro Is audh am Auslassund
die lineare Drucksdichtung.

Der Druckwert pinet = 10:667 am Einlauf ertspricht genaudem erwarteten Wert
von12(1 %) = 106.
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Velocity field at timestep 1000
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Abbildung 5.7.:27 27-Gitter im Fall B: Druck- und Gesdwindikeitsverlauf nach Zeit-
saritt 1000.

3.) Gitter 27 27

Wir betrachten die nadiste VerfeinerungsstufeeinesGitter mit 27 27 Zellen. Die
Visualisierungder Ergebnissefeir Druck und Gestwindigkeit desZeitsdritts 1000
nden sich in Abbildung 5.7. Wieder stellt sich der lineare Druckverlauf und das
Parabelpro | wie erwartet ein.

Am Einlauf erhalten wir einen Druck pinetr = 11:5566, der wieder sehr genauan
dem zu erwartenden Wert von 11:55 liegt.

4.) Gitter 81 81

Die Ergebnissedesfeinsten Gitters mit 81 81 Zellen zum Zeitscritt 1000 nden
sich in Abbildung 5.8. Das Parabelpro | bildet sich am Auslasswie erwartet aus,
und audh der Druck ist wieder linear gesaichtet.

Der numerishe Wert des Druckes am Einlass betragt pine: = 11:94. Dies passt
schen zum analytischen Wert von 11:935.

Als Fazit der Betrachtungen der Falle A und B lasstsich festhalten, dassdie Druck- und
Gestwindigkeitswerte mit parabolischer Einlaufgestiwindigkeit keine Sterungendurch
Singularitaten und dazugetrige Abklinggebiete erthalten. Daher werdenwir bei allen
spateren Kanalrecdhnungen als Einlaufbedingungenstets parabolische statt konstarte
Werte wahlen.

Absdlie end wollenwir noch erwethnen,dasswir der Vollstandigkeit halber fur samtliche
Gitterw eiten auch einen ensprediende Testsfur die Vorgabe von divergenzfreieniniti-
albedingungen(parabolisches Gestwindigkeitsfeld auf gesanten Redengebiet) durch-
gekhrt haben. Alle dieseTestshaben qualitativ und quartitativ die gleichen Ergebnisse
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5.2. TestkeispieldesfreienKanals

Velocity field at timestep 1000
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(a) Druck p (b) Gesdwindigkeiten u; v

Abbildung 5.8.:81 81-Gitter im Fall B: Druck- und Gesdwindikeitsverlauf nach Zeit-
saritt 1000.

wie die nicht divergenzfreienparabolischen Startges&windigkeiten ergeken. Einzig die
Beretcinung bedurfte weniger Zeitsdritte, da die Startlesung der Gestwindigkeit ja
bereits korrekt vorlag und nur der Druck noch den passenderiWert annehmenmusste.

Naterlich haben wir aud eine alternative Steuerungimplemertiert, die die Einlaufge-
schwindigkeit innerhalb einer vorgegelenenZeitspannelinear auf den endgultig vorge-
sehenenWert hochfahrt. Diese Steuerungliefert dieselten Ergebnisseund erweist sich
bei Problemenmit vielen Freiheitsgradenals sinnvoll, da die Redenzeit etwas geringer
wird.
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5. Numerischeéergebnisse

5.3. Testbeispiel des Kreisel usses

Einen weiteren einfachen Testfall bietet eine zweidimensionaleKreiselstremung. Die Ge-
schwindigkeiten der Stremung verhalten sich dabei ahnlich wie auf einem rotierenden
Festkerper; sie hangenalsolediglich vom Abstand zum Drehzerirum ab:

c

=y (5.4)
= X (5.5)

Damit ergibt sich eine Stroemung, die die Kontinuitatsgleidung erfullt

—+ —=0+0=0
@ @
Die Impulsgleichungen
@
0= —+(u r)u u+ —r
@ (ur) p
lauten mit (5.4) und (5.5) far =1
o _ o u%+v% 0 ., rxp _ X . TP
0 0 ug + Ve 0 ryp y ryp

Der Druckgradiert ist so an jeder Position unabhangig von der Viskositat festgelegt
und esergibt sich ein Druck, der bis auf eine Konstante ¢ bestimnt ist:

rxp=1X _1 5 2 )
= - X+ + C: 5.6
rp=y P73 y (5.6)

Wir wahlenim Folgendenstets ¢ = 0, starten alsomit einemDruck p= 0 im Drehmit-
telpunkt.

Nun wollen wir vergleithen, was unser numerisder Leserfur diesesSzenarioliefert.

Wir wahlendazuals Grundgebiet dasEinheitsquadrat[0;1]? in zwei Au esungsstufen.
Die Gesd&windigkeiten sind tangertial und normal zum Rand durch desserKoordinaten
festgelegt.Auch im Inneren desGebietesgebenwir in der Initialisierung scon die richti-
genGestwindigkeiten vor, damit der Leserlediglich noch den Druck passenceinstellen
muss. Damit sparenwir ein zeitliches Redinen, das im selken (stationaren) Zustand
angelangemmuss.

Als Referenzwert fur den Druck wollen wir stets die rechte obere Ecke desEinheitsqua-
drates betrachten. Bei der Herleitung von Gleichung (5.6) sind wir von einemKoordina-
tenursprung im Drehzerirum ausgegangernDeswegenmeissenwir beim Einheitsquadrat
alle Koordinaten auf diesePosition referenzieren.
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5.3. TestteispieldesKreisel usses

Velocity field at timestep 5
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(a) Druck p (b) Druck p: 3D-Visualisierung (c) Gesdw. u; v

Abbildung 5.9.: Kreisel uss auf = [0;1: 9 9-Gitter.

9 9 Zellen

Da bei unsererDiskretisierungder Druck in der Mitte jeder Zelle sitzt, meissenwir
audh diesePosition als Referenzbei den analytischen Werten verwenden. Somit
ergibt sich

1

X =y= 05 55 = 04 (5.7)

und damit eiber (5.6) ein Druck von p= 0:1975.

Die numeristien Ergebnissesind in Abbildung (5.9) dargestellt. Sie zeigen,dass
mit dem Eckendrudk von pg = 0:1360und einem Referenzvert von c,ym = pz =

0:0615im Drehzerirum insgesarh genaup = ps  pz = 0:1975erreicht wird.
Au erdem sielt man sehrsden die Symmetrie der Lesung.

27 27 Zellen
Als Referenzpsition fer die rethte obere Ecke meissenwir wieder die lokale Git-
terweite mit beradksichtigen:

1
Xx =y= 05 > 57 = 0:4814: (5.8)

Wir erhalten mit (5.6) alsoeinenDruck von p = 0:2317.

Abbildung (5.10) visualisiert die numeristen Ergebnisse Erneut zeigt sich, dass
mit einemEckendrudk von pg = 0:1554und einemReferenzvert von c,ym = pz =
0:0763im Drehzerirum insgesarh genaup = pg  pz = 0:2317erreidt wird.

Generellist noch anzumerlen, dassin diesemBeispielder di usiv e Term keinenEin uss
auf die Stremungs\erhaltnisse hat. Der Konvektionsteil liefert als einzigenNicht-Null-
Beitrag Krafte normal zur Stremungsrichtung. Wir kennenmit diesemTestbeispielalso
nur prefen, ob unser Konvektionsterm des Algorithmus in normaler Richtung stimmt
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Velocity fleld at timestep 1
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(a) Druck p (b) Druck p: 3D-Visualisierung (c) Gesdw. u; v

Abbildung 5.10.:Kreisel uss auf = [0;1]: 27 27-Gitter.

und ob die Skalierung generelldie richtige Gre enordnung besitzt (und nicht beispiels-
weiseein Faktor h falst gesetztist). Tatsachlich erhalt man obige Ergebnisseauch mit
einem Konvektionsterm, der mit einer Indexvertausdwung in der Herleitung berednet
und implemertiert wurde und aufgrund der Symmetrien in unseremTestfall nicht zu
erkennenist.

66



5.4. Stufenstemung

5.4. Stufenstremung

Die Stufenstremung bzw. "backward-facing step -Stremung stellt ein interessates Bei-

spiel dar, da uns hierfer einige experimertelle und numerishe Vergleihsdaten zur Ver-
fagung stehen.

Bei diesemBeispielstromt Fluid von links nach rechts durch einenKanal, der sich bald in

Stremungsricditung nad unten weitet und soeineStufe erzeugt.Nad [Wall 99]verhalten
sich Stremungen fer Reynoldszahlenkleiner als 1200laminar. Nadch einem Ubergangs-
bereidh 1200< Re < 6600stlagt dasVerhaltenin Turbulenzum. Daher habenwir mit

Re = 100,250,500, 830 Szenariengewahlt, die noch eindeutig laminar sind.

+— l=2=2% —
+ X3 —+
[ | T
2 i X1 4 +— X2 —+ HZZ%

— o —+
1
Nl=

Abbildung 5.11.: Geometrieder "backward-facing step -Stremung mit De nition der re-
levanten Vergleidisgme en.

In Abbildung (5.11) ist die Geometrie dieser Stremungslkon guration dargestellt. Auf-
grund unseresspeziellenquadratisden Gitters haben wir Probleme, das bei [Wall 99]
und [Armaly et al. 83 bestiriebene Verhaltnis von Einstremkanalhehe/Stufenhehe ex-
akt gleich 5.2/4.9 zu wahlen. Dazu kommt noch die Tatsade, dasswir Geometrieke-
randungennur auf Kanten des grebsten betrachteten Gitters legenkennen, wenn wir
sicherstellenwollen, dasswir bei Gitterv erfeinerungnoch dieselte Geometrie rechnen.
Daher haben wir fur unsereSimulationen ein Verhaltnis (H  s)=s= 1 gewahlt, wie es
aud bei [Griebel et al. 95 verwendet wird.

Neben der Geometrielestireibung nden sich in Abbildung (5.11) aud die De nitio-
nen der Vergleihsgm en X;, X, und X3. Diese sogenanten "Reattachmen\ -Langen
ermeglichen uns zusammenmit der Stufenhohe s einenquartitativ en Vergleidh mit den
Ergebnissender geradezitierten Literatur.

Bei der Ermittlung der Reynolszahlverwendenwir wie [Armaly et al. 83] und [Wall 99]
als charakteristische LangeL ; denhydraulischen Durchmesserdoppelte Einstromhehe
2(H s) = 2=27) und als charakteristische Gestwindigkeit die mittlere Einstremge-
schwindigkeit U; = T, = 1 der parabolischen Einlaufvorgabe.

Wir haben fur alle Reynoldszahlenje zwei Simulation mit untersciedlich feinen re-
gularen Gittern aufgetihrt. Das grebere der beiden Gitter wird im Folgendenals 243-
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5. Numerischeéergebnisse

Gitter bezeitinet. Es besitzt 3° = 243 Zellen auf die GesantlangeL = 1 und damit
insgesarh 4212 Elemerte. Dagegenhat das feinere 729-Gitter 37908innere Zellen. Im
Vergleithh dazu rechnet [Wall 99] beispielsveisemit 7128 Elemerten, die allerdings den
Stremungs\erhaltnissen etwas angepasstsind.

Bewvor wir die Ergenisseunserer Simulationslaufe fur die verstiiedenenReynoldszahlen
au isten, wollenwir noch kurz anspretien, dassesbei der Ermittlung und demVergleid

der Reattachemen-L angen zwei Sdwierigkeiten gibt. Einerseits haben wir geradeauf

dem groben 243-Gitter einen gewissenSpielraum bei der LangenmessungWir haben
versutt, hierbei meglichst objektiv und einheitlich vorzugehen Andererseitshaben wir

alsVergleithswerte in Bezugauf [Armaly et al. 83]nur die dort aufgetihrten Diagramme
zur Verfagung. Das Ablesender Werte ist nicht immer ganzeinfad und sicher auch nicht

immer sehrexakt.

Ergebnisse auf dem 243-Gitter

Hinter der Stufe entsteht durch das dareberstremende Fluid ein Wirbel, der bei zu-
nehmenderReynoldszahlgre er wird. Ab einemWert von Re  500zieht die sinkende
Viskositat die Stromung im Nadlauf desWirb elsnach unten und erzeugtso einenwei-
teren Wirb el an der OberseitedesKanals.

Tabelle 5.1.: Uberblick: Reattachmert-L angenx; zu Stufenhehes.

243- | [Griebel et al. 95 | [Wall 99 | [Armaly et al. 83 | [Armaly et al. 83
Gitter (num.) (num.) (experimertell) (num.)
Re=100
X1/s 2.94 3.8 2.9 3.0 2.9
Re=250
X1/s 5.83 5.8 - 5.6 5.65
Re=500
X1/s 7.2 8.3 - 10.0 8.8
Xols 6.6 9.1 - 4.1 3.8
X3ls 5.8 6.2 - 7.5 6.9
Re=830
X1/s 9.0 - 11.9 14.0 7.6
Xols 7.6 - 10.3 8.6 6.2
X3/S 10.7 - 9.9 11.4 53

In Tabelle 5.1 habenwir die von uns gemesseneReattachmen-L angenx; im Verhaltnis
zur Stufenhehe s aufgelistet. Dort ndet man aud die jeweiligen Vergleihswerte aus
[Griebel et al. 95], [Wall 99 und [Armaly et al. 83).

Die relativ gro en Diskrepanzenzwisden experimertellen Daten aus[Armaly et al. 83
und allen numerisden Simulationen ab einer Reynoldszahivon 500 erklaren sich ausder
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5.4. Stufenstemung

Tatsade, dassim Experimert dreidimensionaleE ekte auftreten, die man mit einem
zweidimensionalenModell naterlich nicht erfasserkann. Au erdem vernadlassigenalle
numerisdien Beredcinungen den wenn aud geringen Ein uss des Eigengewibtes des
Fluids.

{ W v‘ mo - T T ek

anp,%k M MM{M

Abbildung 5.12.: Stufenstremung: Gestwindigkeiten und Druck fur Re = 830 (links)
und Re = 100 (rechts). Die Bilder fur das243-Gitter sind jeweils zwei-
fach mberhoht dargestellt.

Weiterhin haben wir in Abbildung 5.12 beispielhaft Druck- und Gestwindigkeitswerte
fur die Falle Re = 100 und Re = 830 visualisiert. Dabei ist zu beaditen, dassder
dargestellte Bereich zweifach mberheht ist und zudem nicht die tatsacdliche Lange L
desKanals zeigt, sondernnur 0:75 L. Man erkenrt auf den beidenunteren Bildern die
Drucksingularitaten an der Stufenege.

Um die Wirb el zu erkennen,sind die Uberblicksdarstellungenin 5.12allerdingszu klein.
Wir haben deshalbdie interessaten Bereide fer Re = 100in Abbildung 5.13(a) bzw.
fur Re= 830in Abbildung 5.13(b) noch einmal vergre ert dargestellt. In denBildern ist
die Gesdwindigkeit in Form von Nadelnvisualisiert, derenLangeund Farbe den Betrag
am jeweiligen Punkt bestireiben.

Fer den Fall Re = 100 haben wir die Berehinung mit Cache-Messungerdurchfeihren
kennen.Der Wert der L2-cade missedliegt fer den gesanten Programmlaufbei 1.31%,
was gleichbedeutendist mit einer cade hit rate von 98.69%.
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Velocity fleld at timestep 10000
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(b) Re = 830

Abbildung 5.13.:Wirb el im Nadlauf der Stufe fur Re = 100und Re = 830.
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Ergebnisse auf dem 729-Gitter

Tabelle 5.2.: Stufenstromung auf 729-Gitter: x;=s fur 100< Re< 830

[ [ Re= 100] Re= 250] Re= 500] Re = 830]

X1/s 3.05 5.79 8.10 8.75
XolS - - 7.31 10.37
X3ls - - 6.62 7.01

Wir betrachten nun knapp die Ergebnissefur diesellen Szenarienwie oben, allerdings
auf einem einmal mehr verfeinerten Gitter. Nateurlich verhalt sich die Stremung mit
einembzw. zwei Wirb eln im Nacdlauf analogzum groben Gitter.

In Tabelle 5.2 haben wir die Verhaltnisse von Reattachemen-L angenx; zu Stufenhohe
s dargestellt. Erneut stellt man fer die eherkleinerenReynoldszahlenlO0Ound 250eine
recht gute Ubereinstimmung mit den experimertellen und numerisdhen Daten fest (vgl.
Tabelle 5.1).

Abbildung 5.14.: Stufenstremung: Gestwindigkeiten und Druck fer Re=830 (links) und
Re=100 (rechts). Die Bilder fur das 729-Gitter sind jeweils zweifath
eiberhoht dargestellt.

Auch die Visualisierung fur Druck und Gesdwindigkeit in den beidenFallen Re = 100
und Re = 830in Abbildung 5.14 zeigt dasvom groben Gitter bekannte Bild.

Den ersten Nachlaufwirbel haben wir fer das feine Gitter in Abbildung 5.15(a) und
5.15(b) vergre ert visualisiert.
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(a) Re= 100
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(b) Re = 830

Abbildung 5.15.:Wirb el im Nadlauf der Stufe fur Re = 100 und Re = 830 auf dem
729-Gitter.
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5.5. Zylinderumstr emung

Die stationare bzw. zeitabhangigeUmstremung einesZylinders ist das,,klassisbe" Bei-
spiel einerinkompressiblenzweidimensionalenStremung. Neben vielen experimertellen
Daten gibt eseineganzeMengean Literatur zur numeristien Simulation diesesSzenari-
0s.Die BeretinungendesDFG-Bendimark [Turek et al. 97] zeigenaber audc, dassdiese
Stremungslon guration nach wie vor einenHartetest ferr Navier-Stokes-Leserdarstellt.

Nach [Wall 99]werdenbeider Zylinderumstromung folgendecharakteristische Stromungs-
bereite unterschieden:

stationare Umstremung Re< 49

laminare Wirb elablesung 49< Re< 140 190
bergangzu 3D-Wirb elbildung 190< Re< 260
bergangzu turbulenter Ablesung 260< Re

Interessan ist vor allem das Phanomender laminaren Wirb elablosung, das aud als
Karmansde Wirb elstra e bekannt ist. Dabei bewirkt eine Instabilit at der laminaren
Stremung ein Ablesender beidengegengleiben Wirb el im Nacdlauf desZylinders. Mit
einer gewisserFrequenzsdwingen die Nachlaufwirbel dann abwedselnd und lesenab.

Wir haben im Folgendennumeriste Beispieleaus den beiden Bereidhen gewahlt, die
einerein zweidimensionaleCharakteristik aufweisen:die stationare Zylinderumstremung
bei Re = 20 und Re = 40 sowie die laminare Wirb elablesungbei Re = 100. Fur diese
Reynoldszahlerhabenwird ein Reihenumerister Vergleihiswerte aus[Griebel et al. 95],
[Turek 98] und [Wall 99] zur Verfugung.

+—  c6 —+
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Abbildung 5.16.: Geometrie der Zylinderumstromung. Der Zylinder mit Zertrum in
(cG; cg) = (0:05550:0535)besitzt den Durchmesserd = 0:025.

In Abbildung 5.16 sind geometrisben Daten fer die folgendenStremungskeredinungen
dargestellt. Diese Wahl der Geometrie ertspricht bis auf eine geringfigig gre ere Ka-
nallange genauden Vorgaben aus [Griebel et al. 95] und [Turek et al. 97]. In [Wall 99]
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wird bei Re = 40 dagegenein Zylinder im freien Fluid betrachtet, so dassgewisselUn-
terschiedein den Vergleitisredhinungen zu erwarten sind.

Wir habendie jeweiligenVergleidsfalle fur zwei Gitterfeinheiten beretinet. Dasgrebere
243-Gitter besitzt 4374 Zellen im Stremungsgebiet,wohingegendas feinere 729-Gitter
mit 39366Z¢llen aufgebst ist. Damit liegenwir in Bezugauf die Anzahl der Elemerie
auf dem 243-Gitter im Vergleidh zu [Turek 98] zwisten den Levels 3 und 4 und auf
dem 729-Gitter zwisden den Levels 5 und 6. [Turek 98] weist darauf hin, dassferr gute
qualitative Ergebnissemindestensca. 8000 Zellen notwendig sind. Medchte man auch
guartitativ aussagekaftige Daten erhalten, so bedarf es30000Zellen oder mehr.

Aufgrund unsererveranderten Geometriedatengegemiber [Griebel et al. 95], [Wall 99|

und [Turek et al. 97] habenwir naterlich eineeineanderecharakteristische LangeL; =

d = 0:025.Wir haben fur alle folgendenSimulationen ein linear anwachsendesparaboli-

sthesEinlaufpro | uber die Kanalhehevorgegelen. Fernerhat die Dichte stets den Wert
= 1.0.

5.5.1. Station arer Stremungszustand
Re = 20

DiesesBeispiel entspricht genaudem stationaren 2D-Testfall aus [Turek et al. 97]. Die
hierbei relevanten Vergleihisdaten sind: Langeder RezirkulationszoneL im Nadlauf
deszZylinders, Druckdi erenz  p zwisten Staupunkt vorne am Zylinder und dem ge-
geruberliegendenPunkt auf der Zylinderreickseite, sowvie die Druckbeiwerte

2F, _ 2Ry

L, 7 wALy

Abbildung 5.17.: Zylinderumstremung bei Re = 20: Widerstands- (links) und Auftriebs-
beiwert (rechts).

Fer unsereWahl der Stremungslon guration bedeutetdies, dasswir die Kraft werte des
Programms jeweils mit einem Faktor 80 gewicten messen,um die Druckbeiwerte zu
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@) (b)

(©

Abbildung 5.18.: Zylinderumstremung bei Re = 20: Gestwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, savie dessenNadlaufzone(c). Hier ist
aud der edhte Zylinder und dasdarausvom Programm ermittelte Hin-
dernis visualisiert.

erhalten. Die charakteristische LangeL; = d = 0:025ist bei uns genauvier mal kleiner
alsin [Turek et al. 97]. DiesenGeometriefaktor G = 4 meissenwir bei Langenangaken
stets berucksiditigen.

In Abbildung 5.18 haben wir Stremungs\erhaltnisse im stationaren Zustand fer das
243-Gitter dargestellt. Das Ablesen der Rezirkulationslange ist auf diesem eher gro-

ben Gitter mit Sdiritt weite h = 1=243 natuerlich nicht ganz eindeutig. Wir messen
L 5h = 0:0205,was mit dem oben erwehnten Geometriefaktor G zu GL 0:0823
wird. Im Vergleidh dazu wird in [Turek et al. 97] ein Bereicdh von 0.0842bis 0.0852an-

gegelen.

In Bezugauf die Druckdi erenz  p direkt vor und hinter dem Zylinder verwendenwir

gemittelte Vergleihswerte wie in (4.35). Damit erhalten wir einenWert von p = 2:28,

der im Vergleid zum Referenzvert 0.117wesetlich zu hoch ist.

Eine Visualierung der Druckbeiwerte ndet sich in Abbildung 5.17. Wir beobadten

einen Einschwingvorgang aufgrund des Erreichens des vollen Parabelpro Is erst nach

T = 0:1 und aufgrund der relativ engenVorgabe von K = 100in Bezugauf die maximal

erlaubte Anzahl von Druckiterationen. Danad stabilisierensich Widerstands-und Auf-

triebsbeiwert im stationarenZustandbeicy = 4:728bzw. ¢, = 0:025.Die Vergleihiswerte
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aus|[Turek et al. 97] betragency = 5:580und ¢ = 0:0107.

Wir wollen absdilie end die Ergebnisseder sellken Kon guration auf dem feinen 729-
Gitter darstellen.

Bei der Kraftb eretinung konnten wir einen kleinen aber wirkungswllen Programmier-
fehler leider erst knapp vor der Fertigstellung dieser Arbeit eliminieren. Dieser Fehler
betrit lediglich daskorrekte Aufsammelnder Kraftanteile in y-Richtung. Fur die Simu-
lationen auf den groben Gittern stellt daskein Problem dar, wir konnten die Beredinun-
geneinfac wiederholen.In Bezugauf die feinen729-Gitter sind die Ersatz-Sinulationen
aufgrund der langen Laufzeit derzeit noch nicht abgesblossen.

Deshalbkennenwir alle Vergleitisdaten bis auf die korrekten Auftriebsbeiwert ¢, dar-
stellen. Insbesonderesind bei dem festen Hindernis die Stremungs\erhaltnisse durch
Fehlerin der Kraft naterlich nicht betro en, sodassdie Visualisierungenstimmen.

(@) (b)

(©)

Abbildung 5.19.: Zylinderumstremung bei Re = 20: Gesd&windigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sovie dessenNadlaufzone (c) auf dem
729-Gitter.

In Abbildung 5.19 sind die Ergebnissedes feinen Gitters dargestellt. Wir haben die
Nacdhlaufzonediesmalmit Gestwindigkeitspfeilenvisualisiert, damit man dasHindernis
gut iderti zieren kann.

Wir messereineNachlau angevon L 17h, was mit dem Geometriesklierungsfaktor
G = 4 einen Wert von 0.0932liefert. Die Druckdi erenz ergibt mit p = 2:62 wie
beim groben Gitter einenheherenWert alsin [Turek et al. 97]. Der Widerstandskeiwert
cg = 5:317liegt auf dem feinen Gitter nun naher am Vergleithswert 5.58.
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Alle Ergebnissesind im Uberblick in Tabelle 5.3 nochmals den Werten desDFG-Bend-
marks gegembergestellt.

Tabelle 5.3.: Zylinderumstremung bei Re = 20: Uberblick der Referenzverte.

| | L T a [ a | p]
243-Gitter 0.0823| 4.728| 0.025 | 2.29
729-Gitter 0.0932| 5.317 - 2.62

[Turek et al. 97] | 0.0847| 5.580| 0.0107| 0.117

Im Anhang B ist mit B.1 eine Abbildung des stationaren Stremungszustandedur Re
= 26 erthalten, die ausexperimertellen Untersuchungenertstand und in [Van Dyke 82]
zu nden ist. Man erkennt dort sden die beidengegenfu gen Nadlaufwirbel, die wir
aud in unsererSimulation erhalten haben.

Re = 40

Die stationare Zylinderumstromung bei einer Reynoldszahlvon 40 wird in [Wall 99]

bestirieben. Leider werden dort als Referenzwerte nur das Verhaltnis von Rezirkula-

tionslange zu Zylinderradius 2L =d und der Winkel desAblesepunktesam Zylinder

angegelen. Die Druckdi erenz  p lasstsich ausdemdort angegelenenDruckverlauf zu
p = 0:95 bestimmen.

Den Winkel kennenwir auf dem groben 243-Gitter nicht wirklich messenund selbst
beim feinen Gitter ist das nicht sehrgenau.Daher bestiranken wir uns auf einen Ver-
gleich von 2L =d.

Die ErgebnisseunsererSimulation sind in Abbildung 5.20dargestellt. Wie erwartet wird
die Nadhlaufzoneaufgrund der heherenReynoldszahlim Vergleid zum vorhergehenden
Beispielmit Re = 20 nun langer.

Wir ermitteln aus Abbildung 5.20(c) ein Verhaltnis 2L =d  3:52. Dagegengibt Wall
einenWert von 4.27an. In Bezugauf den Druckunterscied erreichenwir mit  p = 1:99
wieder einenerheblidhh heherenWert als die Referenz.

Bewor zu den Ergebnissendesfeineren729-Gitters kommen, geben wir noch die Druck-
beiwerte im stationaren Endzustand unsererRedinung an:

cg=3409 ¢= 0014

Auf dem729-Gitter nden wir dasobenbestriebeneVerhaltenbestatigt. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 5.21 zusammengefasst.

Der Druckunterschied p ist ahnlich zum groben Gitter mit p = 2:33 wieder relativ
hoch. Dagegenist das Verhaltnis von Rezirkulationslange zu Zylinderradius 2L =d =
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Abbildung 5.20.: Zylinderumstremung bei Re = 40: Gesd&windigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, savie desserNadlaufzone(c).

4:279 jetzt praktisch identisch mit dem in [Wall 99] angegelenen Wert von 4.27. Fuer
den Widerstandsheiwert erhalten wir ¢ = 3:88. Der Winkel zwisden x-Achse mit
Zertrum im Zylinderzertrum und der Position der Ablesungder Nachlaufwirbel betragt
etwa 48 .

Tabelle 5.4.: Zylinderumstroemung bei Re = 20: Uberblick der Referenzverte.

| IL=R[ c [ pP| |
243-Gitter | 3.520] 3.40| 1.99] -
729-Gitter | 4.279| 3.88| 2.33| 48
[Wall 99] || 4.270| - |0.95| 52

In Tabelle 5.4 sind die Vergleihiswerte nochmals aufgelistet.

Die Visualisierungeineszu dieserKon guration nahezuidentischen Experimertesist in
Anhang B zu nden. Dort wird in B.2 ein freier Zylinder bei Re = 41 umstremt. Man
erkennt sehrsden die Rezirkulationszonemit den beidenstationaren Wirb eln.
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5.5. Zylinderumstomung
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Abbildung 5.21.: Zylinderumstremung bei Re = 40: Gestwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, savie dessenNacdlaufzone(c) auf dem
729-Gitter.
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5. Numerischeéergebnisse

5.5.2. Instation arer Stremungszustand: Karmansche Wirb elstra e

In diesemAbsdnitt stellen wir die numerisdien Ergebnissefer die instationare Zylin-
derumstremung vor. Wie bei den vorherigen Beispielenvergleidhien wir audh hier das
grebere 243-Gitter mit dem 729-Gitter. Wir vergleihen einerseitsdie Referenzwerte
aus|[Turek et al. 97], andererseitshaben wir mit den Bildern aus[Turek 98] auch einen
direkten graphisten Vergleid in Bezugauf die Druckbeiwerte.

Alle Rechnungenliefenbis zu einer Gesantzeit von T = 2 Sekundenin unsererZeitskala.
Dasentspricht aufgrund der dimensionsloseZusamment&ngeeinerEndzeitvon Tprg =
8 in der Skala von [Turek 98], die bei ihren Vergleitisreqinungen Tprc = 5 verwenden.

t= 1:88
t=1:90
t= 192

Abbildung 5.22.: Zylinderumstremung bei Re = 100: Lesungzu drei Zeitsdritten, die
zusammeneine halbe Periode ergelen: 0:04 0:0838-2.

Wir stellen nun unsereErgebnissedes243-Gitters vor. Die Veranderungvon Druck und
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5.5. Zylinderumstomung

Gestwindigkeit mber etwa die Halfte einer Periode sind in Abbildung 5.22 dargestellt.
Die PeriodendauerTpe, konnten wir mit Hilfe der Kraftk oe zien ten auf T,e, = 0:0838
Sekundenermitteln. Damit ergibt sich eine Strouhalzahlvon

L, _ 0025

St = =

= 0:298 (5.9)

DiesesErgebnis stimmt sehrgut mit dem Referenzwert von St = aus[Turek et al. 97]
eiberein. Wir erhalten ferner eine Druckdi erenz von p = 1:87 sowvie maximale Druck-
beinerte Cymax = 2:63 und C.max = 497.Die Vergleihsdatenaus [Turek et al. 97] sind

p = 2148, Cgmax = 3:23 und CG.max = 1:0. Wir sehenalso, dassder dort besdiriebene
E ekt fur grobe Gitter tatsadclich eintritt: Obwohl die Stremung die typische Wir-
belablesung aufweist, sind die quartitativ en Ergebnissenicht sonderlid© nahe an der
Realitat. Eine Uberprefungender Redinungen, nach Optik\ liefert alsokeine Garantie
fur ein gutesVerfahrenbzw. eine ausreitiende Diskretisierung.

Abbildung 5.23.: Zylinderumstremung bei Re = 100: Auftriebsbeiwert ¢ unsererRed-
nungen (links) und Graphik aus[Turek 98] (rechts).

Au erdem haben wir den zeitlichen Verlauf der Widerstand- und Auftriebsbeiwerte in
Abbildung 5.23bzw. 5.24 zusammenmit den entsprechendenGraphiken aus|[Turek 98]
dargestellt. Wir be nden uns mit dem 243-Gitter in Bezug auf die Anzahl an Zellen
geradezwisten Level 3 (hellblau) und Level 4 (pink) der DFG-Rednungen. Dies wird
am Auftriebsbeiwert in 5.23 besondersdeutlich, wo unsereWerte auch genauzwisdien
den Verlaufen dieserbeidenLevels liegen.

Die Messungerin Bezugauf die Cache-Performancehaben einenAnteil von 1.52%cade
missesergelen. DieserWert entspricht wieder einer guten cade hit rate von 98.48%.
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5. Numerischeéergebnisse

Abbildung 5.24.: Zylinderumstremung bei Re = 100: Widerstandskeiwert ¢4 unserer
Redinungen (links) und Graphik aus[Turek 9§ (rechts).

Wenn wir die numeristien Ergenisseunseresfeinen 729-Gitters betrachten, so stellen
wir einedeutliche Verbesserungn Bezugauf die Referenzwerte fest. Aus den Verlaufen
der Druckbeiwerte lasstsich eine PeriodendauerT,e, = 0:084 ableiten. Dies ergibt nach
(5.9) zusammenmit dem Zylinderdurchmesserd eine Strouhalzahlvon St = 0:297.
Fernererhalten wir maximale Druckbeiwerte von ¢y = 3:25und 1:05. Die Druckdi erenz
belauft sich nun auf p= 2:23.
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Abbildung 5.25.: Zylinderumstremung bei Re = 100 auf dem 729-Gitter: Auftriebsbei-
wert ¢ (links) und Widerstandshbeiwert ¢y (rechts).

In Abbildung 5.26sind die Ergebnissefur Druck und Gesdwindigkeit visualisiert. Wie-
der betragt der ausgevehlte Zeitraum in etwa eine halbe PeriodendauerTpe, = 0:084.

Sdlie lic h sind die zeitlichen Verlaufe von Auftriebs- und Widerstandskeiwerten in Ab-
bildung 5.25dargestellt.
Der Auftriebsbeiwert ist aufgrund desobenerwahnten Programmierfehlersdoei der Kraft-
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5.5. Zylinderumstomung

beredinung nur bis Zeitsdritt 54000dargestellt,da die Ersatzsirrulation erst bis dorthin
geretinet hat. Man sielt aber in Analogie zum groben Gitter, dassdie endgeltige Am-
plitude der Sthhwingungensdon erreidit ist, sodassder ¢ -Verlauf bereits aussagekatftig
ist.

Tabelle 5.5.: Zylinderumstremung bei Re = 100: Uberblick der Referenzwerte.

‘ H Cd;max ‘ Q;max ‘ St ‘ P ‘
243-Gitter 2.63 | 0.49 | 0.298]| 1.87
729-Gitter 3.25 | 1.05 | 0.297| 2.23

[Turek et al. 97]| 3.23 | 1.00 | 0.299| 2.48

Samtliche Ergebnissefur die Referenzverte desgrobenund feinenGitters sind in Tabelle
5.5 nochmals den Vergleihsdaten aus [Turek et al. 97] gegembergestellt. Mit dem fei-
neren 729-Gitter erhalten wir wie erhot eindeutig bessereErgebnisse Allerdings liegt
die Zahl der ca. 39000Gitterzellen nur knapp eber der desLevel 5 aus[Turek 98|. Dies
erkent man auch am Verlauf unsereswWiderstandsheiwertes: Das Niveau, um dascy in
5.25(b) sdwingt, ertspricht relativ genaudemvon Level 5 (rot) in 5.24(b).

Absdlie end verweisenwir auf Anhang B, wo in Abbildung B.3 ein experimertelles Er-

gebnisder Karmanstien Wirb elstra e fur Re = 105 aus [Van Dyke 82] dargestellt ist.

Die ablesendenWirb el kennensich dort naterlich relativ ungesert vertikal ausdehnen,
da die WandedesExperimertalkanals einenwesetlich gre eren Abstand zum Zylinder

besitzen.

Auch in der Natur tritt das Phanomender Karmansten Wirb elstra e auf. Soist bei-

spielsveisein [Griebel et al. 95 mit Bild 11.9auf Seite185ein Satellitenbild dargestellt,

dasdie an einerInselim Atlantik ablesendeWolkenverwirbelung zeigt.

83



5. Numerischeéergebnisse

t = 1:880
t = 1:896
t= 1912
t = 1:928

Abbildung 5.26.: Zylinderumstremung bei Re = 100: Lesungenelber ca. eine halbe Pe-
riode Tper = 0:084.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Zum Sdluss dieser Arbeit mediten wir die wesetlichen Ergebnissezusammenfassen
und einen Ausblick auf sinnvolle Erweiterungengelben.

Wir haben gesehendassdie Cacthe-E zienz der zugrundeliegenderProgrammstruktur
aus[Guenther 04] bei Erweiterung auf die Lesungder Navier-Stokes-Gleitungenim We-
serlichen erhalten bleibt. Obwohl wir einige Zusatzdatenin den Knoten uber die Keller
schicken messen,bewegt sich die cade hit rate immer in einem Bereich oberhalb von
98%.

Die Testlle desfreien Kanals und desKreisel usseshaben sich geradewegenihrer Ein-
fachheit als wirksamesund sinnvolles Instrument erwiesen.Damit konnten wir Ande-
rungenim Programmcale auf groben Gittern sdnell und einfad eiberpreifen.

Bei den ansprudiswlleren Szenarienwie der einspringendenStufe und der Zylinderum-
stromung konnten wir qualitativ und quartitativ redit gute Ergebnisseerzielen.Gerade
die Kraftb erecinung mit Hilfe der konsisterten Kr afte hat durch ihre Genauigleit und
ihre einfate Struktur in unseremProgrammansatzelberzeugt.

Die in unserenAugendringlichste Aufgabe bestelt im Momert darin, die Gesantlaufzeit
desVerfahrenszu verbessern.Dazu gibt esverstiedeneEbenen,auf denengleichzeitig
vorgegangenwverdenkennte.

Aufgrund der historischen Entwicklung desProgrammswerdenderzeit versdiedeneBe-
redhnungen jeweils einzeln behandelt. Damit durchlaufen wir in jedem Zeitsdritt das
Gebiet wesetlich hau ger als netig. Eine gestickte Kombination der untersciedlichen
Aufgaben in wenige Zellbaumdurdlaufe weirde diesenNadteil beseitigen.

Au erdem ist eine Erweiterung desVerfahrensauf a priori adaptive (aber wahrend des
Programmlaufesfeste) Gitter netig. Es gilt, die bereits erarbeiteten Grundlagen hierzu
noch vollends umzusetzen.So kennte man eine gezielte Verfeinerungdes Gitters in in-
teressaten Bereidhen desStremungsgebietesror dem Programmstart festlegen.
Praktisch ware auch die Meglichkeit desEinsatzesvon Mehrgitterverfahrenzur Lesung
der Druckpoissongleibung. Die Zeitersparnisim Programmlauf weirde dabei auf alle
Falle weiterhelfen.Wesetlic he Ansatze der Mehrgitteralgorithmik fer denPeano-Ansatz
sind bereitsin [Weinzierl 05] erarbeitet worden.

Eine Erweiterung des Verfahrensauf Probleme der Raumdimensiondrei ist nicht nur
aufgrund der vielfaltigen interessaten Anwendungsaspkte weinsdhensvert. Zusatzlich
lie en sich soandereErgebnisseunsererArb eitsgruppe verwenden,wie beispielsveisedie
Umsetzungder Parallelisierung (vgl. [Herder 05 und [Langlotz 04]). Auch die Ansatze
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6. Zusammenfassungnd Ausblick

zu Adaptivit at und Extrapolation aus[Dieminger 05] und [Krahnke 05] bieten sinnvolle
Erweiterungsoptionen.

Till Wagnerbefasstsich in [Wagner05 mit einer verbessertenRandbehandlung.Diese
ist geradein Hinblick auf die Interaktion von Fluid und Struktur von Interesse.

Wir sehenalso, dass noch einiges Potertial im Ansatz der cade-optimalen Finite-
Elemert-Implementierung vorhandenist, dasesin Zukunft auszushepfen gilt.
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A. Randbedingungen fur die
Druckp oissongleichung

Die Randbedingungenunsereszu lesendenProblemssind in Form von Bedingungenan
die Gesdwindigkeiten formuliert. Ziel diesesAbsdnitts ist es darzustellen, wie diese
Gestwindigkeitsrandbedingungendurch unserenFinite-Elemert-Ansatz in Bezug auf
den Druck zu interpretieren sind.

Entscheidendist hierbei erneut der Massenerhaltr  u = 0, der auch auf dem Rand
erfellt seinmuss.

Wir halten uns bei der Herleitung der Randbedingungenan das Konzept von Gresho
und Sani, das beispielsweisein [GreshoSaniB7] dargestelltist. Dabei geit man von der
Zeitableitung der raumlich diskretisierten Kontin uit atsgleicung auf einemElemen aus
(Schritt 1) und ersetzt die auftretenden freien Besdileunigungendurch die Anteile, die
die semidiskretisiertenimpulsgleidciungen(4.28) und (4.29) liefern (Schritt 2). Nad einer
Taylorentwicklung um denMittelpunkt desbetrachteten Elemenes (Sdhritt 3) fasstman
alle Terme zusammenund fehrt einen Grenzibergangh! 0 durch (Sdhritt 4).

Ausgangspunktist also das semidiskretisierte System der Navier-Stokes-Gleitungen,
hier nochmals explizit fer beide Raumrichtungen x und y notiert:

Aup + Dup + C(up;Vi)un  MJpn = fy (A.1)
Avp + DV, + C(Un;Vi)Vn Mypn = fy (A.2)
Myup + Myvy, = O: (A.3)

Wir verzithten zukeinftig auf denIndex h, der die raumliche Diskretisierung eber Finite
Elemerte bezeitinet, um die Ubersittlichkeit der Notation zu erleichtern. Der Last-
vektor (f4;f,)T der rechten Seite erthelt ewertuelle Anteile aus Volumenkmften und
naterrlichen Randbedingungen Fer unserekonkrete Problemstellungenfallen diesebei-
den Anteile. Die Beitrageder inhomogenerDriric hlet-Bedingungender Gesdwindigkei-
ten am Rand sollenin dieserNotation der Gleichungennoch wie echte Gestwindigkeits-
Freiheitsgradeauf der linken Seite vorhandensein.
Die Kontinuitatsgleidwng ist in der Form (A.3) gegemiber unsererursprenglichen Nota-
tion (4.30) lediglich einmal nach der Zeit abgeleitet. Au erdem werdenwir im Folgenden
die dimensionslosd-ormulierung der Navier-Stokes-Gleitlungen verwenden(1/Re statt
beim di usiv en Term). Damit sparenwir uns ein unnetiges Mitziehen der Dichte als
Faktor, ohnedie Gelltigkeit der Ergebnissezu beeirtr achtigen.
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

A.1l. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randb edingungen an
Kanten
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Abbildung A.1.: Notwendige Elemerte und Knoten fer eine Dirichlet-Kante links. Be-
trachtet wird Elemen 3.

Zunadhst wollen wir den Fall betrachten, dassauf einer Kante unseresGebiets die Ge-
schwindigkeiten durch Dirichlet-Bedingungen xiert sind. Konkret visualisiert ist der
diskrete Bereich, der bei der Herleitung fer ein Elemernt notwendig ist, in Abbildung
A.l. Ziel aller folgendenSdritte ist alsodie Ableitung der Bedingungfer den Druck ps
im Element 3 in Konsistenzmit dem Massenerhalt.

1.) Sdritt: semidiskreteKontinuit atsgleidhung auf Elemen 3
Mit unserenDiskretisierungsogeratoren erhalten wir

h h
E( Uz+ Ug Ug+ Ug) + E(V‘Z+ Vg Vg V5) =0 (A.4)

Dirichletrandbedingungen xieren die Gestwindigkeiten der Knoten 1, 4, 7 und
10, also sind inshesondereuy, Uz, v4 und v; festgelegt.Die Besdileunigungenus,
Ug, Vs und vg sind dagegenfrei; fur diesemeissenalso die Anteile aus den Impuls-
gleichungen(A.1) und (A.2) eingesetztwerden.

2.) Sduritt: Anteile der freien Bestleunigungenaus den Impulsgleichungen

Im Prinzip sind die Besdileunigungenu; eber die Massenmatrix A verkoppelt.
Wie beim Lesungsalgorithnus verwendenwir hier nun aud ein masslumping zur
Entkopplung.
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A.1l. Geschwindights-Dirichlet-Randédingungeran Kanten

Ferner wird sich im Laufe der Redinung zeigen,dassdie exakte Form der semi-
diskreten konvektiven Anteile nicht wirklich relevant seinwird, so dasswir diese
Termein verkerzter Notation behandelnwerden,um die Ubersiditlichkeit der Re-
chenstiritte zu gewahrleisten.Wir wollenmit C! bzw. C denkonvektiven Beitrag
von u bzw. v in Zellei bezeitinen. In [GreshoSani98 wird daferr einevereinfadite
Beredinungswrsdirift eber eine 1-Punkt-Quadratur vorgesblagen. Diese lautet
zum Beispielam Elemert 1 in unseremFall folgenderma en

1 1
Ci = Z(ul'l' Up+ Ug + Us)%(uz Up+ Us  Ug)

+1(v +V,+ VvV +v)1(u U+ Us  Up);
41 2 4 52h4 1 5 2)

1 1
Ci = Z(ul'l' Uz + Uy + Us)%(Vz Vit Vs Vy)

+ 1(v +V,+ VvV +v)1(v Vit Vs Vo)
41 2 4 52h4 1 5 2)-

Mit dieserNotation stellt sich Gleichung (A.1) fur Knoten 5 aufgebst nach h?us
folgenderma endar:

1
h2u_5 = 3—F\’e( 8U5+ Ui+ U+ Ug+ Ug+ Ug+ U7+ Ug + Ug)
h? h
7 Ci+C+Ci+C) S pe*tp pi+p): (A

Analog verfahrt man mit vs, ug und vg und erhalt damit

h%vs = 3iF\’e( 8Vs+ Vi + Vo+ Vg+ Va+ Vg + V7 + Vg + V)
h2 h
7 CI+C+C+Ch) S(pe+pa P P2 (A.6)
1
h%ug = 3—Re( 8ug+ Us+ Us+ Ug+ U7+ Ug+ Ugg+ Ugg + Ugp)
h2 h
Z(C§’+CZ‘+C§‘+C€) E( Ps+ P Ps+ Pa); (A.7)
h?vg = 3iF\’e( 8Vg+ V4t Vs + Vg + V7 + Vg + Vip+ Vi1 + Vip)
h2 h
7 (Ci+Ci+Ci+Cg) S(ps+Ps Pz Pa): (A.8)

Neitzen wir nun dieseDarstellung der freien Besdleunigungenund setzen(A.5) -
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

(A.8) in Gleichung (A.4) gewiditet mit % ein, so erhalten wir sdlie lich

0 = %( Uz+ Ug Ug+ Us) + %(V_z"‘ Ve V4 V)
1 1 1
= Q(UA+ Uz) + Q(V_z Va) m(pz P+ 2(0a P3)*+ Ps  Ps)

1
%(pﬁ P2t Ps+ P 2(Ps+ Pa))

1
+76h2Re( 7us T7ug+ Ui+ Ux+ Uz+ 2(Ugs+ Ug+ U7+ Ug) + Ugg+ Ugg + Ugo)
1
+ 6hZRe (Ovs 9vg Vi Vo V3t Vgt Vigt Vip)
1 1
g(CiJ + Cy+ 2CY+ 2CY + CU+ CY) é(cg +CY CY Cy): (A.9)

3.) Sduritt: Taylorentwicklung der Termeum Elemen 3

Die Darstellung der Formeln fur die zweidimensionaleTaylorentwicklung um den
Mittelpunkt von Elemert 3 kennenwir aufgrund unsererquadratischen Elemerte
etwasvereinfaten, da die Gitterw eite h sovohl fur diex alsaud diey Richtung
gilt.

Fur die Druckanteile verwendenwir folgendenZusammenhang

PX) =m0 xR TP o) v o)

NyxP I yyP

pi ps + h(ar xp+ br yp)

h2
+ E(a-zr wP+ abr yp+ har xp+ bfr yyp) + O(h®) (A.10)

mit den Abkeirzungen

fp= g(xs)i rxixj-p:@@? % (x3)

sawie
P1:
P2 -
Ps -
Ps:
Ps :

(A.11)

[ T O | I 0
RPORRO
FEFELO
PR OR P

SELYPL

Netzen wir die Formel (A.10) far den Druckterm %(pz pr+2(ps P3)+t Ps  Ps)
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A.1l. Geschwindights-Dirichlet-Randédingungeran Kanten

aus Gleichung (A.9), sogereigensogardie Glieder erster Ordnung um

1
m(pz Pr+ 2(Psa P3)+t Ps Ps) =
1
= %[ ps hryp+hryp ps+hryp+ 2(ps+ hry pg)

1
+ps+ hr yp+hryp ps hryp] + HO(hZ)

_4h 1 n _ @
= TPt O = Zxs) + Oh) (A.12)
zu erhalten.

Fer den zweiten Druckterm aus (A.9) beretinen wir unter Berecksichtigung der
Glieder zweiter Ordnung

1
m(pl+ P2+ pPs+p 2(ps+ pa)) =
2

= S aplTwPH TP TP TP+ T yp+ 1P

TP+ T yxP+ T ywp 2r op] + O(h?)
_ ho @ 2.
= 38 @ (x3) + O(h?): (A.13)
Fur die Taylorentwicklung der ebenfallszellbasiertdargestelltenKonvektionsterme
C™" kennen wir die selten Formeln (A.10) und (A.11) verwendenwie fur den
Druck. Damit ergibt sich

1
g(Cl+ i+ 2CY + 2C + CY + CY) cY + O(h) (A.14)

hay

X + 0O(h?): (A.15)

crrcr ooy

Sdlie lic h fehlennoch die di usiv en Anteile sawie die auf dem Rand vorgegelenen
Besdleunigungenaus Gleichung (A.9). Die Entwicklungsformeln hierfer kennen
wir in analogerSdireibweisefolgenderma endarstellen:

U I yyu

3
LX) + o)

1
u(x) Ug+ r u'(X Xg)+ E(X x3)"

h
U = ug + E(aarxw br yu)

h2
+ 2,—4(@2r wU+ ahr wu+har u+ Ffryu) + O(h®); (A.16)

wobei wir aufgrund der Versetztheit des Gestwindigkeitsgitters gegember dem
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

Druck folgendeKoe zien ten haben

Up: au= 1 b= 3 u;: a;= 1 b =1
Uy: a =1 bb= 3 Us: ag =1 k=1
Us: a3 = 3 k= 3 Ug: ag = 3 by =1

A.17
Ug: au= 1 by= 1 Upg: 0= 1 b =3 ( )
Us: a5 = 1 b= 1 Uir: a1 = 1 by = 3
Us: a8 = 3 b= 1 Up: a2 = 3 b = 3

Damit erhalten wir fur die di usiv en Anteile

6thRe( 7us  Tug+ Up+ Up+ Uz+ 2(Us+ Ug+ U7+ Ug) + Ug+ Ugg + Ugp) =
- %;#Re(“& o Ut 48 yyu) + O(h) = Rie u(xs) + O(h); (A.18)
F{Re(% g Vi Vo Va+ Vgt Vipt Vip) =

= %éhzr\,e(o) + O(h) = O(h): (A.19)

Die Dirichlet-Besdleunigungenergeten sich zu

%(UA+ u;) = %(ZU_ h=2r yu h=2r yu h=2r ,u+ h=2r yu) + O(h?
= Sx9 + o) (A20)
%(v_z Vi) = %( h=2r ,v + h=2r ,v+ h=2r ,v+ h=2r yv) + O(h?
h@ @ )
—— — (x3) + O(h9): A.21
2@ @ (X3) (h%) (A.21)

4.) Sdritt: Zusammenfassealler Terme,h! 0

Wir setzennun die Ergebnissealer Taylorentwicklung (A.12), (A.13), (A.14), (A.15),
(A.18), (A.19), (A.20) und (A.21) in Gleichung (A.9) ein und bringen noch den

ersten Druckterm %(pz pr+ 2(ps P3) + Ps Ps) auf die andere Seite. Damit
erhalten wir als Randbedingungan den Druck in Elemert 3

@ Q@ 1 h@ @

— = — + — U ur)u+ -— — +O(h
& @ Re (ur) 2@ @ (h)
und nach Grenzubergangh ! 0 sdlie lich
@_ @, 1 |
@ @ + Re u (u ru: (A.22)
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A.2. Geschwindigts-Dirichlet-Randédingungeran Ecken

Wir habensomit ausdenDirichlet-Gestwindigkeitsvorgaben eineNeumann-Randkedingung
fur den Druck abgeleitet, die genaudem x Anteil der Impulsgleidungen ertspricht.
Werden wir statt einer linken Kante den Fall einer rechten Randkante untersuden, so
erhielten wir mit den analogenSdiritten wie oben wieder Gleichung (A.22), lediglich

auf beiden Seiten mit einem Faktor -1 multipliziert. Das liegt daran, dassdie freien
Anteile der Impulsgleichungen us und ug dabei mit jeweils anderemVorzeiden in die
Kontin uitatsgleiciung (A.4) eingehen.

Mit analogerVorgehenswisefer Kanten an oberen oder unteren Randern erhalten wir
ebenfalls als Ergebnissewieder Neumann-Dru&-Randbedingungen,die diesmalder Im-
pulsgleitung in y Richtung ertspreden:

@: @+iv (u r)v:

@ @ Re

Insgesanh erhalten wir die allgemeineForm der Neumann-Drukrandbedingungenan
reinen Kanten unter VerwendungdesNormalervektors n:

— = nrp=n —+iu (u ru : (A.23)

Wennwir (A.23) fur unserelinke Kante (alsofur n = ( 1;0)") ausstireiben, soerhalten
wir bis auf einenFaktor -1 auf beiden Seitengenauwieder (A.22). Die Orientierung des
Normalenvektors einer Kante sorgt alsodafer, dassgenaudie netigen Vorzeihenvedsel
auf beiden Seiten der Randbedingung (A.23) erfolgen, die wir bei unserer expliziten
Herleitung der linken Kante im Vergleid zur rechten auch beobattet haben.

A.2. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randb edingungen an
Ecken

In diesemAbsanitt wollen wir analogzum Vorgehenbei reinen Kanten die passenden
Druckrandbedingungenfer Eckelemene herleiten. Wir wahleneinelinke obereFluidecke
wie in Abbildung A.2 dargestellt. Um Teile der Ergebnisseder obigenRetnungendirekt
beretzen zu kennen, tr agt das Eckelemen wieder die Nummer 3.

1.) Sdritt: semidiskreteKontinuit atsgleidhung auf Element 3

Der Massenerhaltfur Elemert 3 in Besdleunigungsformlautet (ohne den Faktor
h)

1 1
é( Uz+ Ug Ug+ Ug) + E(V_z‘F Vg V4 Vg) =0 (A.24)
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

n=(1,1)

Abbildung A.2.: Notwendige Elemerte und Knoten fer eine Dirichlet-Ecke links oben.
Betrachtet wird erneut Element 3.

2.) Sduritt: Anteile der freien Bestleunigungenaus den Impulsgleichungen

In unseremEckelemen sind die Gesd&windigkeiten an den Knoten 4, 7 und 8
vorgegelen. Damit sind aud die ensprechendenBesdileunigungenuy, uz und ug
festund wir haben lediglich einenfreien Term us. Dafeir kennenwir die aufgebste
Form der Impulsgleichungen (A.5) und (A.5) neitzen. Insgesarh ergibt sich dann
mit (A.24)

1 1
0 = é( Uz+ Ug Ug+ Ug) + E(V‘Z+ Vg Vg Vs)
1 1
= E(U_a Ug Ug)+ Q(V_z‘F Vg Va)

S Pt pe Pt (B Pt D )
ah P2 Pt Ps Ps an Pz P1tPs P2
1

+
6h2Re
1

6h2Re
1 1
é(Ci‘ +Cy+Ci+C))+ §(C‘l’ + Cy+ Cy + C)): (A.25)

( 8us+ Up+ Ux+ Ug+ Us+ Ug+ U7+ Ug)

( 8vs+ Vi+ Vot V3t Vyt+ Vgt V7t Vg)

3.) Sduritt: Taylorentwicklung der Termeum Elemen 3

Wie im vorigen Abscnitt fer die Kanten erntwickeln wir nun auc fer die Ecke
samtliche Anteile in eine zweidimensionaleTaylordarstellung um den Mittelpunkt
von Elemert 3.
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A.2. Geschwindigts-Dirichlet-Randédingungeran Ecken

Damit erhalten wir fer die Druckanteile

p(X) = ps+rp(x xsz) + O(h?)

pp = ps hryp + O(h?) (A.26)
P = p+hrgp hryp+ O(h?% (A.27)
ps = ps+hr,p + O(h?: (A.28)

Wir netzen (A.26) - (A.28), um

1 1
m(pz P1+ Ps P3) Sf P+ O(h) (A.29)

1 1
m(ps P1t Pa P2) ér yp + O(h) (A.30)

zu beredinen. Analog kennenwir wiederfur die konvektiven Anteile vorgehenund
erhalten

%(c;w Cut+Cl+Cy) = %cg + o(h) (A.31)
%(Ch Cr+Cl+Cy) = %c; + O(h): (A32)

Fur die Taylorentwicklung der Gestiwindigkeitsgre en verwendenwir in Analogie
zum Kantenfall die Darstellung (A.16)

h
u = us + E(aarxw br yu)
2

2! 4

+ (ar U+ ahr yu+ har yu+ bfr yyu) + O(h®);

wobei wir wieder die folgendenKoe zien ten haben

Up: au= 1 b= 3 Usg: a=3 b= 1
U: ao = 1 bpb= 3 uz: az= 1 b, = 1
Uz: a3z = 3 k= 3 Ug: ag = 1 by = 1
Ug: au= 1 ly= 1 Ug: a9 = 3 b =1
Us: a5 = 1 b= 1.
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

4.)

Damit ergibt sich

1
m( BUs+ Ui+ Up+ Us+ Ug+ Ug+ Uz + Ug) =
1 h?

= maz—ﬂr(z4r wU+ 24r wu) + O(h)

1
= 5= Us + O(h) (A.33)

1
m( BVs+ Vi+ Vot Va+ Vit Vgt V7 + Vg) =
1 h?

1
= 5mg Vo * O(M) (A.34)

Sdlie lic h erhalten wir noch die Entwicklungsterme der festen Bestleunigungen
Zu

%(U_g Ug Uz) = %U_g + O(h) (A.35)

1 1
é(v_z+ Vg Vg = EV_a + O(h): (A.36)

Sdritt: Zusammenfassealler Terme,h! 0

Die Ergebnissaler Taylorentwicklung (A.29), (A.30), (A.31), (A.32), (A.33), (A.34),
(A.35) und (A.36) setzenwir nun in Gleichung (A.25) ein. Dabei bringen wir den
Druckterm auf die andereSeite und kommeninsgesarh also auf

1 1 1
é(r P ryp = Z—Re( Us V3) E(Lls Va)

Jlcy ci+ oy

Ein Grenzbergangh ! 0 ergibt sdlie lic h die geweinsdte Randbedingungin der
Ecke:

1 @ @ 1 1 @ @
2@ @ "™ 7wl V) ;g @
%[(u ryu  (u r)v](xs): (A.37)

Diese Randbedingunglasst sich erneut uber den Noymalenvektor n besdireiben,
der in der Ecke geradein diagonalerRichtung liegt: ~ 2n = ( 1;1)" Damit lautet
die allgemeineForm wieder

@ Q@

@:nrp:n @-'-Rieu (ur)u (A38)
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A.3. Geschwindights-Neumann-Ranailingungeran Kanten

Wir Weissn_daraufhin, dassanalog zum Kantenfall die Form (A.38) bis auf einen
Faktor 2 auf beiden Seitenidertisch ist zu Gleichung (A.37). Hatten wir eine
andereEcke als geradedasElemert links obengewahlt, soweirden wir in expliziter
Form eine Darstellung erhalten, die durch den jeweiligen Normalernvektor wieder
(A.38) ertspricht.

A.3. Geschwindigkeits-Neumann-Randbedingungen an

Kanten

An Aus ussrandern herrschen Neumann-Randledingungenan die Gestwindigkeit. Im
Folgendenwerdenwir sehendasssich dieseBedingungenals Dirichlet-Randbedingungen
fur den Druck am Auslassinterpretieren lassen.

Um ein konkretes Redenszenariozu scha en, gehenwir erneut davon aus, dassder
Neumann-Randdie linke Kante in Figur A.1 ist. Damit kennenwir teilweiseauf bereits
hergeleiteteAusdreicke desDirichlet-Falles zureckgreifen.

1)

2)

Sdritt: semidiskreteKontin uit atsgleidung auf Elemen 3
Die Kontinuitatsgleicung lautet wieder

h h
E( Usg Uz+ Us+ Ug) + E(V_z Va+ Vg V5) = 0: (A.39)

Sdritt: Anteile der freien Besdileunigungenaus den Impulsgleidiungen

Samtliche Beshleunigungenin (A.39) sind nun frei und meissendurch die ertspre-
chendenAnteile der diskreten Impulsgleichungen ersetzt werden.

Dader Tragerder Basisfunktionen ; am Rand nur mehrhalb sogro ist, verandert
sich die Massenmatrixam Rand und wir erhalten nach masslumping einenFaktor
1=2 bei den Bestleunigungen.Auch die Termeder Konvektion, Di usion und des
Druckgradierten andernsich am Rand geradepassendab, indem nur die Elemerte
im Fluidgebiet Anteile liefern.

Au erdem tauchen aufgrund des Ober acdhenintegrals in (4.13) der sdwaden
Form nun zusatzliche Kraftanteile f auf. Wir wollen dieseAnteile, die ja in Koor-
dinatenrichtung de niert sind, eber den Zusammenhang

_ _ fx Ny _
fo, = f n= f n, = fy
f = f = ::X L fy

y y
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

in Richtungen normal und tangertial zum Rand darstellen.
Normalernvektor n und Tangerialvektor habenin unseremFall der linken Kante
die Gestaltn = ( 1;0)" und = (0; 1).

Wir verwendendabei die Abkurzungf' bzw. f' fur dennormalenbzw. tangertia-
len Anteil derKraft vonElemert i auf Knotenj 'DieserKraftanteil soll ahnlich dem
Druck konstart auf einer Elemerikante sein.Daher ergibt der gesante Kraftanteil
der schwachen Form gerade

Z Z Z H
\ jfxd = j( fn)d = frll] jd = Efrllj
z" z" z M
. h .
iJfyd— i (f)d = f'j jd = Ef'j:
N N Nj
Insgesar verwendenwir alsofolgendeAusdreicke
h—2u - L 4u+}u+u+u+}u+u
2 4 = 3Re 4 2 1 2 5 2 7 8
h? h h
7 €1+ C) S(s+p) 3 fr +f3 (A.40)
2 2
h2 1 1 1
§V_A_ = r& 4v, + §V1+V2+V5+ §V7+V8
h? h h
—(Cl+ Cy) (s p) 5 fL+f3; (A.41)
2 2
h—2u - L 4u+}u+u+u+}u + U
2 7 - 3Re 7 2 4 5 8 2 10 11
h? h h
_(CS + Cs) E(p5+ P3) > f3 f,157 ; (A.42)
h—zv - L 4v+}v+v+v+}v +V
2 7 - 3Re 7 24 5 8 2 10 11
h? h h
7 (Ci+Cs) S(ps P Ef‘°;+f57 ; (A.43)

Setzenwir santliche Terme der freien Bestleunigungen(A.40) - (A.43) in die
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A.3. Geschwindights-Neumann-Ranailingungeran Kanten

Kontin uitatsgleiciung (A.39) ein, so erhalten wir

0 =

h h
E( Uy U_Z+U_5+U_8)+§(V_z V4t Vg Vs)

2h 2h
= m(pz Pr+ 2(ps P3)+ Ps  Ps) E(pﬁpz 2(ps+ P3) + Ps + Ps)

2h

+
shzrel Us

2h
6h2Re
2h u u u u u u 2h \% \ \'
§(C1 + Cy+ 2G5+ 2C, + G5 + Cy) §(C5 +Cs C)

+

2h
2

2

(9vs

1
3h2Re

1
4 (c

1
3h2Re

1
Z(C§+

1

3h2Re

1
Z(C§/+

1

3h2Re

Ovsg

+ G3)

Tug+ Up+ Uz + U+ 2(Uus+ Ug + Uz + Ug) + Uig+ Ugp + Upp)

Vi Vo Vgt Vig+ Vig+ Vi)

CV)
2 ! 2

1 1
%(p3+ P1) N fr:1L4+fr?4
1 1

4U7+ §U4+ Us + Ug + §u10+ Uil

1 1
Cs) %(p5+p3) N fngf"fﬁi
1 1
4V7 + §V4 + Vg + Vg + EVIO + Vi1

o f3+f°

7

2o po)

\%
Cs) o

1 1
4v, + §V1+ Vo + Vs + §V7+ Vg

(A.44)

fl+f3
2h

4

1 1
2 (Ci{ + C3) n Pz P1)
3.) Sduritt: Taylorentwicklung der Termeum Elemert 3

Wie fur den Fall der Dirichletrander ertwickeln wir samtliche Anteile in eine 2-d
Taylorform um den Mittelpunkt von Elemert 3.

Fur die Druckterme erhalten wir nach Zusammenfassemit Hilfe von (A.10) und
(A.11)

2h 2h
m(pz P+ 2(0a P3)*+ Ps Ps) E(pl'l' P2 2(ps+ P3) + Ps+ Ps)

h h h h
+%(p3+p1)+%(ps+ps) %(ps p3)+%(p3 P1)

1 1
> [2p, 8ps+ 2ps] = > 4ps + 4hr ps + O(h?)
2ps + O(h):

(A.45)
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A. Randledingungerur die Druckpissongleichung

Analog gehenwir auch fur die zellbasiertenKonvektionstermeC™" vor:
2h 2h
§(CiJ + Cy + 2C5 + 2C, + Ci + Cy) §(Cg +C¢ Ci C))
h u u h u u h \Y \Y h \' \'
+2(C1+C3)+Z(C3+C5) Z(C3+C5)+Z(C1+C3

h
= Z[C§’+ZCZ’+C8 2C] Cy+2CY+ CY]

h
i 4C4 + 4hr C§ + 6hr (Cy + O(h?) = O(h): (A.46)
Fur die di usiv en Anteile netzen wir die Formeln (A.16) und (A.17). Damit erhal-
ten wir fer die horizontalen Gesd&windigkeitsarteile u
2h
6h2Re( fUs Tug+ Up+ U+ Us+ 2(U4+ Ug + U7 + Ug) + Ug+ U + U12)
_h
3h2Re
_h
3h2Re
1 11 11 1
3h—Re §U1+ us + 7[]4 9us + 2ug + 7[]7 9ug + 2ug + §U10+ Uqo
1 ) 2
= + = — + : .
17hRe 24hr yuz + O(h?) Rer «Uz + O(h); (A.47)
sowie fur die vertikalen Gestwindigkeitsarteile v

2h
6h2Re

1 1
4U4+ §U1+ U, + Us + §U7+ Ug

1 1
4u7 + §U4+ Us + Ug + §U10+ U1

(Ovs  9vg Vi Vo Vgt Vot Vipt Vi)

h
+
3h2Re
_h
3h2Re
1
= m[ 3vi 4Avy, 2vz+ 9va+ 18vs  9v;  18vg+ 3vig+ 4vig + 2vyo]
1

_ h 2y :
= m Ozr yV3+ O(h) = O(h) (A48)

1 1
dvs + §V4 T Vst vgt §V10 + Vip

1 1
4V4+ §V1+ Vo + Vg + §V7+ Vg

Sdlie lic h fehlt uns noch der Term der Pseudokafte f. Fur derenTaylorentwick-
lung verwendenwir

f(x)=fs+ agr o+ bgr yfa+ O(h?)

mit
fl: a= 1 b_|_: 2
f3: a3= 1 Iy= 0
f°: as= 1 b= 2
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A.3. Geschwindights-Neumann-Ranailingungeran Kanten

4.)

was sich aus Abbildung A.3 erklart.

B flT 1 2

X 1

Abbildung A.3.: Position der Pseudokraftverte f'.

Wir beredinen so

2h
mfl}4+f§4+f§7+fns7+f];+f3; f37 f57
1

Sdrritt: Zusammenfassealler Terme,h! 0

Mit den Ergebnissen(A.45) - (A.49) kennenwir nun Gleichung (A.44) auswerten
und erhalten insgesarh nach Division durch 2

1
0= P3 R—er xUsz + f3;n + O(h)

Mit einemGrenzbergangh! 0 bleibt somit genauder Normalarteil der Vorgabe
desNeumannrandesabrig

1@
Re @
Wie bei den Dirichletvorgaben fur Ecke und Kante weirden wir audc hier fer eine

andereKante alsdie linke dasgleiche Ergebniserhalten, da jeweils die Orientierung
desNormalervektors n die passenderVorzeihenwverte und Anteile liefert.

In Bezug auf den Druck lasst sich (A.50) naterlich als Dirichletrandbedingung
interpretieren:
1@

Re @

(k) = mogXd) P = SNk PIX  (ASO)

p = fo:
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B. Experimentelle
Zylinderumstr emung

In diesem Abschnitt nden sich Visualisierungen experimerteller Stremungsurtersu-
chungen fur den Zylinder. Es werden zwei Bilder der stationaren Zylinderumstromung
dargestellt, sovie eine Photographie einer Karmansdien Wirb elstra e.

Alle Abbildungen sind aus[Van Dyke 82] ertnommen.

B.1. Station are Umstremung

Abbildung B.1.: Experimertelle Zylinderumstremung bei Re = 26.0(aus[Van Dyke 82],
S. 28).

Fur die stationare Zylinderumstremung gelben wir zwei Photographien experimerteller
Untersudwungen aus [Van Dyke 82 an. In Abbildung B.1 sehenwir den stationaren
Zustand bei einer Reynoldszahivon 26.0. Dagegerzeigt Abbildung B.2 die Umstremung
bei Re = 41.0,alsokurz vor dem Umsdlagenin eine Wirb elablesung.

Die beiden experimentellen Szenarienenspredien mit ihren Reynoldszahlenin etwa
unserennumerisdien Testsmit Re = 20 bzw. Re = 40.
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B. ExperimentelleZylinderumstemung

Abbildung B.2.: Experimertelle Zylinderumstremung bei Re = 41.0(aus[Van Dyke 82],
S. 30).

B.2. Karmansche Wirb elstra e

Fer deninstationaren Stremungszustand ndet sich in [Van Dyke 82] die Photographie
einesExperimertes mit einer Reynoldszahivon 105,die in Abbildung B.3 dargestelltist.
DieseKon guration ist wiederrecht nahean unseremSimulationsbeispielmit Re= 100.
Allerdings steit der Wirb elablesungim Experimert weseilich mehr Fluidraum eber
bzw. unter dem Zylinder zur Verfagung. Daher breiten sich die experimertell abge-
sthwemnten Wirb el vertikal etwas aus, was in der numerisdien Simulation durch die
relativ nahenKanalwande verhindert wird.

Abbildung B.3.: Experimertelle Zylinderumstroemung: Karmansde Wirbelstrae bei
Re = 1050 (aus [Van Dyke 82], S. 57).
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