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1. Einfiihrung

Fiir viele Anwendungsbereiche der Ingenieurwissenschaften und der Physik ist die Be-
schreibung des Verhaltens von Fluiden und Festkorpern und ihrer Interaktion von we-
sentlichem Interesse. Im Maschinenbau, im Bauwesen, bis hin zur Medizin, wére es sehr
niitzlich, das gekoppelte Verhalten von Fluid-Struktur-Szenarien realistisch simulieren
zu konnen. Eine besondere Herausforderung stellt dabei die Problematik dar, die in der
Realitit simultan auftretenden Vorgédnge zur algorithmischen Behandlung in eine Reihe
von Einzelschritten zu zerlegen.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Anwendung eines cache-optimalen Finite-Element-
Algorithmus auf einfache Fluid-Struktur-Wechselwirkungen im Zweidimensionalen.

In Kapitel 2 erlautern wir einige Grundlagen der Stromungs- und Festkérpermechanik.
Das Versténdnis der physikalischen Zusammenhénge ist wichtig fiir die korrekte Imple-
mentierung eines numerischen Losers. Auflerdem beschreiben wir kurz unseren Ansatz
der Kopplung von Fluid- und Strukturberechnung.

Anschlieflend stellt Kapitel 3 die Grundziige der Cache-Optimalitit dar. Ausgehend
von den diversen Arbeiten der Peano-Arbeitsgruppe des Lehrstuhls Zenger beschreiben
wir die grundlegende Idee der cache-optimalen Implementierung mittels raumfiillender
Kurven.

Kapitel 4 enthélt die wesentlichen algorithmischen Grundlagen unseres Ansatzes zur
Losung der zeitabhéngigen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Vor allem die
raumliche Diskretisierung iiber Finite Elemente steht dabei im Mittelpunkt.

Die numerischen Ergebnisse verschiedener Szenarien werden in Kapitel 5 diskutiert. Nach
der Beschreibung zweier einfacher Testfélle vergleichen wir unsere Daten fiir die Stufen-
stromung sowie die stationdre und instationédre Zylinderumstrémung mit numerischen
und experimentellen Referenzwerten aus der Literatur.

SchlieBlich geben wir in Kapitel 6 eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Ergeb-
nisse sowie einen Ausblick auf sinnvolle Erweiterungsmoglichkeiten.

Ich mochte mich an dieser Stelle recht herzlich bei allen Personen bedanken, die direkt
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2. Physikalische Grundlagen

Dieses Kapitel beschreibt grundlegende physikalische Zusammenhénge und Gleichungen
in Bezug auf das Verhalten von Fluiden und Festkorpern. Wir leiten zunéchst die typi-
sche Eulersche Form der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen her. Anschliefend
erldutern wir die mathematische Modellierung des Verhaltens von Festkorperstrukturen.
SchliefSlich stellen wir unseren Ansatz der Kopplung der beiden Modelle zur Simulation
der Fluid-Strukur-Wechselwirkungen dar.

2.1. Kontinuums-Mechanik

Im folgenden Abschnitt wollen wir einige grundlegende Annahmen und Betrachtungs-
weisen bei der mathematischen Modellierung von mechanischen Vorgéngen in Fluid und
Festkorper erlautern. Dabei verwenden wir eine verbreitete Formulierung der Kontinu-
umsmechanik, wie sie beispielsweise auch in [Salencon 02| oder [Wall 99| zu finden ist.

Unter Fluiden werden wir im weiteren Verlauf vor allem Fliissigkeiten oder Gase verste-
hen, also Material, das im Gegensatz zu Festkorpern sehr leicht deformierbar ist. Diese
Unterscheidung ist natiirlich nicht immer leicht zu treffen, wenn man beispielsweise an
Phaseniiberginge bei Temperaturdnderungen denkt. In vielen Fallen hat man es jedoch
mit ,,einfachen” Fluiden zu tun, etwa bei Stromungsuntersuchungen im Medium Wasser
oder Luft bei normalen Temperaturen.

2.1.1. Allgemeine Annahmen

Eine Basis-Annahme, die der physikalischen Modellierung von makroskopischen Phéno-
menen sowohl von Fluiden als auch von Festkorpern zugrunde liegt, ist die Hypothese
der kontinuierlichen Verteilung des Materials im betrachteten Volumen. Anders als bei
Untersuchungen im mikroskopischen oder gar atomaren Bereich, ist hierbei das globale
Verhalten einer sehr groffen Anzahl von Molekiilen interessant, die ein gewisses ,,kleines”
Volumen fiillen. Deshalb verzichtet man auf eine Modellierung des Materials als Summe
von einzelnen Molekiilen, sondern nimmt an, dass der Stoff quasi gleichverteilt an jedem
geometrischen Punkt existiert. Dieses Vorgehen ist kennzeichnend fiir die sogenannte
Kontinuumsmechanik (vgl. beispielsweise [Salengon 02]).
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Bei Stromungsvorgéngen gibt es zwei grundlegende Arten: Kompressible und inkompres-
sible Stromungen. Der wesentliche Unterschied besteht in der M6glichkeit, das Fluid ohne
grofien Kraftaufwand zu relevanten Volumenénderungen bewegen zu kénnen (kompres-
sibler Fall) oder nicht (inkompressibler Fall). Dabei ist wichtig, dass dies nicht unbedingt
nur eine Eigenschaft des Fluids, also des Materials, ist, sondern von der betrachteten
Situation abhingt. Wie in [Batchelor 67] aufgezeigt, gibt es durchaus auch Situationen,
in denen eigentlich kompressible Medien, wie z.B. Luft, inkompressibel stréomen. Der
wichtigste Spezialfall ist aber natiirlich die Annahme von Fluiden mit unverédnderlicher
konstanter Dichte. Wir werden uns bei allen in dieser Arbeit folgenden Betrachtungen
stets auf den Fall inkompressibler laminarer Stromung beschrénken.

2.1.2. Betrachtungsweise nach Euler und Lagrange

Es gibt bei der Beschreibung von kontinuumsmechanischen Vorgédngen zwei Herange-
hensweisen, die verkniipft sind mit der Trennung von Untersuchungen von Festkorpern
und Fluiden. Es sind dies die Betrachtungsweise nach Lagrange bzw. FEuler, die sich
durch die Situation des Beobachters unterscheiden.

Bei der Lagrangeschen oder auch materiellen Darstellung der Mechanik ist der Beob-
achter gleichsam mit einem betrachteten Partikel verbunden, folgt ihm wéhrend der ge-
samten Bewegung und nimmt dabei die eventuellen Verdnderungen der Zustédnde wahr.
Typischerweise werden so Vorgénge der Festkorpermechanik beschrieben, wobei man oft
von insgesamt kleinen Verénderungen (z.B. Verschiebungen) ausgeht.

Im Gegensatz dazu orientiert sich die Fulersche oder rdumliche Betrachtungsweise an
einem festen Kontrollvolumen. Der Beobachter betrachtet die Vorgédnge quasi durch
ein festes Fenster (im konkreten Fall etwa das eines Windkanals) und halt fest, wie
sich die Zusténde des Kontrollvolumens eventuell veréndern. Es ist dabei eher unerheb-
lich, welches konkrete Partikel sich zu einem bestimmten Zeitpunkt im Kontrollvolumen
befindet. So kann man auch grofle Verdnderungen und Bewegungen beschreiben. Die-
se Betrachtungsweise findet man typischerweise in der klassischen Fluidmechanik (vgl.
[Laschka et al. 01], [Panton 96]).

Beispielsweise ist es weniger wichtig, was ein bestimmtes Luftteilchen bei der Um-
stromung eines Tragfliigels weit vor oder weit hinter dem Tragfliigel macht, wohingegen
der Partikeleinfluss am Fliigel direkt zu jeder Zeit von grofier Bedeutung ist.

Eng verkniipft mit den beiden dargestellten Betrachtungsweisen sind die Begriffe von
Bahnlinie und Stromlinie. Eine Bahnlinie sind all diejenigen Raumpunkte, die im Lau-
fe der Bewegung eines Partikels von diesem iiberstrichen werden. Mit der Bahnlinie ist
somit die Lagrangesche Betrachtungsweise assoziiert. Dagegen ist die Stromlinie als Inte-
gralkurve des Geschwindigkeitsfeldes zu einem bestimmten Zeitpunkt mit der Eulerschen
Betrachtungsweise verkniipft. Hier werden ja Positionen von verschiedenen Partikeln bei
fixer Zeit beriicksichtigt.




2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

Die Definition von Bahnlinie und Stromlinie ist fiir einem stationédren Stromungszustand
dquivalent.

2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

Um Fluidstromungen zu beschreiben, verwendet man fiir deren Verhalten das mathe-
matische Modell der Navier-Stokes-Gleichungen. Im Folgenden wird dieses System par-
tieller Differentialgleichungen fiir inkompressible Stromungen kurz hergeleitet. Davon
im Detail abweichende Zugénge finden sich unter anderem in [Donea et al. 03] oder
[Griebel et al. 95|, dort sind auch Inkompressibilitat und Energieerhalt berticksichtigt
sind.

Ziel ist die instationédre Stromungsbeschreibung fiir ein Fluid in einem bestimmten Gebiet
Q c R?, d = 2,3 innerhalb eines gewissen Zeitintervalls [ty; 7] C R. Der Rand 09 von
2 wird im Folgenden héufig auch mit I' bezeichnet.

2.2.1. Das Reynoldsche Transporttheorem

Fiir die Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen benotigen wir als Hilfsmittel das so-
genannte Reynoldsche Transporttheorem. Dieses Theorem beschreibt die totale Zeitab-
leitung eines zeitabhéngigen Integrals iiber einen zeitabhéngigen stetigen Integranden f.
In [Gamnitzer 04] wird das Theorem schon motiviert, mehrere Beweisarten finden sich
beispielsweise in [Salengon 02]. Mathematisch stellt sich das Reynoldsche Transporttheo-
rem folgendermaflen dar

d _ 0f(x,t) . .
7 J, f(z,t)dx = /QEQC dx+/QtEQC Vf-u+ f(V-u)] dx (2.1)

ot
0 t
_ / f, )der/ div ( f(z,t)u(z,t) ) de. (2.2)
Q=0, Ot =0,

Dabei bezeichnet €2, ein konstantes Volumen, das zum Zeitpunkt ¢ gerade identisch ist
mit dem zeitlich verdnderlichen Volumen €);. Zur Vereinfachung der Notation werden
wir diese Identitit in Zukunft weglassen. Ferner stellt u(z,t) : Q x [to; 7] — R? die
vektorielle Geschwindigkeit des Fluids zum Zeitpunkt ¢ am Ort = dar, die als stetig
differenzierbar vorausgesetzt wird.

ot
Veranderung des Integrals als Funktion der Zeit bei festgehaltenem Volumen €2, = €.,

wohingegen der sogenannte konvektive Term th div ( f(x,t) u(z,t) ) dv die Integralva-
riation in Abhéngigkeit vom konvektiven Transport des Volumens €2, darstellt. Falls der
Integrand f(z) unabhéngig von der Zeit ist, so verschwindet natiirlich ersterer, falls das
Volumen €); =  stationér zum Zeitpunkt ¢ ist, letzterer.

Die rechte Seite von Gleichung (2.2) besteht aus zwei Teilen: th 97wl 2 heschreibt die
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Soll das Reynoldsche Transporttheorem auf tensorielle GroBlen f héherer Ordnung ange-
wandt werden, so gilt (2.1) nach wie vor. In der Divergenzform (2.2) muss dann lediglich
die Multiplikation durch ein Tensorprodukt ersetzt werden. Die Giiltigkeit dieser Formel

sieht man durch direktes Nachpriifen mit Hilfe der doppelten Kontraktion .,:“ aus der
Tensorrechnung:

div(fou) = V(fou):ld = (mgigi“)@ek);g
_ (a(f)®u®ek):m n (f®@®ek):m
8xk - al’k -
= a(f)®uiei®ek:5lmel®em + f®a(ui61)®ek:5lmel®em
693k al’k
8xk al’k

wobel wir die Einsteinsche Summationskonvention bei stummen Indizes verwenden.

Insgesamt gilt also das Reynoldsche Transporttheorem fiir tensorielle Integranden f
beliebiger Ordnung in der Form

% 0 f(z,t) dv = /Qt 8f((9:z;,t) dz + /Qt div (f(z,t) @ u(z,t)) dz. (2.3)

2.2.2. Die Kontinuitdtsgleichung

Eine grundlegende physikalische Voraussetzung bei der Stromungsbeschreibung ist der
Massenerhalt. Innerhalb eines bestimmten Volumens darf sich wahrend der Zustandsédnde-
rung des Fluids die Gesamtmasse nicht d&ndern.

Mathematisch erfassen wir den Massenerhalt mit Hilfe der Integration der Dichte iiber

i [) 1’; a — (). 2.4

Wenden wir hier nun das Reynoldsche Transporttheorem (2.2) auf die linke Seite von
(2.4) fiir die skalare Dichtefunktion an, so erhalten wir

0= /Qt ap(;;’ b dx+/Qt div (p(z, t)u(z,t)) dx. (2.5)

Nun gilt (2.5) nicht nur fiir das Gesamtvolumen §2, sondern auch fiir jedes beliebige
Teilvolumen €, so dass die Gleichung nur erfiillt sein kann, falls der Integrand selbst
bereits verschwindet

ap ) d
0= e + div (pu) = pria p(V -u). (2.6)




2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

Diese Gleichung wird traditionell als Kontinuitétsgleichung bezeichnet.

Im Fall inkompressibler Stromung héngt die Dichte nicht von der Zeit ab. Deshalb ver-
schwindet ihre totale Zeitableitung % p an einer festen Position, so dass die Kontinuitéats-
gleichung (2.6) folgende Gestalt annimmt:

V-u=0. (2.7)

2.2.3. Die Impulsgleichung

Das zweite fiir uns wichtige Erhaltungsprinzip ist das der Impulserhaltung. Die Anderung
des Gesamtimpulses des betrachteten Systems muss nach dem zweiten Newtonschen
Gesetz gleich der Summe der angreifenden Kréfte sein:

% (/Qt p(x,t)u(x,t)) dr = XJ: F,;. (2.8)

Dabei muss diese vektorwertige Gleichung komponentenweise interpretiert werden.

Die von auen angreifenden Kréfte lassen sich in zwei Kategorien einteilen:

VOLUMENKRAFTE:
Krifte, die iiber die Fluidgrenzen hinweg direkt im Inneren wirken. Typische Beispiele
dafiir sind die Gravitation oder elektromagnetische Kréfte.

OBERFLACHENKRAFTE:

Diese Krifte greifen nur an der Oberflache des Fluids an und werden durch einen Span-
nungstensor ¢ zweiter Stufe modelliert. Allerdings treten in einem Fluid natiirlich keine
echten Spannungen auf, sondern molekularer Impulsaustausch. Der Begriff des Span-
nungstensors wird aber haufig in Anlehnung an die Festkorpermechanik beibehalten.

Wir verzichten bei unseren Berechnungen oft auf den Einfluss der Volumenkréfte g,
geben sie hier aber der Vollsténdigkeit halber mit an. Fiir die angreifenden Kréfte ergibt
sich dann folgende Formulierung, auf die wir gleich den Satz von Gaufl anwenden:

S Fu = /Qtp(x,t) g (a.1) dac+/ o(z,t) 1 ds

0

_ /Q p(2.1) g(a.t) dz + / divla(z, 1)) dz, (2.9)

Q
wobel n den Vektor der duleren Normalen des Volumenrandes bezeichnet.

Nun fehlt uns nur noch ein letzter Vorbereitungsschritt, bevor wir sdmtliche Anteile der
Impulsgleichung zusammen haben. Dazu wenden wir das Reynoldsche Transporttheorem
(2.3) in tensorieller Form auf die zeitliche Impulsénderung an. Dabei stellt pu nun als
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Vektor einen Tensor erster Stufe dar. So erhalten wir

% ( /Q Sl a1 dx) _ /Q | [a(&f’t") (.0) + div(pu o) (2,4)| dz.  (2.10)

Setzen wir alle Bausteine zusammen, ergibt sich die Impulsbilanz in integraler Form zu

/Q | {%f;“)(x,twdiv (pu @ u) (x,t)} dr = /Q t [p(x.t) glx,t) + div(g(z,1))] da.

(2.11)
Analog zur Kontinuititsgleichung ist auch (2.11) fiir beliebige Volumina erfiillt und mit
geniigender Glattheit folgt die differentielle Form des Impulserhaltes

’ (;tu) (z,1) + div (pu @ u) (z,1) = p g(z,t) + div(z(z,1)). (2.12)

Niitzen wir nun die Berechnungsvorschrift fiir die Divergenz von Tensoren

d (pue’ @ uje’)

div(pu®u) = V(puu):ld = ®e" i e @ e™

8:L’k
[ N i N ou,
= —ue'u e'u — u,e
~—~
=(u-V)u = V-u,

sowie die Kontinuitatsgleichung (2.7), so erhalten wir schlielich die Impulsgleichung fiir
inkompressible Fluide in sogenannter Divergenzform

,088—1;(;5, t)+p(u-V)u(z,t) =pgz,t) + div(g(z,t)). (2.13)

Bei der bisherigen Herleitung der Erhaltungssédtze haben wir keine Riicksicht auf die
Wahl des Fluidmaterials genommen. Dies wird jetzt in Form der Definition des Span-
nungstensors ¢ nachgeholt, der die Oberflachenkréifte im Fluid modelliert.

Wir werden in dieser Arbeit stets von sogenannten Newtonschen Fluiden ausgehen, die
zwei Grundannahmen geniigen: Isotropie und Linearitéit. Das bedeutet, dass Spannungs-
krafte im Fluid stets in alle Ortsrichtungen gleich wirken und der Spannungstensor linear
vom Gradient der Geschwindigkeit des Fluids Vu abhéngt (vgl. [Laschka et al. 01]). Ty-
pische Beispiele von Newtonschen Fluiden sind Wasser oder Luft.

Deshalb stellt sich g fiir uns in folgender Form dar
o = —pld+p(Vu+ (Vu)"). (2.14)
S =
= 2e(u)

Der Spannungstensor zerféllt also in einen nichtviskosen Druckanteil und einen Anteil
£(u), der zusammen mit der dynamischen Viskositét p die Zahigkeit des Fluids in linearer
Abhéngigkeit von dessen Geschwindigkeit modelliert.




2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

Mit unserer Wahl von g und der Berechnungsvorschrift fiir die Divergenz von Tensoren
sowie unter Verwendung der Kontinuitdtsgleichung (2.7) konnen wir nun die Impulsglei-
chung (2.13) explizit schreiben als

MoV = + divig) = + (Zed)
P oo tr@Viu = pg+divlg = pg+ (5=®c ) 1d

U S (v Vu)?
= pg+ (8( p62]6®€)®6k>3g+ﬂ< (Vu+ (V) )®ek>:1d

oxy, Oxy,

_ 0 (p o ei) 0 u; j i Oy j i kY . l m
= pg Do + ,u(axk (69:j6 ®e +69:Z-6 e | @) (Gme' ®e™)

= re - VPt Oxy, <8;Ej)€ +8xk <8xi)e
N —
-, (3} -

= pg — Vp + pAu,

beziehungsweise nach Division durch die Dichte p

Ju 1 1

— -V -Vp — = Au = g. 2.15

U T PN (215)
Héufig wird auch die folgende Formulierung {iber die kinematische Viskositéit v := %

und den kinematischen Druck p = % verwendet

Z—?+(u~V)u+Vﬁ—yAu:g (2.16)

2.2.4. Die Navier-Stokes-Gleichungen in dimensionsloser Form

Will man bei experimentellen oder numerischen Untersuchungen von Stromungsvorgén-
gen Ergebnisse auf reale Szenarien iibertragen, so greift man auf die dimensionslose Form
der problembeschreibenden Gleichungen zuriick. Dadurch ist es moglich, beispielsweise
grofle Abmessungen durch kleinere, handhabbarere Modelle zu ersetzen, ohne die Giiltig-
keit der Stromungsaussagen zu verlieren. Man denke beispielsweise an den Flugzeugbau,
wo ein Windkanal fiir Modelle im Maflstab 1:1 kaum realisierbar und auf alle Félle viel
zu kostspielig wére.

Wichtig fiirr die Ubertragbarkeit von Ergebnissen eines Szenarios auf ein anderes ist
der Begriff der Ahnlichkeit. Geometrische Ahnlichkeit ist gegeben, wenn beide Male
dieselben Groflenverhéltnisse herrschen. Zwei Stromungskonfigurationen heifflen ferner
physikalisch dhnlich, wenn sie geometrisch @hnlich sind und zudem durch die selben
dimensionslosen Kennzahlen und Randbedingungen beschrieben werden.




2. Physikalische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir die dimensionslose Form der Navier-Stokes-Gleichungen
entwickeln. Ausgangspunkt dafiir ist die Impulsgleichung (2.15).

Wir fithren sogenannte dimensionslose Griflen (-)* ein, indem wir wichtige Variable auf
charakteristische Referenzwerte (-) beziehen:

o= Li dimensionsloser Ort, (2.17)
o= L dimensionslose Geschwindigkeit, (2.18)
Uoo
1
p* = (p—Ppe)—5 dimensionsloser Druck, (2.19)
puZ,
P = 1% Gimensionslose Zeit (2.20)
=7 T imension it. :

Aufgrund der bekannten physikalischen Relation zwischen Geschwindigkeit, Ort und Zeit
x

u = —
t

geniigt es, in Abhéngigkeit der jeweiligen Problemstellung zwei dieser drei charakteristi-
schen Grolen explizit zu wéhlen. Die dritte ergibt sich dann automatisch.

Wir wihlen im Folgenden die Zeit T, als diesen Referenzwert, der somit in Gleichung
(2.20) iiber uo, und Lo festgelegt ist.

Bei der Wahl der Referenzgréfien verwendet man typische, im Problem verankerte kon-
stante Werte wie beispielsweise die mittlere Anstromgeschwindigkeit fiir u,, und Ka-
nallange oder Hindernisdurchmesser fiir L.

In Gleichung (2.15) ersetzen wir nun also die alten Grofien durch die neuen dimensions-
losen Groflen (2.17) - (2.20). Dabei miissen wir auch solche berticksichtigen, nach denen

Terme in der Gleichung abgeleitet werden (z.B. t bei 2%). Dadurch erhalten wir
u? ou* u? pu? pou
Zoo Z (q* - VH ut P00 xg*px © A*ut =
Loor T, WVt Py oLz, = T
e . Lo
und nach Multiplikation mit —=
uOO
ou* 1 Lo
* . v* * v* >k _ A* * — e 2.21
ot* + (u Jut + P PLooUse v u2, ( )

In Gleichung (2.21) kénnen wir nun die Koeffizienten vor dem Diffusionsterm und dem
Volumenkraftanteil identifizieren als die Kennzahlen

LOO e} LOO (e}

Re = Poxle _ “ Reynoldszahl, (2.22)
I v
2

Fr? = z;’o Froudezahl. (2.23)

10



2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

Die Reynoldszahl beschreibt dabei das Verhéltnis von Tréagheitskraft zu Reibungskraft
in der Stromung, wohingegen die Froudezahl angibt, wie sich Trégheit und Schwereanteil
zueinander verhalten.

Damit erhalten wir die Impulsgleichungen in dimensionloser Form:

ou* 1 1
* . * * * %k _ . A* * — -
ot* + (W Vut 4 Vip Re v Fr?

g. (2.24)

Da die Kontinuitétsgleichung (2.7) nur einen echten Term und die Null enthélt, kénnen
wir sie unverdndert auch fiir die dimensionslose Form des Systems partieller Differntial-
gleichungen iibernehmen:

VvV -u =0. (2.25)

Hierbei wurde die dimensionslose Form von (2.7) lediglich mit dem Faktor %’j # 0
durchmultipliziert.

Wenn wir im Folgenden die dimensionslosen Gleichungen (2.24) und (2.25) beniitzen,
werden wir die Sternmarkierung weglassen, um die Notation nicht unnotig zu verkom-
plizieren.

2.2.5. Randbedingungen

Ahnlich wie schon die Navier-Stokes-Grundgleichungen in unterschiedlicher Form ge-
schrieben werden konnen, gibt es eine Reihe moglicher Randbedingungen fiir das zu
16sende Stromungsproblem. Wir geben hier lediglich einen Uberblick iiber die Bedingun-
gen, die fiir unsere betrachteten Probleme von Interesse sind.

no-slip Bedingungen

Die grundlegendsten und einfachsten Bedingungen sind die sogenannten no-slip Bedin-
gungen. Diese beschreiben eine feste Wandbegrenzung des Fluids, an der die ersten
Fluidpartikel ,,festhéngen” und sich weder normal noch tangential zur Wand bewegen
diirfen. Korrekterweise miisste man diese Bedingungen also eigentlich ,,no-penetration
and no-slip” nennen. Das Fluid erbt an der Wand deren Geschwindigkeit und man erhalt
mathematisch Dirichlet-Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit:

u(z,t) =w(z,t) auf T x[0;7T). (2.26)
Einlass-Bedingungen

Ahnlich wie bei no-slip verwendet man auch bei Einlassrindern (engl. inlet) Dirichlet-
vorgaben fir die Geschwindigkeiten, also wieder (2.26). Insbesondere ist hier nun ein

11



2. Physikalische Grundlagen

echter Geschwindigkeitsanteil in Normalenrichtung vorhanden: u, =n-u=mn-w # 0.

Kraft-Bedingungen

Diese Art von Randbedingungen wird typischerweise verwendet, wenn man die tatsachli-
che physikalische Kraft auf eine Randfliche oder eine gute Néherung dafiir vorliegen hat.
Eine Anwendungsmoglichkeit ist beispielsweise die Modellierung freier Oberflichen. Die
Kraft-Bedingungen sind eng verbunden mit den Navier-Stokes-Gleichungen in Diver-
genzform (2.13):

p(aa—ltl%—(u-V)u) =V-g.

Fiir den kontinuierlichen Fall erhdlt man daraus direkt die A-Formulierung (mittels Ex-
pansion des Spannungstensors und V - v = 0). Allerdings weisen z.B. [GreshoSani 98]
darauf hin, dass die rdumlich diskretisierten Formulierungen sich durchaus unterschei-
den.

Die Randvorgabe von Kréften F ldsst sich mathematisch dann folgendermafien aus-
driicken

oc-n=p(Va+(Vu)) - n—pn=F, (2.27)

was sich fiir gerade berandete Rénder (bzw. ebene Randflichen in 3D) in

% (8_n + Vun) —pn=F (2.28)

umformulieren lésst. In Bezug auf die Geschwindigkeit bedeutet dies eine Neumannrand-
bedingung.

Wir werden derartige Probleme zwar nicht behandeln, sehen aber einen deutlichen Zu-
sammenhang mit den im Anschluss beschriebenen freien Réndern und Ausfluss-Bedin-
gungen.

Freie Randbedingungen

Die Vorgabe von freien Randbedingungen an Réndern, die quasi kiinstlich entstehen,
ist komplizierter. Aufgrund der Notwendigkeit einer Begrenzung des Rechengebiets fiir
die numerische Simulation auch fiir Félle, in denen das echte physikalische Problem (zu-
mindest beinahe) unbegrenzt ist, ergibt sich das Problem der Vorgabe von Randwerten,
die nicht physikalisch begriindet sind. In der Literatur finden sich dafiir verschiedenste
Ansitze (vgl. beispielsweise [GreshoSani 94] fiir einen relativ aktuellen Uberblick). Die
Frage nach den ,,besten” oder auch nach den ,,richtigen” ist dabei noch nicht endgiiltig

12



2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

gelost. Schwierigkeit und Losungsansatz zugleich ist dabei die Verbindung von Druck
und Geschwindigkeit iiber die Inkompressibilitdtsnebenbedingung (V - u = 0).

Stark verbreitet ist der Ansatz von Kraft- oder Pseudokraftbedingungen. Erstere sind
bereits in (2.27) formuliert. Explizit ausgeschrieben lauten die Gleichungen fiir den Fall
gerader Rander in 2D dann

ou,,

2u 5, P = 1 F = F,, Normalanteil (2.29)
n
ou, Ou, _ _
1( o T o ) = 7-F=F, Tangentialanteil. (2.30)

Da man allerdings in den wenigsten Féallen die echte physikalische Kraft am freien Rand
kennt, bietet sich eine Vereinfachung der Bedingungen an, indem man den Term (Vu)”
vernachléssigt:

pVau-n—pn = f. (2.31)
Die Gleichungen (2.29) und (2.30) verédndern sich dann zu
,uau" —p = [, Normalanteil (2.32)
on
ou, ) .
b = fr Tangentialanteil, (2.33)
n

wobei f nun keine echte physikalische Kraft mehr darstellt, sondern als Pseudokraft nur
mehr einen Teil davon repréisentiert.

Setzt man nun den tangentialen Pseudokraftanteil in (2.33) auf Null, so erhélt man
direkt die Bedingung % = 0. Dies entspricht genau der Randbedingung wie sie bei-
spielsweise auch in [Griebel et al. 95] fiir den Ausfluss beschrieben werden. Die zweite
dort verwendete Bedingung (%% = 0) erhilt man allerdings nicht so direkt: Mit (2.32)
ergibt sich eine Koppelung von Druck und Normalanteil der Pseudokraft (p = —f,,).

Mit (2.31) erhélt man also Neumannrandbedingungen an die Geschwindigkeiten.

Ein typischer Fall fiir freie Randbedingungen sind Ausflussrénder (engl. outlet). Man be-
sitzt a priori kein Wissen iiber das Losungsverhalten stromabwérts und mochte dennoch
eine Beschreibung des Verhaltens im abgeschnittenen Bereicht erhalten, die der realen
Losung moglichst gut entspricht.

Kombination von Randbedingungen

Will man verschiedene Typen von Randbedingungen kombinieren, so ist es niitzlich,
sich zu vergegenwirtigen, dass aufgrund der vektorwertigen Gleichungen eine Art Uber-
lappung von unterschiedlichen Randtypen fiir die Geschwindigkeit vorliegen kann. Wir
iibernechmen mit der Abbildung 2.1 an dieser Stelle die gelungene Visualisierung aus
[GreshoSani 98].

13



2. Physikalische Grundlagen

F, and F specified on T' - I, U, u, and F_ specified on I',, - [, [,
(least constrained)

and u, specified on T, NI,

F, and u, specified on I, - ', N[, (most constrained)

Abbildung 2.1.: Verschiedene Bereiche der Geschwindigkeitsrandbedingungen (Bild aus
[GreshoSani 98], S. 383).

Als Anwendungsbeispiel fiir eine Kombinierung aus no-slip, Einlass- und Ausfluss-Bedingungen
sei hier der Kanal genannt, den wir in dieser Arbeit héaufig beniitzen werden. Dabei flief3t
durch einen horizontal durch feste Wande (no-slip) begrenzten Bereich das Fluid von

links (inlet) nach rechts (outlet) durch das Beobachtungs- bzw. Berechnungsgebiet, wie

in Abbildung 2.2 dargestellt.

In diesem Fall miissen wir keine Unterscheidung der Rénder in Abhéngigkeit der Ge-
schwingikeitskomponenten machen. Damit zerfillt der Rand des Gebiets in einen Anteil

mit Dirichletvorgaben fiir u und einen Teil mit Neumannrandbedingungen:

I'=TpUly.

Insgesamt sehen wir, dass bei sédmtlichen kontinuierlichen Randbedingungen, die wir
beniitzen, lediglich eine Vorgabe von Geschwindigkeitsbedingungen notig ist. An den
Druck wird keine Bedingung gestellt, er fungiert als eine Art Hilfsvariable, die die Di-
vergenzfreiheit im Fluid sichert. Der Druck ,,erbt” auf gewisse Weise seine Randbedin-
gungen von der Geschwindigkeit. Bei der Beschreibung des verwendeten numerischen
Verfahrens werden wir spéter sehen, dass dies im diskreten Fall ebenfalls gilt.

2.2.6. Anfangsbedingungen

Da wir neben der Ortsvariablen z auch die zeitlich verénderliche Grofie ¢ bei der Betrach-
tung der instationédren Navier-Stokes-Gleichungen beriicksichtigen miissen, sind auch
dafiir Bedingungen anzugeben. Diese Anfangsbedingungen beschreiben den Zustand des
Fluids zum Anfangszeitpunkt ¢, der typischerweise als tg = 0 gewéhlt wird.

Erneut geniigt eine Vorgabe von Geschwindigkeitsbedingungen, der Druck muss sich
dazu passend einstellen. In [GreshoSani 98] wird explizit dargelegt, warum folgende Be-
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2.2. Modellierung inkompressibler Stromungen

u=0, v=0

u=u(y)

v=0

y
u=0, v=0
X

Abbildung 2.2.: Quadratischer Ausschnitt eines Kanals. In diesem Fall wird der Einfluss
durch ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil modelliert.

dingungen gelten miissen

Veou = 0 in Q (2.34)

n-u, = n-wp auf I'p. (2.35)

Grundlegend ist dabei, wie so oft, die Erfiilllung des Massenerhalts auf dem gesamten
Gebiet: V- u=0in Q.

Bei unseren Simulationen gehen wir hdufig vom Ruhezustand aus. An allen Knoten des
Gebiets wird dabei die Geschwindigkeit auf Null gesetzt. Das parabolische Einlassprofil
entsteht linear innerhalb einer gewissen Zeitspanne. Diese initialen Vorgaben erfiillen
klar die geforderten Bedingungen (2.34) und (2.35).

15



2. Physikalische Grundlagen

2.2.7. Zusammenfassender Uberblick

Wir wollen nun noch einmal knapp das zu 16sende System partieller Differentialgleichun-
gen in dimensionsloser Form zur Beschreibung inkompressibler instationédrer Stromungen
zusammenfassen:

Kontinuitatsgleichung

V-u(z,t)=0 V (2,t) € Q x [0;T]

Impulsgleichungen fiir Newtonsche Fluide

1
aa—ltlﬂL(u-V)u—l—;Vp—yAu:g YV (z,t) € Q x [0;T]
e Randbedingungen
u(zr,t) = w(z,t) V (z,t) € I'p x (0; 7]
(W Vu-n—pn](zt) = f(z,t) V (x,t) € I'y x (0;7]
e Anfangsbedingungen
V-u(z,tg=0) = 0 Vel
H'U(.I',tQZO) = 1nn-Wwg V.Z'GFD.
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2.3. Modellierung des Festkorperverhaltens

Fiir einfache Testfille beschréinken wir uns auf eine vereinfachte Beschreibung der Struk-
turphysik als Starrkérperbewegung. Da unsere Herangehensweise eher auf der Fluidseite
basiert, ersparen wir uns so komplexe Finite-Element-Beschreibungen der partiellen Dif-
ferentialgleichungen der Festkérpermechanik.

Aus der Starrkdrperannahme resultieren gewohnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Deren Herleitung werden wir fiir den allgemeinen Fall aufzeigen und an dem
einfachen Beispiel einer starren Fahne veranschaulichen.

2.3.1. Bewegungsdifferentialgleichungen nach Lagrange

Zur Herleitung der gewdhnlichen Differentialgleichungen, die ein System von Starrkorpern
beschreiben, gibt es in der Kinetik traditionell zwei Vorgehensweisen, das D’ Alembertsche
Prinzip und das Hamiltonprinzip (siehe z.B. [GreinerDichl 74]). Beide resultieren in den
sogenannten Lagrangeschen Gleichungen, die die Mechanik des Systems modellieren. Der
grundlegende Unterschied zwischen beiden Methoden besteht in der Betrachtungsweise
des Problems. Das D’Alembertschen Prinzip ist ein Differentialprinzip, das einen be-
liebigen aktuellen Zustand mit virtuellen infinitesimalen Nachbarzustdnden vergleicht.
Beim Hamiltonprinzip, auch Prinzip der kleinsten Wirkung genannt, wird dagegen ein
integrales Bahnelement variiert.

Wir verwenden hier das Hamiltonprinzip. Dabei ist die Grundidee, dass das Korpersy-
stem in Bezug auf das Zeitintegral seiner Lagrangefunktion einen stationédren Zustand
erlangt:

/tteL(q) dt — /t “(T(@) - V(Q) di  —  stationir (2.36)

0 0

Hierbei stellt q den, von der Zeit ¢t abhéngigen, Vektor der verallgemeinerten Koordina-
ten des Korpersystems dar. Das bedeutet, dass etwaige holonome Zwangsbedingungen
schon beriicksichtigt und die Freiheitsgrade auf die effektiv auftretende Anzahl verrin-
gert wurden. Oft wird die Wahl der verallgemeinerten Koordinaten bereits durch die
Problemstellung nahegelegt und muss nicht eigens ermittelt werden.

Die Lagrangefunktion ist definiert als Differenz von kinetischer (7') und potentieller
Energie (V).

Die kinetische Energie eines Systems von n Korpern ergibt sich aus den translatorischen
und rotatorischen Anteilen zu

n

T = 5 Z(mZUZTUZ —+ wiT@iwi),

i=1
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2. Physikalische Grundlagen

wobei m; die Masse, v; die Translationsgeschwindigkeit und w; die Rotationsgeschwin-
digkeit des i-ten Korpers darstellt, der den Tragheitstensor zweiter Stufe ©; besitzt.

Fiir die potentielle Energie des Systems erhélt man

V= zn:migTTi.
=1

Dabei beschreibt r; die Referenzvektor des Schwerpunktes des i-ten Korpers und g den
Vektor des Ortsfaktors. Fiir eine Gravitationskraft auf der Erdoberfliche wiirde man
beispielsweise in einem Referenzkoordinatensystem mit z-Achse in Hohenrichtung

; 0 -
r; = Y; ) g = O |:_:|
2 981 ) °°

erhalten.

Die Bewegungsgleichungen nach Lagrange erhédlt man aus (2.36) mit Hilfe der Theorie
der Variationsrechnung zu

d (0T ar ov
— =) =4 == —0. 2.37
dt(aq') o0 * g (2:37)
In den bisherigen Uberlegungen wurden nur die konservativen Kréfte beriicksichtigt, also
Krifte, die sich aus dem Potential V' ableiten lassen. M6chten wir auch nichtkonservative
Kraftanteile Qnx betrachten, so miissen diese in der (verallgemeinerten) Kriftebilanz
zusétzlich auf der rechten Seite von (2.37) eingebracht werden. Darunter fallen beispiels-
weise von auflen angreifende Drehmomente.

So ergibt sich also die allgemeine Form der Lagrangeschen Gleichungen:

d (0T ar ov
=) - =42 = . 2.38
dt(aq) og " ag =@ (2.38)
Da die verallgemeinerten Koordinaten nicht unbedingt Léngen als Einheiten zu haben
brauchen, miissen auch die zugehorigen verallgemeinerten Kréfte nicht die echten Kraft-
dimensionen haben, wie es eben bei Winkeln und zugehorigen Drehmomenten der Fall
ist.

2.3.2. Massentragheitsmomente

Zur Berechnung der kinetischen Energie eines (Teil-) Korpers bendtigen wir dessen
Tragheitstensor. Im allgemeinen Fall eines starren Korpers mit kontinuierlicher Mas-
senverteilung lautet die Berechnungsvorschrift fiir diesen Tensor im dreidimensionalen
Raum mit korperfestem Koordinatensystem im Ursprung (siehe z.B.[Gerthsen 97])
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O = [ P8 . k=123 (2.39)
1%
mit dem Kroneckersymbol 6.

Wir untersuchen in dieser Arbeit lediglich den zweidimensionalen Fall von Fluid-Struktur-
Wechselwirkungen, den wir uns ja als eine Art Projektion eines 3D-Problems denken,
das in der dritten Dimension (z) beliebig verschoben werden kann und stets den selben
Schnitt liefert. Deshalb kénnen bei uns also auch nur Drehungen um die z-Achse auf-
treten, die sich dann eben in der z-y-Ebene abspielen. Das wiederum vereinfacht unsere
Beschreibung des Tragheitstensors erheblich, denn wir miissen nur mehr die Komponen-
te ©33 = ©,, beriicksichtigen, die ja genau das Tragheitsmoment um die z-Achse als
Hauptachse beschreibt. Wir niitzen (2.39) und erhalten

0, = / (2% +y?) dz dy d=.
v

Im Folgenden geben wir nun die Tragheitsmomente einiger einfacher Grundkorper mit
homogener Dichte an, die in unseren Untersuchungen verwendet werden. Dabei soll M
immer die Gesamtmasse pV bezeichnen. Fiir Drehungen um Pole aulerhalb des Schwer-
punkts muss obige Formel mit dem Satz von Steiner angepasst werden, indem ein ge-
wichteter Verschiebungsanteil hinzukommt. Die Langenbezeichnungen sind in Abbildung

— | @,

Abbildung 2.3.: Die oberen Darstellungen visualisieren die Drehungen von Stab (links),
Quader (Mitte) und Zylinder (rechts) um den Schwerpunkt (obere Rei-
he) bzw. um einen verschobenen Achsenpunkt (untere Reihe).

e Diinner Stab der Lénge [

Drehung um Schwerpunkt

L 2
0., = / pr? dV = pyz/2 22 dr = Ml— (2.40)
” : 12

N~
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Drehung um ein Ende
I I
0., M12+6M M§ (2.41)
e Quader

Drehung um Schwerpunkt

0. — /p<x2+y>dV—pz/ /<x2+y2>dxdy
V _

M
= p— (ab® +a’b 2+ b 2.42
pos (b +a%) = 1 (a + ) (2.42)
Drehung um eine Kantenmitte
M M
.. =35 (a®> +b%) +e2M = 5 (4a® + b?) (2.43)

e Zylinder

Drehung um Schwerpunkt: Transformation des Integrals in Polarkoordinaten x =
rcos(p), y = rsin(p). Fir die Jacobimatrix J gilt

J= < cos(ip)  —rsin(y) ) det(J)] =

sin(p)  rcos(p)

Insgesamt erhalten wir mit dem Tansformationssatz fiir Integrale (siehe beispiels-
weise [Koenig. 97])

0. = [ plet MV =p [ @)+ 970 0) - lder() dU
_ / /27r / 3drdgpdz——MR2 (2.44)

2.3.3. Das Beispiel der starren Fahne

Wir wollen nun die Starrkérperbewegungsdifferentialgleichungen fiir ein einfaches Bei-
spiel herleiten.

Betrachtet wird fiir unseren zweidimensionalen Fall eine Art starrer Fahne, wie sie in
Abbildung 2.4 skizziert ist. An einem im Schwerpunkt fixierter Zylinder ist am strom-
abwirts gelegenen Rand ein starrer Arm befestigt. Wir unterscheiden dabei zwei Fille
A und B, die den Arm als diinnen Stab (A) bezichungsweise als diinnen, aber ausge-
dehnten, Quader (B) modellieren. Zur Vereinfachung soll der Stab und Quader jeweils
um sein Ende im Mittelpunkt des Zylinders rotieren.

20



2.3. Modellierung des Festkorperverhaltens

C :) o | I:)

Abbildung 2.4.: Die starre Fahne aus Stab (links) und Quader (rechts).

Als verallgemeinerte Koordinate wird als Rotationsfreiheitsgrad der Winkel o gewéhlt.
Dieser lasst nur eine Drehbewegung zu, so dass die kinetische Energie 7" nur durch die
Winkelgeschwindigkeit w = & gegeben ist:

T = %uﬂ@. (2.45)

Wenn wir fiir die potentielle Energie V' eine Gravitation in z-Richtung beriicksichtigen,
so ist diese unabhéingig von « und hat auf unsere Problemstellungen keinen Einfluss. Dies
entspricht einer starren Fahne, die in einem Fluid nur durch dessen Kraftwirkung bewegt
wird. Ein reales Beispiel hierfiir ist ein Wetterhahn, wie man ihn oft auf Kirchtiirmen
findet.

e Fall A:
Wir verwenden das oben hergeleitete Massentrégheitsmoment fiir den diinnen Stab
(2.41)
l2
@A - Mg .
e Fall B:
Fiir den schlanken Quader nutzen wir mit (2.43) das entsprechende Trégheitsmo-
ment

_M 2 2

Wenden wir nun die Lagrangeschen Gleichungen (2.38) auf dieses einfache Beispiel an,
so erhalten wir

d(ory _or v,
dt \ 9g dq og VK
d (0(3w°0) d(3w*0)  0(0)
%( 9 T T e " e = M
04 = M, (2.46)

wobei M, das durch die Fluidwirkung von auflen hervorgerufene Drehmoment an der
Fahne bezeichnet.
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In unserem Beispiel ist das ,,System” gewohnlicher Differentialgleichungen (2.46) natiirlich
nur eine skalare Gleichung, die sich fiir zeitlich unverénderliche &ulere Momente M, ele-
mentar integrieren lasst:

1
i - L
“ T 0
1
a = — Mat + g (247)
S)
1
o = 55 M 2+ agt + ai. (2.48)

Die Integrationskonstanten «g und «; ergeben sich aus den Anfangsbedingungen fiir
Lage und Geschwindigkeit mit den Gleichungen (2.47) und (2.48).

2.4. Grundsiatzliches zu Fluid-Struktur-Wechselwirkung

Es gibt eine Reihe verschiedener Anséitze zur Modellierung von Fluid-Struktur-Wechsel-
wirkungsproblemen. In [Glick 03] wird dafiir ein aktueller Uberblick gegeben.

Der grundlegende Unterschied der verschiedenen Verfahren ist meist in deren urspriing-
licher Herangehensweise begriindet: Der Schwerpunkt liegt mal auf der Fluid-, mal auf
Strukturseite. Daneben gibt es auch Methoden, die iiber einen partitionierten Ansatz
versuchen, die Vorteile beider Typen zu kombinieren. Uber eine mehr oder weniger starke
Kopplung der beiden Teilsysteme Fluid und Struktur gelangt man so zu einem abwech-
selnden Einsatz der jeweiligen Progamme zur Simulation der Stromungs- bzw. Struk-
turgleichungen. Die dabei verwendeten Diskretisierungsgitter sind darauf zugeschnitten.
Das Fluidgitter passt sich demnach der Strukturlage an, was typischerweise mit Hil-
fe der “Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE)”-Formulierung der Transportgleichungen
geschieht.

Unsere Herangehensweise basiert dagegen mehr auf der Fluidmechanik. Wir beniitzen
ein stark vereinfachtes Modell der Strukurphysik in Form von Starrkérperbewegungs-
gleichungen. Daneben verwenden wir einen Ansatz mit raumfesten Gittern, durch die
Eulersche Betrachtungsweise der Stromungsmechanik motiviert ist. Daher sind auch un-
sere Stromungsgleichungen in der iiblichen Eulerschen Notation gehalten und nicht {iber
ALE beschrieben.

Verénderungen der Geometrie werden diesem Gitter mitgeteilt, so dass es stets die pas-
senden Fluidgebiete beschreibt. Der Anteil der Struktur wird im Gitter speziell markiert
und behandelt. Diese Herangehensweise haben wir gewéhlt, um die Implementierung der
Wechselwirkung iibersichtlich und einfach zu gestalten.

Die Kopplung der Fluid- und Strukturberechnung geschieht in jedem Zeitschritt einmal,
was dem sogenannten “loose coupling” aus [Gliick 03] entspricht. Wir berechnen also
die Stromungslosung fiir die aktuelle Lage eines Zeitschritts n, sowie die daraus resultie-
renden Kréfte auf die Strukur. AnschlieBend wird mit Hilfe der Starrkorpergleichungen
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2.4. Grundsatzliches zu Fluid-Struktur-Wechselwirkung

Initialisierung
Zeitschritt !
n—mn+1 o Berechnung der

Randgeometrie

'

Fluid-Losung

¢

Fluidlasten

'

fffff Struktur-Losung

'

Ausgabe

Abbildung 2.5.: Uberblick der von uns verwendeten schwachen Kopplung .

ermittelt, wie sich die Lage der Struktur fiir den néchsten Zeitschritt n + 1 dndert. Dies
ist dann wiederum der Ausgangspunkt fiir die Stromungssimulation des néchsten Zeit-
schritts n+1. Damit gibt es lediglich eine , Iteration“ in der Kopplung. Eine schematische
Visualisierung dieser Zusammenhénge gibt die Abbildung 2.5.
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2. Physikalische Grundlagen
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3. ldee der cache-optimalen
Finite-Element-Verfahren

In diesem Kapitel mochten wir knapp die Grundlagen der cache-optimalen Implemen-
tierung von Finite-Element-Verfahren darlegen. Dabei stiitzen wir uns vor allem auf die
Arbeiten [Giinther 04] und [P6gl 04] unserer Arbeitsgruppe.

Wir werden auf eine moglichst einfache und {ibersichtliche Darstellung der Prinzipien
Wert legen und dafiir manchmal die tieferen Zusammenhénge und Details im Sinne der
Informatik hinten anstellen.

3.1. Speicherstrukturen moderner Prozessoren

Bei Betrachtung der Entwicklung neuer Computerkomponenten stellt man seit einiger
Zeit fest, dass die Geschwindigkeit moderner Prozessoren wesentlich schneller wéchst als
die Zugriffsgeschwindigkeit auf die benotigten Daten aus dem Hauptspeicher (RAM).
Dies hat zur Folge, dass ein Prozessor zwar theoretisch sehr viele Rechenoperationen
pro Zeiteinheit ausfithren konnte, in der Praxis aber gezwungen ist zu warten, bis der
langsamere Speicher die gewiinschten Variablenwerte liefern kann.

Um dieses Problem zumindest etwas zu beheben, wird eine Speicherhierarchie angelegt.
Neben dem ,,normalen” und typischerweise recht grofien aber langsamen RAM fiihrt
man eine oder mehrere zusétzliche Speicherbenen ein. Typisch sind die sogenannten
Level-1- und Level-2-Caches (L1, L2), manchmal gibt es mit dem Level-3-Cache (L3)
auch noch eine Hierarchiestufe mehr. Diese Zwischenspeicher tragen bei der Rechnung
Kopien der Daten des Hauptspeichers und verbergen diesen quasi vor der CPU-Einheit.
Einen visuellen Eindruck dieser Idee soll Abbildung 3.1 vermitteln.

Die Caches sind zwar um einiges kleiner in ihrem Speichervolumen (bei XEON-Archi-
tektur beispielsweise L1 nur im Bereich von 64 KByte, L2 ca. 256 - 512 KByte), erlauben
aber wesentlich schnellere Zugriffszeiten auf die in ihnen gespeicherten Daten. Die Latenz
von L1-Caches betrégt ein bis zwei CPU-Zyklen, die der L2-Caches ca. 5 bis 10. Das
heifit, der Prozessor muss die jeweilige Zahl an Zyklen warten, bis der bendtigte Wert
aus dem Cache zur Verfiigung steht. Im Vergleich zum Hauptspeicher, dessen Latenz in
etwa bei 100 bis 500 CPU-Zyklen liegt.

Alle Zahlenwerte hidngen natiirlich vom konkreten Speichersystem eines Rechners ab
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3. ldee der cache-optimalen Finite-Element-Verfahren

CPU

~ 64 KB

Festplatte

Abbildung 3.1.: Visualisierung hierarchischer Speicherstrukturen moderner Prozessoren.
Die Zahlenwerte rechts geben die ungefihre Grofie der Speicher an.

und sind hier eher qualitativ zu verstehen, um einen Eindruck der Groflenordnungen zu
bekommen. In 3.1 ist auf der untersten Hierarchieebene unter dem Hauptspeicher noch
der Festplattenspeicher aufgefiihrt. Dieser wird dann relevant, wenn die benétigten Da-
tenmengen das Fassungsvermogen des Hauptspeichers iibersteigen, was bei Stromungs-
berechnungen durchaus der Fall sein kann. Die Latenz des Plattenspeichers ist dabei
natiirlich noch einmal um Groflenordnungen hoher.

Die oben beschriebene hierarchische Struktur der Speicher durch das “Zwischenlagern*
von Daten in den schnelleren Caches bewirkt einen gewissen Geschwindigkeitsgewinn,
da Variablenwerte, die 6fter verwendet werden, vielleicht noch in einem der Caches lie-
gen und nicht wieder miithsam aus dem Hauptspeicher geladen werden miissen. Einen
derartigen Vorgang bezeichnet man als cache hit, den Vorgang des erneut notwendigen
Ladens aus dem Hauptspeicher als cache miss.

Im Allgemeinen nehmen numerische Programme auf die Struktur des Speichers und
seine Vor- und Nachteile wenig bis keine Riicksicht. Beispielsweise werden Knoten bei
einfachen Implementierungen von Finite-Element-Verfahren oft so numeriert, dass ein
Nachvollziehen fiir den Programmierer/Benutzer einfach moglich ist (z.B. zeilenweise
bei reguldrem Gitter). Diesem Vorteil steht jedoch dann der Nachteil gegeniiber, dass
im Speicher Spriinge beim Zugriff auf Knotendaten wéhrend der Berechnung auftreten
konnen. Diese Spriinge bewirken dann eben cache misses, die sich im Laufe der Be-
rechnung aufsummieren und die Laufzeit des Programms durch die erzwungene CPU-

26



3.2. Grundidee der raumfiillenden Kurve

Wartezeit erheblich erhohen konnen.

Hier setzt nun genau der Zugang der cache-optimalen Implementierung mittels raumfiillen-
der Kurven an.

3.2. Grundidee der raumfiillenden Kurve

Um die im vorigen Abschnitt beschriebenen Spriinge im Speicherzugriff zu verringern,
wurde in [Giinther 04] und [Pogl 04] gerade eine geschickte Nummerierung der Knoten
bzw. Zellen des regelméfBigen Gitters gewéhlt.

Dabei wird auf die Idee von raumfiillenden Kurven aus der Analysis zuriickgegriffen. Die
Grundidee ist, das Einheitsintervall [0; 1] surjektiv auf das Einheitsquadrat [0; 1]* bzw.
den Einheitswiirfel [0; 1]* abzubilden. Ohne hier detailliertere mathematische Aussagen
zu zitieren, moéchten wir nur feststellen, dass es tatsdchlich derartige Kurven gibt, bei-
spielsweise die Hilbert-Kurve oder die Peano-Kurve. Um die gleiche Kurve fiir das zwei-
und dreidimensionale Problem verwenden zu koénnen, fiel die Wahl auf die Peano-Kurve.
Drei Stufen der Rekursion sind in Abbildung (3.2) dargestellt.
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Abbildung 3.2.: Geometrie der Peano-Kurve (Abbildung von F. Giinther): Drei Rekur-
sionsstufen.

Wie aus dieser Abbildung bereits deutlich wird, sind wir in Bezug auf unser Problem
nicht an einer ramufiillenden Kurve interessiert, die tatséchlich das gesamte Grundgebiet
komplett iiberdeckt. Vielmehr reicht uns eine Art Polygonapproximation, die genau ein-
mal durch jede Zelle unseres Gebietes lduft, also quasi von Mittelpunkt zu Mittelpunkt
benachbarter Zellen. Dabei bewirkt die rekursive Definition der Peano-Kurve, dass die
rekursive Struktur unseres Gitters an Verfeinerungsstellen ideal nachvollzogen werden
kann.

Umgesetzt wurde dieses Konzept fiir zweidimensionale Anwendungen in einem Gitter-
generator, beschrieben in [Gleirscher et. al. 03]. Aus tiff-Bildern, die Farbinformationen
iber den Typ (innen, auBlen, Rand) einer Zelle enthalten, liefert dieses Werkzeug einen
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3. ldee der cache-optimalen Finite-Element-Verfahren

Abbildung 3.3.: Prinzip der linearen Abarbeitung (Abbildung von F. Giinther): Blaue
Knoten visualisieren Daten.

Zellbaum aller Level und erzeugt die zugehorige Peano-Kurve.

3.3. Keller als Grundlage der Cache-Effizienz

Nun wollen wir darlegen, wie die im vorigen Abschnitt beschriebene Abfolge der Gebiets-
zellen entlang der rekursiven Peano-Kurve genutzt werden kann, um eine cache-optimale
Finite-Element-Methode zu verwirklichen.

Die entscheidene Beobachtung ist, dass bei einem Durchlauf des Gebiets mittels der
Peano-Kurve die Knoten bzw. die Werte der Freiheitsgrade an den Knoten einer gewissen
Lokalitiit geniigen. Man verwendet beim Ubergang von einer Zelle zur néchsten die
Werte einiger Knoten sofort wieder. Andere braucht man erst spéter, aber immer in
einer gewissen linearen Abfolge: Sobald die Peano-Kurve zum ersten Mal eine anliegende
Zelle betritt, werden die Daten in einer Richtung benétigt, beim zweiten Vorbeilaufen der
Kurve dann genau in umgekehrter Richtung. Dieses Prinzip erkennt man in Grundziigen
bereits aus der einfachen Figur in Abbildung (3.3). Die blauen Knoten visualisieren
beispielhaft die Daten, die beim Gebietsdurchlauf gemé&f ihrer Nummerierung linear hin
und zuriick bearbeitet werden.

Wenn man also die jeweiligen Werte an jedem Knoten in eine Art Datenpaket packt,
dann kann man die Pakete verschiedener Punkte im Laufe der Berechnung linear {iber-
einanderstapeln und trotzdem immer noch die passenden Pakete dann abholen, wenn
sie gebraucht werden. Dafiir sind dann evtl. mehrere Stapel nétig, um Konflikte zu ver-
meiden. Die , Stapel“ (engl. “stacks”) von Datenpaketen im Speicher nennen wir Keller.

Da ein Keller im Prinzip eine Abfolge von Datenpaketen im Speicher ist, die genau linear
ablauft, so kann man erwarten, dass die Anzahl der cache hits dadurch wesentlich ver-
bessert wird. Ein Cache kopiert ndmlich nicht nur den einzelnen Wert der zugegriffenen
Variable in seinen Speicher, sondern ein gewisses Intervall um diesen Wert. Wenn man

28



3.3. Keller als Grundlage der Cache-Effizienz

dann linear von diesem Wert aus weiterlauft, sind die dann relevanten Werte meist auch
noch im Cache vorhanden.

Zusétzlich findet innerhalb der Caches das sogenannte Prefetching statt. Dabei werden
spekulativ zum aktuellen Datenblock ¢ auch die folgenden Blécke bis zum (i £ k)-ten
mitgeladen. So kénnen cache misses auch bei grofferer Datenmenge vermieden werden.
Héufig arbeiten die Systeme dabei mit einer Richtungserkennung und mit einem Zusatz-
block, verwenden also k = 1.

Da wir als Grundlage fiir Mehrgitterberechnungen ein hierarchisches Erzeugendensystem
verwenden (vgl. [Griebel 94]), reicht die einfache obige Uberlegung nicht aus. Es kann
vorkommen, dass aufgrund der rekursiven Abarbeitung einer Zelle vor dem Wechsel in
eine Nachbarzelle Konflikte bei der Benutzung der Keller auftreten. Daher muss sich die
Zahl der Keller erhohen, obwohl man eigentlich daran interessiert ist, sowenig Keller wie
moglich zu benutzen.

Die Anzahl der bendtigten Keller héngt natiirlich von der Dimension des betrachteten
Gebiets ab. Fiir allgemeine Dimension d ist in [Hartmann 04] beschrieben, dass 3¢ + 1
Keller benotigt werden. Frank Giinther hat schon in [Giinther 04] fiir den 2-D-Fall ge-
zeigt, dass man 10 Keller benétigt. Dabei werden ein globaler Ein- und Ausgabestack
verwendet (sogenannte 2D-Stacks), um die Daten in der passenden Reihenfolge das er-
ste Mal einzulesen bzw. nach vollstéandiger Berechnung eines Knotens fiir den néchsten
Durchlauf abzulegen. Dazwischen befinden sich niederdimensionale Stacks, die lokale
Konflikte abfangen und Daten solange halten, bis ein Knoten komplett abgearbeitet ist.

Zusétzlich zum reinen Vorhandensein der Stacks muss natiirlich auch noch gewéhrleistet
sein, dass je nach Knoten und Status des Knotens der richtige Stack beniitzt wird.
Dies geschieht in [Gunther 04] durch ein umfangreiches, aber lokal deterministisches
Regelwerk.

Insgesamt ist also ein lineares Abarbeiten der Daten entlang eines Durchlaufs der Peano-
Kurve durch das Gebiet moglich. Ist man mit dem Gebietsdurchlauf fertig, so startet
man erneut, diesmal aber von hinten, und lauft riickwéarts die Peano-Kurve entlang.
Allerdings bewirkt das rekursive Durchlaufen einen anderen Zellbaum fiir jede Richtung.
Daher stammt auch die Notwendigkeit von zwei getrennten Ein- und Ausgabestacks, die
ihre Funktion beim Umkehren der Durchlaufrichtung ebenfalls gerade vertauschen.
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4. Algorithmus zur Stromungslosung

Wir beschreiben in diesem Kapitel den Algorithmus zur Losung der zweidimensionalen
inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen.

Nach der Darstellung der Grundidee in Form der Chorinschen Projektionsmethode wid-
men wir uns intensiv der Betrachtung der Finite-Element-Formulierung. Dies ist grund-
legend fiir weiterfithrende Uberlegungen wie beispielsweise in Bezug auf die numerische
Berechnung der auftretenden Krifte.

4.1. Die Chorinsche Projektionsmethode

Die Grundidee unseres Algorithmus basiert auf der Chorinschen Projektionsmethode
(vgl. [Chorin 68]). Wir wéhlen folgende Formulierung, die sich an [Griebel et al. 95] an-
lehnt und fiir die Implementierung direkt verwendbar ist. Ausgehend von den kontinu-
ierlichen Navier-Stokes-Gleichungen

Ju 1
E—l—(u-V)u—l—;Vp—uAu = g (4.1)

V.u = 0 (4.2)

wéhlt man eine einfache Zeitdiskretisierung iiber Finite Differenzen. Die Zeitableitung
der Geschwindigkeit wird mittels

ot At
durch Vorwiartsdifferenzen ersetzt. Dies entspricht einem expliziten Eulerverfahren bei
der Zeitintegration. Die Gleichung 4.1 lautet somit zeitdiskret

ou ulrt) — g™

u(n+l) — u(n)
At

Fiir bereits bekannte Geschwindigkeiten u®™ muss sich der noch unbekannte Druck p
so einstellen, dass die neuen Geschwindigkeiten u™*!) wieder die Nebenbedingung (4.2)
erfiillen. Somit muss

0 = div[u"]

1
+ (u(")-V) u™ + ZVp — v Au™ = g™ (4.3)
p

1
= div {u(") + At (— (u(")-V) u™ — =Vp + v Au™ + g(n))}
p
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4. Algorithmus zur Strémungslosung

gelten, was sich als Poissongleichung zur Bestimmung des Drucks zum Zeitpunkt n + 1
deuten lasst:

1
Ap™t) = p div A u™ — (u(")-V) u™ 4+ v Au™ 4 g (4.4)

Damit kann die neue unbekannte Geschwindigkeit u™*? direkt mit Gleichung (4.3)
fortgeschrieben werden.

Die so hergeleitete Methode fiir das rdumlich kontinuierliche Problem wollen wir nun
auf eine Ortsdiskretisierung mittels Finiter Elemente iibertragen.

4.2. Die Finite-Element-Methode bei
Stromungsproblemen

Wir verzichten an dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie der Finiten
Elemente. Auch in Bezug auf die Definitionen von schwacher Ableitung, Sobolevraumen
und zugehorigen Normen verweisen wir auf Standardwerke in der Literatur wie z. B.
[Braess 97| oder [Knabner et al. 00].

Wir fithren im Folgenden wie immer bei den Finiten Elementen folgende grundlegende
Schritte durch:

e Herleitung der kontinuierlichen schwachen Form,
e Diskretisierung (Galerkin-Ansatz) und

e Elementweise Assemblierung: Herleitung der Elementmatrizen.

An dieser Stelle wollen wir bereits darauf hinweisen, dass sich unser Verfahren von ande-
ren FE-Methoden in der Fluidmechanik unterscheidet. Wir verwenden keine gemischten
Finiten Elemente fiir Druck und Geschwindigkeit sondern nur einen FE-Ansatz fiir die
Geschwindigkeitsvariablen. Der Druck ist aus rein mathematischer Sicht lediglich ein
Lagrange-Multiplikator, der die Ankoppelung der Nebenbedingung V - u = 0 bewirkt.

Obwohl wir in unseren Simulationen spéter darauf verzichten werden, beriicksichtigen wir
in den nachfolgenden Herleitungen auch den Gravitationsterm g. Aufgrund der einfachen
Struktur dieses Terms ist das kein grofler zusétzlicher Aufwand.
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4.2. Die Finite-Element-Methode bei Stromungsproblemen

4.2.1. Schwache Form der Impulsgleichungen

Die Methode der Finiten Elemente stiitzt sich wesentlich auf die sogenannte schwache
Form des Differentialgleichungssystems. Dabei geht man von einer punktweisen Giiltig-
keit der Gleichungen iiber auf eine Integral-gemittelte Giiltigkeit und erreicht so, dass
man wesentlich geringere Glattheitsvoraussetzungen an die Losungen und die Problem-
daten bendtigt. Man erweitert also den Raum der Losungsfunktionen, indem die Pro-
blemstellung etwas abgeschwécht wird.

Zur Herleitung der schwachen Form werden stets folgende Schritte durchgefiihrt:

1.) Multiplikation der Partiellen Differentialgleichung (PDGL) mit einer geeigneten
Testfunktion s € S.

2.) Integration der PDGL iiber Q.

3.) Partielle Integration (Greensche Formeln, Satz von Gaufl) unter Einbringung der
Randbedingungen (= geringere Glattheitsanforderungen).

Gefordert wird dabei die Giiltigkeit der schwachen Form fiir beliebige Testfunktionen s
aus einem passenden Funktionenraum S. Dieser muss zum einen die Glattheitsvoraus-
setzungen des neuen Problems beriicksichtigen, zum anderen enthélt er die Dirichlet-
Randbedingungen:

S:={se H”(Q)| s|r, n=0, sl -7=0},

wobei H'2(Q) den Raum der zweikomponentigen Funktionen bezeichnet, die jeweils in
H'(Q) liegen. Analog definieren wir den Raum U der schwachen Losungen als

U::{u€H1’2(Q)\ ulr, -n=w-n, u|FT‘7':W'T}.

Fiir Szenarien mit einheitlichen Randbedingungen, wie z. B. den Kanal aus 2.2.5, ver-
einfachen sich die Rdume zu

S = {seH ()| s|r, =0}
U = {ueH? Q)| ulr,=w}.

Wir kommen nun zur Herleitung der Schwachen Form fiir unser konkretes Problem. Aus-
gangspunkt dafiir sind die kontinuierlichen Navier-Stokes-Gleichungen (4.1) und (4.2).
Unsere schwache Form arbeitet dabei wesentlich auf den Impulsgleichungen

86—;1 + (u-V)u + %Vp — vAu = g,

die Kontinuitatsgleichung wird spéter separat behandelt.
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1.) Multiplikation der PDGL mit einer geeigneten Testfunktion s € S:

Die Impulsgleichungen lauten nach Multiplikation mit s

Z—?-s + (u-V)u-s + %Vp-s — vAu-s = g-s.

Hierbei bezeichnet ,-“ stets das euklidische Skalarprodukt des R2, da u und s
jeweils 2D-vektorwertige Funktionen sind.

2.) Integration der PDGL iiber

1
/u-sdx—l-/(u-V)u-sd:I:—l-—/Vp-sdx—V/Au-sdx = /g-sdx (4.5)
Q Q P Jo Q Q

3.) Partielle Integration unter Einbringung der Randbedingungen:

Um die Glattheitsvoraussetzungen abschwichen zu koénnen, fithren wir eine parti-
elle Integration auf dem Diffusionsterm durch. Wir niitzen

. i 9 (Ou, ik !
div(Vu-s) = e . (8xk€6 sie

0 0Ou,; . ou; 0sy,
ox; Oxy, b oz, 0x;

und den Satz von Gauf}, um

/Au-sdaz = /diV(Vu-s) d:v—/Vu:Vsd:E
Q Q Q
= /(Vu-s)-nda—/Vu:Vsdx (4.6)
r Q

zu erhalten. Dabei stellt n den Vektor der dufleren Normalen an den Gebietsrand
T dar.

Auch den Integralterm mit dem Druckgradienten integrieren wir partiell:

/QVp-sdx - /Qdiv(ps)dx—/gp(v-s)dx
= /F(ps)-nda—/ﬂp(v-s)dx. (4.7)

= Au-s + Vu: Vs

In Gleichung (4.6) und (4.7) verringert sich der Anteil der Oberflichenintegrale
jeweils auf I'y = I \ I'p, da der Raum der Testfunktionen S gerade passend zu
den Dirichlet-Randbedingungen gewéahlt ist.

Damit erhalten wir aus Gleichung (4.5) insgesamt folgende schwache Form der
Impulsgleichungen

/u-sdx + /(u-V)u-sdx—l/p(V-s)dx—i—u/Vu:Vsdx:
Q Q PJa Q
= /g-sdas +/ (Vu-s) -nda — 1/ (ps) -nda (4.8)
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4.2. Die Finite-Element-Methode bei Stromungsproblemen

Die beiden Oberflichenintegralterme der rechten Seite lassen sich iiber den Zu-
sammenhang (2.31)

yVu-n—L2n =f

P

auch als integrales Skalarprodukt der Testfunktion s mit der kinematischen Pseu-
dokraft f auf ein infinitesimalen Oberflichenelement des Ausflussrandes deuten.
Wiirde man statt unserer A—Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen die (im
Kontinuierlichen dquivalente) o—Formulierung verwenden, so erhielte man an die-
ser Stelle den kompletten Ausdruck des Spannungstensors ¢ und damit die echte
physikalische Kraft F auf die Oberfliche im integralen Skalarprodukt mit dem
Normalenvektor n und normiert durch p.

Somit kénnen wir die schwache Form (4.8) unseres Problems auf folgende Weise
darstellen

Finde (u,p) € U x P, so dass fiir alle s € S gilt:
(0,8)y + a(u,s) + b(p;s) = Is), (4.9)

wobei wir die Bezeichnungen

ou

(a,s), = S s dx (4.10)
a(u,s) = /Q[(u-V)u-s + v Vu: Vs|dz (4.11)
b(p,s) = —% /Qp (V-s)dx (4.12)

I(s) = /Qg-sda:—l—/FNf-sda (4.13)

beniitzen.

Der Druck p in (4.9) ldsst sich - losgelost von physikalischer Bedeutung - hier als La-
grangeparameter (-funktion) interpretieren, die dhnlich wie bei der Variationsrechnung
die Nebenbedingung des Massenerhalts ankoppelt. Damit wird der Druckraum zu

P = {p cL?(Q)] /p(a:) dx = 0, falls p nirgends explizit ﬁxiert} :
0

Die Zusatzbedingung entsteht durch die Tatsache, dass der Druck bei inkompressibler
Stromung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist.

Die Kontigleichung V - u = 0 als Bestimmungsgleichung fiir den Druck p ist in dieser
schwachen Form fiir die Geschwindigkeiten nicht beriicksichtigt. Dies wird im folgen-
den Abschnitt nachgeholt, wo wir den Ubergang zu einem rdumlich diskreten System
vollziehen.
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4. Algorithmus zur Strémungslosung

4.2.2. Ritz-Galerkin-Ansatz: Raumliche Diskretisierung

Grundidee der Finiten-Element-Methode (nach Galerkin) ist die Approximation von
Losungen der schwachen Form durch Losungen von endlichdimensionalen Variationsauf-
gaben iiber entsprechenden R&umen.

Grundlegend fiir den Ritz-Galerkin-Ansatz zur Diskretisierung der schwachen Form (4.9)
ist daher die Annahme, dass die endlichdimensionalen Raume Sy, Uy Teilrdume von S, U
sind:

ShCS, U, cU

Somit lautet das rdumlich diskretisierte Problem in abstrakter Formulierung nun

Finde (up,pn) € Uy, X Py, so dass fiir alle s, € ), gilt:
(ap,sn)g + a(up,sp) + b(pn,sn) = l(sn). (4.14)

Fixiert man den endlichdimensionalen Raum der Testfunktionen S} und wahlt eine Basis

N
_ s; (1) Pi(x)
Insbesondere entspricht ein Test der schwachen Form gegen alle Elemente s; nun einem

Test gegen alle Basisvektoren ®;. Wir erhalten somit aus (4.14) ein System von N
Gleichungen:

Finde (up,pp) € Uy, X Py, so dass fir alle i = 1,..., N gilt:
(o (5)), ol (5)) = 2 (3) = 1((5)) 6w

Analog zu den Testfunktionen sj besitzt auch die Losungsfunktion u; eine Basisdarstel-
lung im endlichdimensionalen Teilraum:

al u;(t) ®;(x
mix ) = < Ugg @igxg ) . (4.16)

Hierbei machen wir bereits die iibliche Annahme, dass die Basisdarstellung fiir die Ge-
schwindigkeitskomponenten wuj, und v, bzw. sf und s; identisch ist. Damit entkoppeln
sich die Basisdarstellungen. Dass dies nicht zwingend notwendig ist, zeigen die Betrach-
tungen in [Blanke 04]. Dort werden Basisfunktionen hergeleitet, die bei divergenzfreier
Losung auf den Kanten eines Elementes diese Divergenzfreiheit auf dem kompletten Ele-
ment leisten. Dies bewirkt dann gerade eine Verkopplung der Freiheitsgrade von u; und
Vp-
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4.2. Die Finite-Element-Methode bei Stromungsproblemen

Niitzen wir nun die Basisdarstellung (4.16) in (4.15), so erhalten wir mit Vertauschung
von Summation und Integration schliefllich

Finde u;(t) {j =1,..., N}, pn € Py, so dass fiir allei =1,..., N gilt:
N . N

> ((e ) (5), = 2e((0a) ()

= Uj (I)j (I)z 0 = Uj (I)j (I)z

ool (s)) = o((5)) e

4.2.3. Konkrete Wahl von Gitter und Elementen

Bevor wir nun weitere Rechenschritte vornhemen kénnen, gilt es, die zur Diskretisierung
notwendigen Anteile festzulegen. Das betrifft einerseits die Zerlegung des Gebiets in
Teilelemente. Andererseits miissen wir die Basisfunktionen auf diesen Teilelementen fiir
die verschiedenen Freiheitsgrade des Systems bestimmen.

Wahl des Gitters

Wir verwenden passend zu unserem Grundansatz der raumfiillenden Peanokurve ein
Gitter, das aus quadratischen Teilelementen besteht. Diese konnen durch Drittelung ad-
aptiv verfeinert werden.

Fiir die Freiheitsgrade stellt sich das Gitter als ein teilweise versetztes (“partially stag-
gered”) dar. Das bedeutet, dass die Geschwindigkeitsfreiheitsgrade in den Ecken der
Elemente liegen, der Druck hingegen im Mittelpunkt einer Zelle angesetzt wird, siche
Abbildung 4.1.

U,V U, v
[ 2
(&
p
YL
@ L ]
X
U, U u,v

Abbildung 4.1.: Teilweise versetztes Gitter.

An dieser Stelle erkennt man bereits Vor- und Nachteile dieses Ansatzes. Nachteilig ist
die relativ grobe Approximation von Randgeometrien iiber eine Art ., Klotzchenwelt*.
Mochte man beispielsweise einen Kreis einigermafien passend annédhern, so bedarf es ei-
ner Verfeinerung an dessen Réndern.
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4. Algorithmus zur Strémungslosung

Die einfache Struktur des quadratischen Gitters erméglicht dagegen an vielen Stellen
eine einfache Programmstruktur. So macht beispielsweise unsere rekursive Beschreibung
mittels der Peanokurve sémtliches Speichern von Referenzlisten unnétig. Diese Listen
miissen z.B. bei beliebigen Dreiecksgittern stets mitgefiihrt werden, damit klar ist, wel-
cher Knoten zu welchen Elementen gehort und welche globale Nummer (in Bezug auf
das zu losende Gleichungssystem) er besitzt.

Wahl der Elemente

Wir weisen nochmals darauf hin, dass in unserer Herleitung der schwachen Form der
Impulsgleichungen lediglich ein FE-Ansatz fiir die Geschwindigkeitskomponenten « und
v gemacht wurde. Fiir diese Komponenten miissen wir also Basisfunktionen ®; wahlen.
Der Druck dagegen besitzt in seiner Funktion als Lagrange-Multiplikator nun einen
diskreten Satz an Parametern {p;},—1 s, némlich gerade soviele, wie es Gitterzellen
gibt (M). Ein p; sitzt also (iiberall) in einer Zelle, und wir speichern seinen Wert im
Zellmittelpunkt.

Gleichung (4.17) entspricht einem Teil eines linearen Gleichungssystems, mit dessen Hilfe
die unbekannten Geschwindigkeitskoeffizienten u;, v; ermittelt werden konnen.
Natiirlich ist es giinstig, die Matrix dieses Systems so diinn besetzt wie moglich zu halten.
Darauf hat man iiber die Wahl der Basis {®;} Einfluss. Je kleiner der kompakte Tréger
einer einzelnen Basisfunktion ist, desto weniger Kopplungen mit anderen Knoten treten
in der Matrix iiber deren Eintrége auf.

Typischerweise verwendet man eine nodale Basis eines gewissen Polynomgrades auf Ele-
mentknoten eines Gitters. Das bedeutet, dass die Basis an den Knoten x; gerade

CI)Z(XZ) = 1, (I)j(XZ') = 0 fir allej;éi, Z,]:].,,N

leisten muss. Damit ist der kompakte Tréager einer nodalen Basisfunktion ®; gerade die
Summe aller Elemente, die den Knoten x; als Ecke besitzen. Fiir unser verwendetes
Gitter ist das in Abbildung 4.2(b) visualisiert.

Aufgrund unseres einfach strukturierten Gitters ist eine Transformation auf ein Referen-
zelement zur Vereinfachung der Geometriebeschreibung quasi unnotig. Formfunktionen,
als Pendant der Nodalen Basis auf den Referenzelementen, und Nodale Basis selbst ent-
sprechen sich gleichsam direkt, da lediglich ein Faktor h? beim Ubergang auftritt. Daher
arbeiten wir im Folgenden stets direkt auf den Basisfunktionen.

Wir wéhlen relativ einfache Basisfunktionen ®; in Form eines bilinearen Ansatzes fiir
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> —+

YL 1l v

(a) (b)

Abbildung 4.2.: Bilineare Basisfunktion ®; (a) und ihr Tréger (b).

die Geschwindigkeit:

)l = hath-y) )
X = g5 (h—2)(h—y)
1 z,y € [0;h]. (4.18)
Qi(x)|lm = ?xy
2y =y (h-a)y

Die Nummern I-IV beziehen sich auf die vier Elemente des Trégers von ®; aus Figur
4.2(b). In Abbildung 4.2(a) ist ®; selbst visualisiert.

Die Geschwindigkeit u berechnet sich auf einem Element dann folgendermafen

1
72

u(x) = ; [ug(h — )y + wzy + ua(h—xz)(h—y) + wsz(h —vy)].

Die Nummerierung der Koeffizienten (vgl. Abbildung 4.3) entspricht der kartesischen
Nummerierung, die bereits in [Giinther 04] verwendet wurde und auch in unserem Pro-
gramm grundlegend ist.

Damit stellt sich die diskretisierte Geschwindigkeit auf einem Element in jedem achsen-
parallelen Schnitt als lineare Funktion dar. Gleichzeitig sind wichtige Voraussetzungen
fiir die Theorie der Finiten Elemente wie Stetigkeit der Ansatzfunktion auf dem kom-
pletten Gebiet oder eindeutige Losbarkeit der lokalen Interpolationsaufgabe erfiillt.
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0 Iy 1
[ 4 @
I'y Qe I's
Y,V
L;(I [ 4 L
2 s 3

Abbildung 4.3.: Nummerierung der Knoten und Teilrénder auf einem Element €2°.

4.2.4. Semidiskretisierte Navier-Stokes-Gleichungen

Nachdem nun die Basisfunktionen definiert sind, kénnen wir die diskrete Gleichung
(4.17) explizit aufstellen. Es ist zu beachten, dass die dort auftretenden Integrale iiber
das gesamte Gebiet () natiirlich auch in Anteile iiber die einzelnen Teilelemente €2¢ zerlegt
werden konnen. Wir gehen dabei davon aus, dass die Menger der ¢ eine Partition des
Gesamtgebietes ) darstellen:

U int(Q°) Nint(Q*) =0 falls e £k = / dx = Z/ (4.19)

Diese elementweise Betrachtungsweise ist fiir unsere Implementierung von grofiem Vor-
teil, da wir mit der Peanokurve gerade die einzelnen Zellen besuchen. Auch die Basisfunk-
tionen ®; sind elementweise definiert, so dass wir direkt alle Anteile des diskreten Glei-
chungssystems (4.17) auf jedem Element in Form der Element-Assemblierungsmatrizen
ausschreiben konnen:

(e (8)) ) == L% o) (120
(e ) (o))l = cwrer = fanw(5) (&)

+/ (gg gg )d (4.21)

b(ph,(ij )) - Oy = —/epew-sh)dx _ —pe/ew-sh)dx

8%,
- _pe/ <§£ )dx (4.22)
e 8y

40



4.2. Die Finite-Element-Methode bei Stromungsproblemen

(bi e __ gz(bz f:c(bz
l(( o, )) N ~ f¢ = /Q( s )dx—k/rﬁv( 1@, )da. (4.23)

Nach Integration ergeben sich fiir unseren bilinearen Ansatz mit der Nummerierung wie
in Bild 4.3 folgende konkrete 8 x 8-Elementmatrizen

1.0 05 05 025 0
05 1.0 025 05 O
05 025 1.0 05 0

0

R2 | 025 05 05 1.0

0
0
0
A = 0 (4.24)

o O OO
o O O

0

ol o o o o 10 05 05 02
0 0 0 0 05 10 025 05
0 0 0 0 05 02 10 05
0 0 0 0 025 05 05 1.0
20 —05 —05 —10 0 0 0 0
05 20 -10 —05 0 0 0 0
05 —-10 20 —05 0 0 0 0
vl Z10 =05 =05 20 0 0 0 o0
D=3 o 0o 0 0 20 -05 —05 —10 |> *
0 0 0 0 —05 20 —10 —05
0 0 0 0 —05 —10 20 —05
0 0 0 0 —10 —05 —05 20

die auf Vektoren der diskreten Geschwindigkeiten (ug, u1, ug, us, vy, v1, vz, v3)7 bzw. ana-
loge Beschleunigungen angewendet werden. Wir verzichten aus Platzgriinden auf eine
explizite Darstellung der Konvektionsmatrix, die leicht im Code eingesehen werden kann.

Fiir unseren Algorithmus verwenden wir stets den Ansatz des mass lumpings. Damit
werden sdmtliche Beschleunigungsbeitrige entkoppelt und die Element-Massenmatrix
wird zu einer gewichteten Einheitsmatrix:

10 0 0 0 0 0 0 0
0 10 0 0 0 0 0 0
0 0 10 0 0 0 0 0

. . Rl o 0o 010 0 0 0 0

o A | bde = =

A AT=0y | i de 0 0 0 0 10 0 0 0 (4.26)
0 0 0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 0 10 0
0 0 0 0 0 0 0 10

Dies entspricht einer Summation aller Beitrige auf Element-level auf den aktuellen Kno-
ten ("row summing®, vgl. [GreshoSani 98]). Programmtechnisch bedeutet dies, wie wir
im kommenden Abschnitt sehen werden, dass wir keine Losung eines zusétzlichen linea-
ren Gleichungssystems bendtigen, um mit der Chorinschen Projektionsmethode unsere
Geschwindigkeitsverdanderungen berechnen zu kénnen.
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4. Algorithmus zur Strémungslosung

Mit der Element-Massenmatrix aus (4.26) erhalten wir iibrigens in globaler Assemblie-
rung genau die in [Blanke 04] beschriebene Massenmatrix fiir reguldre Gitter.

Fiir den diskreten Druckgradienten ergeben sich durch Integration die Druckgewichte
eines Elementes

r_D
2

Dies entspricht genau den Zahlenwerten, die wir erhalten, wenn wir die diskrete Konti-
gleichung auf einem Element berechnen:

(M*) (-1,1,-1,1,1,1,-1,-1 )", (4.27)

0=V-uy = 0 = V-uhdx:/uh-nda
Qe e

= /Uhda—i-/uhda—/vhda—/uhda
I I’ I's Ty

= —[U0+U1+U1+U3—02—Ug—UO—Ug]

= M®¢ =

NIl O

(-1,1,-1,1,1,1,—1,—1).

Die Nummerierung der Teilkanten I'; ist hierbei wie in Abbildung 4.3 gewéhlt.

Wenn wir nun das Gleichungssystem (4.17) komplett aufstellen mochten, so miissen wir
iiber alle Elemente gehen und deren Beitrége fiir ihre jeweiligen Knoten berechnen. Da-
mit ergeben sich 2NV diskrete Impulsgleichungen. Dazu kommt noch die Nebenbedingung
des diskreten Massenerhalts, die noch einmal M Gleichungen liefert.

Insgesamt stellt sich das semidiskretisierte System der Navier-Stokes-Gleichungen dann
folgendermaflen dar

AiLh + Duh + C’(uh, Uh)uh — Mgph = fx (428)
A@h + DUh + C’(uh, Uh)Uh - MyTph = fy (429)
quh + My’Uh = O, (430)

wobei hier eine Aufteilung der Gleichungen in z- und y-Richtung vorgenommen wurde,
die sich aufgrund der entkoppelten Elementmatrizen anbietet.

Die Eintrége der Matrizen an den Gebietsréandern ergeben sich dabei automatisch rich-
tig, indem nur die Beitrdge des Fluidinneren gezéhlt werden. Natiirlich sind w;, und vy,
Vektoren der Dimension /N und pj ein Vektor der Linge M.

Der diskrete Druck py, ist in unserer Notation also ein Satz von Lagrange-Multiplikatoren,
die die Nebenbedingung des Massenerhalts ankoppeln.

42



4.2. Die Finite-Element-Methode bei Stromungsproblemen

4.2.5. Diskrete Druck-Poissongleichung

Die semidiskreten Navier-Stokes-Gleichungen (4.28) - (4.30) sind natiirlich noch zeitab-
héngig. Auf dieses System wenden wir nun die bereits oben beschriebene Chorinsche
Projektionsmethode im semidiskreten Fall an. Der kontinuierliche Divergenzoperator
wird dabei durch sein diskretes Pendant mittels M, und M, ersetzt.

In [GreshoSani 98] findet sich ein etwas anderer Zugang. Dort verwendet man die Zeita-
bleitung der semidiskreten Kontinuitétsgleichung (4.30)

M, + Myin, = 0

und ersetzt die Ableitungsterme u; und vy, mit Hilfe der semidiskreten Impulsgleichungen
(4.28) und (4.29). Hierbei ist das mass lumping erneut hilfreich.

Ergebnis ist in beiden Féllen ein Gleichungssystem fiir den Druck, das als diskrete Druck-
poissongleichung interpretiert werden kann:

(MATMT) p Y = (M AT MT + M, AT MT) pi ™
= ]\495/1_1 [_.f:c + Duh + C(Uh, vh)uh] — MIVZ—};

Uh

+ MyA = f, + Doy, + C(up, vp)vp] — MyVKt

(4.31)

Hierbei sollen uy,, v, die Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt n bezeichnen.

Die beiden Terme mit dem Faktor 7 stellen den diskreten Anteil einer eventuellen Verlet-
zung des Massenerhalts dar. In unserem Zugang wird dieser Term beriicksichtigt (v = 1),
wohingegen er bei [GreshoSani 98] nicht auftritt (7 = 0). Damit kann der Druck bei uns
in einem spéteren Zeitschritt eventuelle vorangegangene Ungenauigkeiten noch ausglei-
chen.

Wir méchten nochmals betonen, dass wir dieses Gleichungssystem durch eine konsistente
Anwendung der Finite-Element-Formulierung fiir Geschwindigkeiten unter Beriicksichti-
gung der Nebenbedingung des Massenerhalts erhalten haben und nicht aus einer direkten
Finite-Element-Form der kontinuierlichen Druckpoissongleichung.

Stellt man eine Zeile des globalen linearen Gleichungssystems (4.31) explizit auf, so be-
merkt man, dass der Druck aufgrund unseres regelméfligen Quadratgitters iiber einen
um 45° gedrehten 5-Punkte-Stern berechnet wird (vgl. Figur 4.4). Am Rand des Ge-
bietes wird dieser Stern dann quasi gekappt und seine Gewichtung geéndert, was man
deutlich in den Detailrechnungen zu der Interpretation der Randbedingungen im An-
hang A erkennen kann.

Da fiir die Druckberechnung also nur die jeweiligen diagonalen Nachbarn relevant sind,
zerfallt der Druck in zwei unabhéngige Gebiete.
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Abbildung 4.4.: 5-Punkte-Stern der Druckpoissongleichung: im Gebietsinneren (links)
und an verschiedenen Randszenarien

4.3. lterative Losung der Druckpoissongleichung

Wir verwenden in unserem Algorithmus ein iiberrelaxiertes Gauf-Seidel-Verfahren zur
Losung der Druckpoissongleichung (4.31). Wir wollen dieses Gleichungssystem schema-
tisch als

Gpp,=b (4.32)
schreiben und die diagonalen bzw. aulerdiagonalen Anteile von G in den Matrizen
0 0 0 gi2 .- g1,Mm
. . . : 0 ... 0 gM—1,M
gma1 -+ M .M-1 0 0 ... ... 0

D = diag(gii, ..., 9mn)

sammeln. Damit erhalt unser Verfahren fiir einen Iterationsschritt k ~» k+ 1 die Gestalt
DpFt = & (—Lpg’““) ~ Rpy? + b) + (1= Dp. (4.33)

Dabei stellt A den Relaxationsparameter dar. Fiir Werte von A grofler als 1 wird dies
auch als SOR-Verfahren bezeichnet (vgl. beispielsweise [Knabner et al. 00]).

Den Relaxationsparameter A\ wahlen wir im Bereich von A = 1.2. Dieser Wert hat sich als
bei unseren Vergleichsrechnungen als giinstig erwiesen und wird in [Knabner et al. 00]
auch von der Theorie her untermauert.

Insgesamt miissen wir das Gleichungssystem (4.32) nie komplett global assemblieren
sondern konnen stets lokal auf Element-level arbeiten, was fiir die cache-Optimalitét
entscheidend ist. Auflerdem ist es nicht notig, Anteile der Dirichlet-Randbedingungen
der Geschwindigkeiten auf die rechte Seite des (globalen) Systems zu bringen. Das Pro-
gramm erhélt stets die passenden Werte vor Ort und macht am Rand nur geringfiigig

44



4.4. Der Grundalgorithmus im Uberblick

mehr Rechenarbeit als notig, indem es Korrekturen fiir Dirichlet-Randgeschwindigkeiten
berechnet und sofort wieder vergisst.

Natiirlich sind wir aus Effizienzgriinden auch an der Implementierung eines Mehrgitter-
verfahrens fiir unseren Algorithmus interessiert. Tobias Weinzierl hat sich in [Weinzierl 05]
intensiv damit beschéftigt. Leider macht unser zellbasierter Ansatz mit der rekursiven
Peanokurve das zu einer relativ schwierigen Aufgabe. Es ist nicht moglich, Zelldaten auf
Punkte auflerhalb einer Zelle der aktuellen Gitterfeinheit zu speichern oder abzurufen.
In [Weinzierl 05] wird deshalb auf einen anderen Druckstern ausgewichen, der gleichzei-
tig auch die Diskretisierung der Geschwindigkeit verdndert. Dies bringt in Bezug auf die
Implementierung wieder andere Probeme vor allem an den Rédndern mit sich.

4.4. Der Grundalgorithmus im Uberblick

Wir wollen kurz die Grundstruktur unseres Algorithmus aufzeigen. Dabei verzichten
wir auf Detailbeschreibungen. Auch die Initialisierung und das postprocessing sollen
hier nicht beriicksichtigt werden. Fiir detaillierte Informationen verweisen wir auf die
realtive gute HTML-Dokumentation des Codes unserer Arbeitsgruppe, die mit Hilfe von
Doxygen erstellt wurde (vgl. [Doxygen]).

Zeitschleife: n=0,1,2,... (t =tg+n At)

- Berechne F(u}) = Du} + C'(u})u}
- Druckiteration: k =1,2,...
ph= (1= Np" + A,

- Berechne u}™!

4.5. Randbedingungen

Die Randbedingungen der Navier-Stokes-Gleichungen betreffen nur die Geschwindig-
keitswerte. Fiir den Druck haben wir im Kontinuierlichen keine expliziten Vorgaben.
Auch diskret arbeiten wir lediglich mit Randwerten fiir die Geschwindigkeiten. Allerdings
konnen wir mittels der konsistenten Druckpoissongleichung (4.31) am Rand herleiten,
wie unsere Berechnungsvorschrift im Grenzfall h — 0 zu interpretieren ist. Im Anhang A
ist dies ausfiihrlich erlautert. Wir wollen an dieser Stelle nur kurz die Ergebnisse dieser
Rechnungen anfiihren.

Wir stellen fest, dass Geschwindigkeit und Druck die Art der Randbedingung gerade
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u-Dirichlet u-Neumann
p-Dirichlet p-Neumann

vertauschen (vgl. obige Figur). An allen Randern mit Dirichletvorgabe der Geschwin-
digkeit erhalten wir eine Neumannbedingung fiir den Druck. Umgekehrt wandeln sich
Neumann-Randwerte der Geschwindigkeiten gerade um zu Dirichlet-Bedingungen an
den Druck.

In Formeln stellt sich das folgendermaflen dar (vgl. Anhang A)

Op ou
5 = n- _§+MAu—(u-V)u auf I'p
p = Mﬁu” — f auf I'y.
on

Hierbei ist der Druck nun in seiner urspriinglichen Form verwendet, also nicht als kine-
matischer Druck mit 1/p gewichtet.

4.6. Kraftberechnung

Um Fluid-Struktur-Wechselwirkungen berechnen zu kénnen, ist es entscheidend, die lo-
kal auftretenden Krafte moglichst genau zu ermitteln. Der Rand I'x zwischen Fluidgebiet
und dem betrachteten Korper dient quasi als Interface, um Einfliisse des einen Bereichs
in den anderen zu iibermitteln.

Wir wollen in diesem Abschnitt die Vor- und Nachteile von zwei Moglichkeiten beschrei-
ben, wie man Krifte berechnen kann, die durch das Fluid auf Strukturen ausgeiibt
werden.

4.6.1. Krafte aus dem diskreten Spannungstensor

Zunéchst ist es naheliegend, auch die Kraftberechnung vom Kontinuierlichen ins Diskrete
zu {ibertragen. Kontinuierliche Kraft-Randbedingungen haben wir bereits in Kapitel 2
kennengelernt. Natiirlich gilt fiir die Berechnung von Kréften dieselbe Formel (2.27) wie
fiir die Vorgabe:

F=0n=p(Vut+(Va)') n—pn
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Wiirden wir den echten Wert des Spannungstensors an einem Punkt der Begrenzung I'
des Korpers kennen, so kénnten wir daraus direkt die lokale Kraft an ein Randelement
iibergeben. Mittels Integration wére es moglich, iiber

Fo = / o-nda
T

die von einen Kérper auf das Fluid wirkende Gesamtkraft zu berechnen.

Da wir aufgrund der Losung der Stréomungsgleichungen iiber unseren FEM-Ansatz nur
approximative Losungen zur Verfiigung haben, konnen wir damit nur einen diskreten
Spannungstensor an einem Randpunkt ermitteln:

= pu(Vu+ (Vu)T)h — Dh. (4.34)

Z,

Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, den Anteil des Drucks leicht separat be-
stimmen zu konnen, wenn dies gewiinscht wird.

. Up — 0 _ _an
R

Abbildung 4.5.: Unterschied zwischen echtem (griin) und numerischem (rot) Wert von

g—; an der Kanalwand auf grobem 27er Gitter.

Dagegen ist der Fehler relativ grof}, den man aufgrund der numerischen Approximati-
onslésungen uy und py nun auch fir o N macht. Um das zu verdeutlichen, haben wir ein
einfaches Beispiel ausgewahlt.

Wir betrachten einen freien Kanal mit einer parabolischen Durchstrémung (vgl. auch Ab-
schnitt 5.2). Ziel ist die Berechnung der Krifte auf die beiden horizontalen Wénde. Die
Hohe H = 1/9 bewirkt, dass an der Kanaloberseite eine Geschwindigkeit mit g—z = —54
herrscht. Dies ist der einzige Anteil, der bei der Auswertung von Vu in diesem Fall eine
Rolle spielt. In diesem einfachen Beispiel ist der Druckanteil p nicht sonderlich interes-
sant, da aufgrund der linearen Druckschichtung die Druckkraft an der oberen Wand des
Kanals die untere gerade aufhebt. Dies geschieht kontinuierlich wie diskret. Die lokale
kontinuierliche Kraft an der Wand hat fiir © = 1 den Wert F = (—54,0)7.
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4. Algorithmus zur Strémungslosung

Wenn wir nun vergleichen, was unser FEM-Ansatz als Ableitung der Geschwindigkeit
an der obersten Zelle sieht (vgl. Abbildung 4.5), ndmlich gerade
up — 0 4.27
= — = —36
h 3 ’
so stellen wir einen erheblichen Unterschied fest. Im allgemeinen Fall werden wir in (4.34)
fiir den Druckterm nochmals einen Fehler der Ordnung h machen.

(a) (b)

Abbildung 4.6.: (a) Motivation und (b) Bezeichnungen fiir Druckmittelung und -Extra-
polation.

In Bezug auf den Druck haben wir mit unserer Wahl der Elemente noch ein weite-
res Problem: der Druck ist diskret nur im Zellmittelpunkt vorhanden. Aufgrund des
5-Punkte-Sterns zerfallt der Druck gerade am Hindernis in zwei Niveaus, dhnlich den
bekannten Checkerboard-Mustern (vgl. auch Abbildung 4.6(a)). Fiir eine sinnvolle Aus-
wertung am Rand miisste man also eine Mittelung durchfiithren. In [GreshoSani 98] wird
dafiir beispielsweise eine gewichtete Mittelung der Druckwerte im Inneren und eine li-
neare Extrapolation auf den Rand vorgeschlagen. Dies stellt sich fiir uns folgendermaflen

dar
> i’
j

D1+ p2tpst+pa

S
J
_ 3p1—p2+3p3— s _ 3p1+3p2—p3s— s
pra = ) PB =
4 4
Pc = DA+ DPB—Di (4.35)

Die Indizierung der Druckgrofien ist in Abbildung 4.6(b) visualisiert. Wir haben diese
Druckmittelung auch implementiert. Allerdings bedeutet das zusétzlich zum hoheren
Speicherbedarf einen erheblichen Mehraufwand von 3 Gebietsdurchldufen pro Zeitschritt,
um gerade die interessanten Werte an den Réndern zu erhalten.
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Insgesamt stellen wir fest, dass der Ansatz der Kraftberechnung iiber o | nach (4.34)
fiir unseren Algorithmus nicht sonderlich geeignet ist. Anders verhélt es sich mit den im
folgenden Abschnitt beschriebenen konsistenten Kréften.

4.6.2. Konsistente Krafte

Die Grundidee bei den konsistenten Kréften ist, alle Informationen zu niitzen, die bereits
bei der Aufstellung der FEM-Gleichungen eingehen.

Wir betrachten neben den N echten Freiheitsgraden u; auf Knoten im Gebiet 2 nun
zusétzlich virtuelle Freiheitsgrade u; auch auf den Dirichlet-Gebietsréndern des Kérpers.
Die zugehorigen Knoten sollen mit N + 1,..., Ny nummeriert sein. Damit stellen wir
die approximative FEM-Losung nun dar als

N Nk
up = ’[Lh—f‘g qu)j, ﬁh: E chbj
j=1

j=N+1
N Ng
Vp — fih—l—Zvj(I)j, f)h = Z ’Uj(bj
j=1 j=N+1

Gleichzeitig erhalten wir in der schwachen Form (4.9) nun zusitzliche Kraftanteile F fiir
den Rand 'k, da die zugehorige Testfunktion nur Dirichletdaten und keine (virtuellen)
Freiheitsgrade nulliert:

Zusatzkraftterm in I(s) = /F < g’ ) : < ]I;I ) da, E,y = Z Eyyi®;. (4.36)
K i

Y j=N+1

Die Basisfunktionen éj der virtuellen Freiheitsgrade sollen die gleiche bilineare Form
haben wie ®;. Allerdings erstreckt sich ihr Tréger nur iiber den jeweiligen Anteil im
Inneren des Fluidgebietes.

Wenn wir nun die diskrete schwache Form der Impulsgleichungen (4.28) - (4.29) auch
auf die neuen virtuellen Freiheitsgrade auf den Knoten i = N + 1,..., Ng erweitern, so
erhalten wir folgenden Zusammenhang

/ ®; > Fuoy®;da = [Aty+ Duy + Clun, vn)up, — MIpy — fo],  (4.37)

Ik ]—N—l—l

/ Fy;®; da = [A0y + Do+ Clup, op)on — Mypy — f,], (4.38)
Ik j= N+1

Darin sind die unterschiedlichen lokalen Krifte F; an den Randknoten nun iiber Anteile
der Randmassenmatrix verkoppelt, so dass man eigentlich ein lineares Gleichungssystem
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4. Algorithmus zur Strémungslosung

der Dimension Nxg — N losen miisste. Wie bei den Geschwindigkeitsfreiheitsgraden im
Fluidgebiet kann man aber auch hier fiir den Preis eines gewissen Genauigkeitsverlustes
den Ansatz des mass lumpings verwenden. Damit entkoppeln sich die F, ;

/ F,®; da = F, / ®; da, / E,®; da = F,; / ®; da

und wir kénnen sie aus (4.37) bzw. (4.38) direkt lokal berechnen:

[Auh + Duh -+ C’(uh, Uh)uh — Mgph — fx] (439)

3
_
fFK (:ISZ da ‘
1

[Av, + Do, + Cun, vp)vn, — My pp — f,] (4.40)

. er (bl da !
An festen Wanden entfillt der Beschleunigungsanteil Ay, bzw. Avy, in (4.40) bzw. (4.40).
Die restlichen Anteile werden im Programmlauf auf Element-level sowieso schon stets
mitberechnet, so dass wir keinen zusétzlichen Rechenaufwand haben. Wir miissen ledig-
lich dafiir sorgen, dass die Kraftinformation am Rand nicht verloren geht. Daher miissen
nun auch die entsprechenden Randpunktdaten iiber die Stacks geschoben werden. Die-
ser Aufwand ist aufgrund der im Verhéltnis zum Fluidinneren relativ geringen Zahl an
Randpunkten nicht enorm.

Aufgrund der bilinearen Ansatzfunktionen ergibt sich also ein Faktor 1/ fFK ®; da = h
als Gewicht der rechten Seiten.

Will man nun die Gesamtkraft Fr berechnen, die auf einen Kérper im Fluid wirkt, so
integriert man die diskreten Kréfte einfach auf

Ng ~
E,.®,
FR:—/ > <chi>]) da. (4.41)

Tk j=N+1 Y J

Fiir unser Rechtecksgitter ist das besonders einfach, da wir stets nur Anteile in Koordi-
natenrichtungen haben. Damit wird die Integration in (4.41) in mit Hilfe der Trapezregel
zu einer einfachen Summation der lokalen Kraftknotenwerte, gewichtet mit der halben

Gitterweite: N
. - .
F, o,
Fpe / ( g P ) da (4.42)
ri j:ZN;rl Fyi®;
Das negative Vorzeichen in (4.41) bzw. (4.42) ist notwendig, da die Kraftrandbedingun-
gen ja eine Kraftvorgabe auf das Fluid beschreiben. Damit erhielte man die sogenannte
Stiitzkraft Fg. Diese ist mit Fg = —F g gerade gegengleich zur Reaktionskraft, also der
gesuchten Kraft des Fluids auf den Korper. In der Literatur steckt dieses Vorzeichen
héufig in der Definition des Normalenvektors n.

Ein kleiner Nachteil dieser Kraftberechnungsmethode ist, dass es nicht moglich ist,
Kraftanteile aus Druck- und Viskositéatseinfliissen zu trennen. Man erhilt stets die ge-
samte Kraft, die fiir uns auch vollig ausreichend ist.
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4.6. Kraftberechnung

Vorteilhaft ist auf jeden Fall aber die Genauigkeit dieser Methode. Wir haben das Sze-
nario des freien Kanals aus dem vorigen Abschnitt mit unserem Programm rechnen
lassen. Die Werte von an den Wandknoten ergeben sich dabei lokal stets zu dem ana-
lytischen Wert von Fg = (—54,0)7. Dies geschieht unabhiingig von der Gitterweite h!
Auch wenn der freie Kanal natiirlich eine spezielle Situation darstellt, so kann mit den
konsistenten Kréften generell die komplette numerische Genauigkeit genutzt werden, die
der Finite-Element-Ansatz hergibt.
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5. Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel stellen wir die Ergebnisse der numerischen Simulationen vor. Zunéchst
betrachten wir einige allgemeine Vorgaben an unser Verfahren und gehen auf Teile des
Postprocessings ein. Anschlieend untersuchen wir als Testbeispiele die Stromung im
freien Kanal sowie den Kreiselfluss. Fiir diese Fille konnen wir die analytische Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen berechnen und wichtiger Teile des Losungsalgorithmus
iiberpriifen.

Auf Berechnungen zu dem bekannten Szenario der Nischenstrémung (”lid-driven cavi-
ty*) haben wir verzichtet. Dazu sind in [Weinzier]l 05] einige Beispiele aufgefiihrt. Dafiir
vergleichen wir unsere Ergebnisse fiir den Fall der Stufenstromung mit numerischen und
experimentellen Daten der Literatur.

Diverse Benchmark-Rechnungen fiir die Zylinderumstréomung ermoglichen uns schliellich
eine Validierung in Bezug auf unsere Kraftberechnung.

Die Berechnung von Strémungen um einfache bewegte Hindernisse wie die starre Fahne
sind zum Zeitpunkt der Abgabe dieser Arbeit leider noch nicht vollsténdig abgeschlossen.

5.1. Allgemeines

Wir mochten zunéchst einige grundlegende Bemerkungen zu den von uns durchgefiihr-
ten numerischen Berechnungen machen.

Unser explizites Zeitintegrationsverfahren iiber die Chorinsche Projektionsmethode be-
wirkt, dass aus Stabilitdtsgriinden die Beschrankung der Zeitschrittweite an die Gitter-
weite h gekoppelt ist. Wir verwenden keine variable Schrittweitensteuerung, niitzen aber
die in [Griebel et al. 95| dafiir vorgeschlagenen Bedingungen

2At 1 1\ !
m&XAt Au maxAt A; ].
< (gt ag) o lwdd<An nwlAt<dn (5)

wobei Az und Ay bei unserem Gitter identisch mit A sind. Wir konen die maximal auf-
tretenden Geschwindigkeiten bei den verschiedenen Stromungskonfigurationen in etwa
abschétzen. Zusétzlich beriicksichtigen wir auch einen Sicherheitsfaktor der Grofienord-
nung 0.5.

Als Abbruchkriterium fiir die iterative Druckberechnung aus Gleichungssystem (4.31)
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5. Numerische Ergebnisse

verwenden wir
|Ires®]|oe < eps||pf]]oo (5.2)

mit dem Druckresiduum res® des Iterationsschrittes k¥ und der Maximumsnorm ||.||s.
Zusétzlich kénnen wir die maximale Anzahl an Druckiterationen durch einen Parameter
K beschrinken: k£ < K. Typische Werte von K sind in unseren Rechnungen beispiels-
weise K = 100 oder K = 250. Die Toleranz eps ist normalerweise mit eps = 107°
vorgegeben.

In Bezug auf die Messung der Cache-Optimalitdt ist zu bemerken, dass wir sdmtliche
Ergebnisse dafiir aus Rechnungen auf eine Xeon-Clusters durchgefiihrt haben. Die einzel-
nen Knoten sind dabei Intel XEON Doppelprozessoren mit 2.4 GHz und 512 KB cache.
Mit dem Werkzeug perfex kann man explizit die auftretenden L2 cache misses messen.
Allerdings ist es nicht moglich, die so gewonnenen Daten in Bezug zu bestimmten Teilen
des Codes zu setzen.

Wir haben bisher darauf verzichtet, Messungen mit cachegrind durchzufiihren. Dieses
Tool simuliert die Speicherhierarchie und bewirkt damit eine Laufzeitverlangerung um
etwa den Faktor 50, was fiir unsere Gesamtlaufzeiten wesentlich zu hoch ist.

Fiir eine detaillierte Beschreibung der verschiedenen Messwerkzeuge verweisen wir auf
die Ausfiihrungen in [Giinther 04].

Leider war es nicht moglich, L2 Cache-Messungen fiir séimtliche numerischen Ergebnisse
zu erzielen, da uns nur wenige Prozessorknoten fiir beschrinkte Zeitrdume zur Verfiigung
standen. Wenn wir Messungen durchfiithren konnten, ergab sich fiir das Gesamtprogramm
stets eine cache hit-rate von 98,2 % oder besser.

Zur Visualisierung der Ergebnisse haben wir das Open Source Programmm OpenDX
verwendet (siche [OpenDX]). Leider ist es fiir unsere zellweise gegebenen Druckdaten
nicht moglich, Isobaren darzustellen. Das streamline-Modul fiir die Geschwindigkeiten
konnen wir zwar im Prinzip verwenden. Allerdings bedarf es eines grofien Rechenauf-
wandes und die daraus resultierenden Bilder waren oft wenig hilfreich. Daher werden
wir alle unsere Ergebnisse direkt in Druck und Geschwindigkeiten darstellen.

Aufgrund der vielen Zeitschritte, die wir bei den Berechnungen gerade auf den feinen
Gittern machen miissen, kénnen wir nicht in jedem Schritt die graphischen Daten spei-
chern. Dies wiirde eine enorme Menge an Daten bedeuten und auch die effektive Laufzeit
unseres Programms negativ beeinflussen. Wir schreiben unsere OpenDX-Dateien daher
typischerweise nur alle 500 bis 1000 Zeitschritte auf die Festplatte.

o4



5.2. Testbeispiel des freien Kanals

5.2. Testbeispiel des freien Kanals

Um das Verhalten unseres Programms in Bezug auf die Ausflussbedingung zu beobach-
ten, haben wir einige Testfille zusammengestellt.

Wir betrachten die Situation, die schon in Abbildung 2.2 dargestellt ist: Durch einen qua-
dratischen Ausschnitt eines Kanals stromt Fluid von links nach rechts. An den Wénden
gelten Nullrandbedingungen. Interessant ist vor allem das Verhalten am rechten Aus-
stromrand. Wir erwarten aufgrund der Viskositét des Fluids die Ausprigung einer typi-
schen parabolischen Rohrstromung nach Hagen-Poiseuille (vgl. z. B. [Laschka et al. 01]
oder [Batchelor 67]), soweit das bei dem relativ kurzen Kanalstiick moglich ist. Bei allen
Tests beniitzen wir eine relativ kleine Reynoldszahl Re = 1. Da wir stets eine konstante
Dichte p = 1, sowie L, = L = 1 verwenden, ist dies gleichbedeutend mit einer Viskositét

w=1.

Fiir verschiedene Gitterfeinheiten haben wir zwei unterschiedliche Geschwindigkeitsvor-
gaben am linken (Einstrom-) Rand beriicksichtigt. Im Fall A geben wir eine iiber die
Kanalhohe konstante Geschwindigkeitsverteilung vor. Dagegen verwenden wir im Fall B
ein parabolisches Profil u(y) mit integraler GroBe 1:

u(y) = —4hy®> + 4hy, h = g (5.3)
Die Hohe des Kanals in y-Richtung betragt 1. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist das Fluid aufler
am Einlass {iberall in Ruhe, und auch der Druck ist mit Null initialisiert. Physikalisch
gesehen prallt also ein Fluid in Bewegung auf ein solches im Ruhezustand.

Diese Unstetigkeit in der Randvorgabe der Geschwindigkeit, die ja einen Start mit einer
nicht divergenzfreien Initiallosung darstellt, hat zur Folge, dass unser Loser je nach
Feinheit des Gitters einige Zeitschritte berechnen muss, um die Divergenzfreiheit zu
erreichen. Dies ist gleichsam ein Hértetest fiir die Berechnung. Wir werden sehen, dass
unser Verfahren diese Anfangsschwierigkeit aufgrund der Terme —M,vy% und — M,y
in (4.31) meistert, wenngleich die Ergebnisse der ersten Rechenschritte dadurch keine
physikalisch aussagekréftigen Ergebnisse liefern. Das stort uns an dieser Stelle jedoch
nicht sehr, da wir lediglich am stationdren Endzustand interessiert sind.

Aus experimentellen Untersuchungen in der Fluidmechanik ist bekannt, dass aufgrund
der Viskositit des Fluids in einer laminaren inkompressiblen Rohrstrémung der Druck
linear mit der Lauflinge abfillt, wohingegen die Geschwindigkeit erhalten bleibt (siehe z.
B. [Laschka et al. 01]). Bevor wir die Ergebnisse der numerischen Tests angeben, wollen
wir noch kurz ansprechen, was aus Sicht der kontinuierlichen Gleichungen zu erwarten
ist.

Fiir den stationéren Fall einer kontinuierlichen parabolischen Geschwindigkeitsverteilung
ist die Kontigleichung (2.7) stets erfiillt:

Ju Ov
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5. Numerische Ergebnisse

AufBlerdem fallen einige Anteile in den Impulsgleichungen (2.24) weg. Die zeitliche Ablei-
tung der Geschwindigkeit wird aufgrund der Stationaritéit zu Null. Der konvektive Term
verschwindet, da die Ortsableitungen in z-Richtung (Geschwindigkeitserhalt in Lauf-
richtung) und die vertikale Komponente v den Wert 0 haben. Der y-Anteil des Laplace-
Operators A ergibt bei parabolischem Verlauf einen konstanten Term, der im Falle der
Modellierung via (5.3) —12 betrégt. Dies ist nach den Impulsgleichungen gleichzeitig der
Wert des Druckgradienten:

Vap \ _ [ Au) _ ([ —12

Vo ) Av ) 0 '
Mit Hilfe dieser kontinuierlichen Uberlegungen kénnen wir nun priifen, ob wir passen-
de Ausflussrandbedingungen gewéhlt haben. Gleichzeitig haben wir die Moglichkeit zu

testen, ob die Berechnung des diffusiven Terms unseres Verfahrens stimmt. Falsche Ska-
lierungseffekte etc. konnen wir damit rasch feststellen.

In Bezug auf die numerischen Werte fiir den Druck ist noch anzumerken, dass diese
natiirlich von der Wahl der Elemente abhéngen. Bei uns ist der Druck stets in der Mitte
einer Zelle diskretisiert, daher werden wir im Vergleich zur vollen Linge des Kanals
am Finlass und am Auslass je eine halbe Zellbreite verlieren. Dies werden wir bei den
nachfolgenden Vergleichsrechnungen stets berticksichtigen.

Fall A: Konstante Geschwindigkeitsverteilung am Einlass

Wir geben eine iiber den Einlass konstante Geschwindigkeit u(y) = % vor. Die verwen-
deten reguldren Gitter l6sen das Einheitsquadrat unterschiedlich fein auf. Dabei treten
zwischen 3 x 3 =9 und 81 x 81 = 6561 Zellen auf.

1) Gitter 3 x 3

Dieser erste recht einfache Testfall ermoglichte uns die direkte Kontrolle und Zu-
ordnung sémtlicher Werte des Programms ,,per Hand”. In Abbildung 5.1 ist der
Druck und die Geschwindigkeit nach 3 Zeitschritten der Lange 7 = 0.1 angegeben.
Wir erkennen klar den linearen Druckabfall auf den (vorgegebenen) Randwert 0.
Der Wert in der Einlaufzelle betrigt exakt pinee = 8, was mit den obigen Uber-
legungen schén iibereinstimmt: Wir erwarten den Wert 12(1 — 2) = 8 in den
linken Zellen. Der Wert 2/6 entspricht hier gerade zweimal der halben Gitterweite
h/2 = 1/6. Die Geschwindigkeiten werden vom Einlass gleichsam durchgereicht
und bleiben erhalten, was wiederum einem Parabelprofil am Auslass entspricht.
Im Gegensatz zu feineren Gittern stellt sich hier bereits nach wenigen Zeitschrit-
ten ein stationdrer Zustand ein. Auf diesem groben Level kann das Programm die
Unstetigkeiten am Einlauf sehr schnell durch das Gebiet bewegen und die Diver-
genzfreiheit herstellen.
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Velocity field ot timestep 3

‘\H\‘HH‘\H\‘HH‘\H\‘HH‘\\H‘HH‘HH‘HH‘HH

&
=01 [OTTT

F-zzzure 17 timestsp 2

(a) Druck p (b) Geschwindigkeiten u, v

Abbildung 5.1.: 3 x 3-Gitter im Fall A: 5.1(a) Druckverlauf, 5.1(b) Geschwindikeitsver-
lauf nach dem dritten Zeitschritt.

2.) Gitter 9 x 9

Fiir feinere Gitterlevel muss zuerst eine gewisse Zeit gerechnet werden, bevor der
stationére Zustand erreicht ist, da wir eine unstetige und global nicht divergenzfreie
Initialgeschwindigkeit vorgegeben haben. Daher haben wir in der Abbildung 5.2
beispielhaft die Ergebnisse nach dem 38. Schritt der Lange 7 = 0.005 aufgefiihrt.
Dass die Zeitschrittweite nun geringer ist als beim 3 x 3-Gitter, liegt natiirlich
an unserem expliziten Verfahren, was 7 aus Stabilitdtsgriinden an die Gitterweite
koppelt.

Am Einlauf treten aufgrund der konstanten Geschwindigkeit {iber den Rand nun
Drucksingularitidten auf, die man in 5.2(a) gut erkennen kann. Die an den horizon-
talen Wénden festen Fluidteilchen drangen die neu anstromenden mehr zur Mitte
und bewirken so einen vertikalen parabolischen Verlauf von v am Ausfluss.

Der zunéchst unphysikalisch hohe Eingangsdruck wird vom Loser erzeugt, um die
bisher im Fluidinneren noch nicht vorhandenen Geschwindigkeiten quasi durch den
Kanal hindurchzureichen. Mit der Laufzeit stabilisieren sich diese Werte nach und
nach auf einem verniinftigen Niveau, das am Ende dem stationédren Druckverlauf
entspricht.

Der Druck ist aulerhalb der Singularitétsbereiche wieder linear geschichtet und
hat im Schritt 38 mit pipjet, mitte = 10.27 fast den Wert, den man aufgrund der
bereits oben erwihnten Uberlegungen mit der halbverschobenen Position zu 10.66
erwartet. Den Einfluss der Randsingularitdten auf den Einlaufdruck werden wir
bei feineren Gittern noch genauer beobachten kénnen.
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Velocity field at timestep 38

Frassure at timzsstep a8

=0 ITTT

(a) (b)

Abbildung 5.2.: 9 x 9-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem

3.)

38. Zeitschritt.

Gitter 27 x 27

Hier ist die Situation dhnlich wie beim 9 x 9-Gitter. Erneut wihlen wir eine kleinere
Schrittweite 7 = 0.0001, das Programm braucht also noch etwas mehr Zeitschritte
fiir den stationdren Zustand. Deshalb vergleichen wir nun den frithen Zeitschritt
10 mit dem Schritt 1000. Wir beobachten bei konstantem Einfluss u(y) = 3 wieder
das Ausbilden der Ecksingularitédten des Drucks, die in Richtung des Fluidinneren

abklingen, wie man aus den Abbildungen 5.3(a) und 5.4(a) erkennen kann.

Der Druck verhalt sich hier im ersten Drittel eindeutig nicht so linear, wie man es
aufgrund den analytischen Uberlegungen erwarten wiirde. Diese gehen aber auch
von einer echten quadratischen Rohrstréomung aus, so dass dieses Ergebnis sinnvoll
ist. Wir erhalten im Zeitschritten 1000 einen Einflasswert des Drucks pinet, Mitte
von 10.15, im Gegensatz zum analytischen Wert 12 (1 — 55) = 11.55.

Am Ausfluss bemerken wir wieder die erwiinschte Ausbildung eines Parabelprofils
fiir die Geschwindigkeit.

Gitter 81 x 81

Dieses Gitter stellt das feinste unter den fiir dieses Beispiel betrachteten Levels
dar. Die Zeitschrittweite betrdgt mit 7 = 0.00005 nun die Hélfte des 27er Gitters.
Viele Aussagen lassen sich vom 27 x 27-Gitter iibertragen.

Wir verzichten auf eine Darstellung der Ergebnisse fiir Druck und Geschwindigkeit
zu einem frithen Zeitschritt, da dies keine neuen Erkenntnisse bringt. Stattdessen
sind in Abbildung 5.5 diese Daten zum Zeitschritt 1000 visualisiert.

Der Druck hat nun am Einlauf den Wert pipet, mitte = 10.297, der sich wieder
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Velocity field at timestep 10

= & - 23 i x s & % e 4 < e

Abbildung 5.3.: 27 x 27-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
10. Zeitschritt.

unterscheidet von dem analytischen Wert 11.851. Deutlich sieht man wieder den
Bereich des Druckverlaufes, der durch die Singularitdten gestort wird. Wo der
Einfluss der Singularitdten schwach ist, bildet sich das lineare Druckprofil aus, was
man bei Detailbetrachtung erkennt. Das Druckmaximum der Singularitit liegt
nun mit ca. 213.7 um etwa den Faktor 3 hoher als beim 27er Gitter (73.5), da
wir aufgrund Gitterverfeinerung niaher an die wirkliche Position der Singularitét
(Ecke) heranriicken.

Wie bei den groberen Gitterlevel ergibt sich eine parabolische Geschwindigkeit am
Auslass.
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Velocity field at timestep 1000
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Abbildung 5.4.: 27 x 27-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
Zeitschritt 1000.

Velocity field at timestep 2000
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Abbildung 5.5.: 81 x 81-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
Zeitschritt 1000.
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Fall B: Parabolische Geschwindigkeitsverteilung am Einlass

Der grundlegende Unterschied bei der quadratischen Einlaufgeschwindigkeit ist das Feh-
len der Drucksingularitéiten in den Ecken. Wir erwarten deshalb generell eine schone
lineare Druckschichtung und Druckeinlaufwerte nahe an den Werten der analytischen
Uberlegung.

Die unterschiedlichen Feinheitsstufen der Gitter sind wie in Fall A zwischen 3 und 81
Zellen pro Kante gewéhlt. Auch die Zeitschrittweiten sind jetzt jeweils identisch zu den
Berechnungen des Falls A.

1.) Gitter 3 x 3

Auf diesem groben Gitterlevel ist fiir das Programm kein Unterschied zwischen
konstanter und parabolischer Geschwindigkeit zu erkennen. Die einzigen beiden
Geschwindigkeitsfreiheitsgrade des Parabelprofils am Einlauf haben den gleichen
Wert 4/3. Daher erhalten wir natiirlich dieselben numerischen Ergebnisse wie im
Fall A (vgl. Abbildung 5.1).

2.) Gitter 9 x 9

Velocity field at timestep 20
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(a) Druck p (b) Geschwindigkeiten u, v

Abbildung 5.6.: 9 x 9-Gitter im Fall B: Druck- und Geschwindikeitsverlauf nach Zeit-
schritt 20.

In Abbildung 5.6 sind die Ergebnisse fiir das 9 x 9-Gitter nach dem Zeitschritt 20
dargestellt. Wir erkennen die Auspragung des Parabelprofils auch am Auslass und
die lineare Druckschichtung.

Der Druckwert piyet = 10.667 am Einlauf entspricht genau dem erwarteten Wert

von 12(1 — ) = 10.6.
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5. Numerische Ergebnisse

Velocity field at timestep 1000
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Abbildung 5.7.: 27 x 27-Gitter im Fall B: Druck- und Geschwindikeitsverlauf nach Zeit-

3.)

schritt 1000.

Gitter 27 x 27

Wir betrachten die néchste Verfeinerungsstufe eines Gitter mit 27 x 27 Zellen. Die
Visualisierung der Ergebnisse fiir Druck und Geschwindigkeit des Zeitschritts 1000
finden sich in Abbildung 5.7. Wieder stellt sich der lineare Druckverlauf und das
Parabelprofil wie erwartet ein.

Am Einlauf erhalten wir einen Druck pi,¢ = 11.5566, der wieder sehr genau an
dem zu erwartenden Wert von 11.55 liegt.

Gitter 81 x 81

Die Ergebnisse des feinsten Gitters mit 81 x 81 Zellen zum Zeitschritt 1000 finden
sich in Abbildung 5.8. Das Parabelprofil bildet sich am Auslass wie erwartet aus,
und auch der Druck ist wieder linear geschichtet.

Der numerische Wert des Druckes am Einlass betrigt piue: = 11.94. Dies passt
schén zum analytischen Wert von 11.935.

Als Fazit der Betrachtungen der Fille A und B lésst sich festhalten, dass die Druck- und
Geschwindigkeitswerte mit parabolischer Einlaufgeschwindigkeit keine Stérungen durch
Singularitdten und dazugehorige Abklinggebiete enthalten. Daher werden wir bei allen
spateren Kanalrechnungen als Einlaufbedingungen stets parabolische statt konstante
Werte wéhlen.

Abschlielend wollen wir noch erwéhnen, dass wir der Vollsténdigkeit halber fiir simtliche
Gitterweiten auch einen entsprechende Tests fiir die Vorgabe von divergenzfreien Initi-
albedingungen (parabolisches Geschwindigkeitsfeld auf gesamten Rechengebiet) durch-
gefiihrt haben. Alle diese Tests haben qualitativ und quantitativ die gleichen Ergebnisse
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Velocity field at timestep 1000
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Abbildung 5.8.: 81 x 81-Gitter im Fall B: Druck- und Geschwindikeitsverlauf nach Zeit-
schritt 1000.

wie die nicht divergenzfreien parabolischen Startgeschwindigkeiten ergeben. Einzig die
Berechnung bedurfte weniger Zeitschritte, da die Startlosung der Geschwindigkeit ja
bereits korrekt vorlag und nur der Druck noch den passenden Wert annehmen musste.

Natiirlich haben wir auch eine alternative Steuerung implementiert, die die Einlaufge-
schwindigkeit innerhalb einer vorgegebenen Zeitspanne linear auf den endgiiltig vorge-
sehenen Wert hochfiahrt. Diese Steuerung liefert dieselben Ergebnisse und erweist sich
bei Problemen mit vielen Freiheitsgraden als sinnvoll, da die Rechenzeit etwas geringer
wird.
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5. Numerische Ergebnisse

5.3. Testbeispiel des Kreiselflusses

Einen weiteren einfachen Testfall bietet eine zweidimensionale Kreiselstromung. Die Ge-
schwindigkeiten der Strémung verhalten sich dabei dhnlich wie auf einem rotierenden
Festkorper; sie hdngen also lediglich vom Abstand zum Drehzentrum ab:

u = Yy
—XT.

~~
ot o

Damit ergibt sich eine Strémung, die die Kontinuitétsgleichung erfiillt

ou Ov
ox + oy +
Die Impulsgleichungen
1
0= aa—ltl—l—(u-V)u—yAu—ir;Vp

lauten mit (5.4) und (5.5) fiir p =1

o) = (0)+CERE)-(0)- (%) - (Z) (%)
= + v v | v + = + :
( 0 ) ( 0 ) ( u% +Ug—y 0 Vyp —y Vyp
Der Druckgradient ist so an jeder Position unabhéngig von der Viskositdt v festgelegt
und es ergibt sich ein Druck, der bis auf eine Konstante ¢ bestimmt ist:

Vep=1 _1 2 2
Vypzy} p—z(x +y)+c. (5.6)

Wir wihlen im Folgenden stets ¢ = 0, starten also mit einem Druck p = 0 im Drehmit-
telpunkt.

Nun wollen wir vergleichen, was unser numerischer Loser fiir dieses Szenario liefert.
Wir wihlen dazu als Grundgebiet 2 das Einheitsquadrat [0; 1] in zwei Auflésungsstufen.
Die Geschwindigkeiten sind tangential und normal zum Rand durch dessen Koordinaten
festgelegt. Auch im Inneren des Gebietes geben wir in der Initialisierung schon die richti-
gen Geschwindigkeiten vor, damit der Loser lediglich noch den Druck passend einstellen
muss. Damit sparen wir ein zeitliches Rechnen, das im selben (stationéren) Zustand
angelangen muss.

Als Referenzwert fiir den Druck wollen wir stets die rechte obere Ecke des Einheitsqua-
drates betrachten. Bei der Herleitung von Gleichung (5.6) sind wir von einem Koordina-
tenursprung im Drehzentrum ausgegangen. Deswegen miissen wir beim Einheitsquadrat
alle Koordinaten auf diese Position referenzieren.
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5.3. Testbeispiel des Kreiselflusses

Velocity field at timestep 5
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Abbildung 5.9.: Kreiselfluss auf Q = [0; 1]%: 9 x 9-Gitter.

e 9 x 9 Zellen

Da bei unserer Diskretisierung der Druck in der Mitte jeder Zelle sitzt, miissen wir
auch diese Position als Referenz bei den analytischen Werten verwenden. Somit
ergibt sich

1

x = y= @5—579 = 04 (5.7)

und damit iiber (5.6) ein Druck von p = 0.1975.

Die numerischen Ergebnisse sind in Abbildung (5.9) dargestellt. Sie zeigen, dass
mit dem Eckendruck von pr = 0.1360 und einem Referenzwert von ¢y = pz =
—0.0615 im Drehzentrum insgesamt genau p = pg — pz = 0.1975 erreicht wird.
Auflerdem sieht man sehr schon die Symmetrie der Losung.

27 x 27 Zellen

Als Referenzposition fiir die rechte obere Ecke miissen wir wieder die lokale Git-
terweite mit beriicksichtigen:

1
= y= (05———) = 04814 . .
r =y (05 2.27) 0.48 (5.8)

Wir erhalten mit (5.6) also einen Druck von p = 0.2317.

Abbildung (5.10) visualisiert die numerischen Ergebnisse. Erneut zeigt sich, dass
mit einem Eckendruck von pr = 0.1554 und einem Referenzwert von ¢, = pz =
—0.0763 im Drehzentrum insgesamt genau p = pp — pz = 0.2317 erreicht wird.

Generell ist noch anzumerken, dass in diesem Beispiel der diffusive Term keinen Einfluss
auf die Stromungsverhéltnisse hat. Der Konvektionsteil liefert als einzigen Nicht-Null-
Beitrag Krifte normal zur Stromungsrichtung. Wir kénnen mit diesem Testbeispiel also
nur priifen, ob unser Konvektionsterm des Algorithmus in normaler Richtung stimmt
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5. Numerische Ergebnisse

Velocity fleld at timestep 1
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Abbildung 5.10.: Kreiselfluss auf = [0; 1]%: 27 x 27-Gitter.

und ob die Skalierung generell die richtige Gréfienordnung besitzt (und nicht beispiels-
weise ein Faktor h falsch gesetzt ist). Tatséchlich erhdlt man obige Ergebnisse auch mit
einem Konvektionsterm, der mit einer Indexvertauschung in der Herleitung berechnet
und implementiert wurde und aufgrund der Symmetrien in unserem Testfall nicht zu
erkennen ist.
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5.4. Stufenstromung

5.4. Stufenstromung

Die Stufenstréomung bzw. ”backward-facing step“-Stromung stellt ein interessantes Bei-
spiel dar, da uns hierfiir einige experimentelle und numerische Vergleichsdaten zur Ver-
fiigung stehen.

Bei diesem Beispiel stromt Fluid von links nach rechts durch einen Kanal, der sich bald in
Stromungsrichtung nach unten weitet und so eine Stufe erzeugt. Nach [Wall 99] verhalten
sich Stromungen fiir Reynoldszahlen kleiner als 1200 laminar. Nach einem Ubergangs-
bereich 1200 < Re < 6600 schlégt das Verhalten in Turbulenz um. Daher haben wir mit
Re = 100, 250, 500, 830 Szenarien gewahlt, die noch eindeutig laminar sind.

— l=2s=% —+
— T3 —
| /|

|
; +— To — ,
T +— 1 —+ H:2_7
_ 1
+ L=1 .

Abbildung 5.11.: Geometrie der ” backward-facing step*“-Strémung mit Definition der re-
levanten Vergleichsgréfien.

In Abbildung (5.11) ist die Geometrie dieser Stromungskonfiguration dargestellt. Auf-
grund unseres speziellen quadratischen Gitters haben wir Probleme, das bei [Wall 99
und [Armaly et al. 83] beschriebene Verhéltnis von Einstrémkanalhohe/Stufenhohe ex-
akt gleich 5.2/4.9 zu wahlen. Dazu kommt noch die Tatsache, dass wir Geometriebe-
randungen nur auf Kanten des grébsten betrachteten Gitters legen kénnen, wenn wir
sicherstellen wollen, dass wir bei Gitterverfeinerung noch dieselbe Geometrie rechnen.
Daher haben wir fiir unsere Simulationen ein Verhéltnis (H — s)/s = 1 gewé&hlt, wie es
auch bei [Griebel et al. 95] verwendet wird.

Neben der Geometriebeschreibung finden sich in Abbildung (5.11) auch die Definitio-
nen der Vergleichsgréflen zy, xo und z3. Diese sogenannten ”Reattachment“-Lingen
ermoglichen uns zusammen mit der Stufenhohe s einen quantitativen Vergleich mit den
Ergebnissen der gerade zitierten Literatur.

Bei der Ermittlung der Reynolszahl verwenden wir wie [Armaly et al. 83] und [Wall 99
als charakteristische Linge L., den hydraulischen Durchmesser (doppelte Einstromhéhe
2(H — s) = 2/27) und als charakteristische Geschwindigkeit die mittlere Einstromge-
schwindigkeit U, = u;, = 1 der parabolischen Einlaufvorgabe.

Wir haben fiir alle Reynoldszahlen je zwei Simulation mit unterschiedlich feinen re-
guldren Gittern aufgefithrt. Das grobere der beiden Gitter wird im Folgenden als 243-
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5. Numerische Ergebnisse

Gitter bezeichnet. Es besitzt 3° = 243 Zellen auf die Gesamtlinge L = 1 und damit
insgesamt 4212 Elemente. Dagegen hat das feinere 729-Gitter 37908 innere Zellen. Im
Vergleich dazu rechnet [Wall 99] beispielsweise mit 7128 Elementen, die allerdings den
Stromungsverhéltnissen etwas angepasst sind.

Bevor wir die Ergenisse unserer Simulationsléufe fiir die verschiedenen Reynoldszahlen
auflisten, wollen wir noch kurz ansprechen, dass es bei der Ermittlung und dem Vergleich
der Reattachement-Léangen zwei Schwierigkeiten gibt. Einerseits haben wir gerade auf
dem groben 243-Gitter einen gewissen Spielraum bei der Léngenmessung. Wir haben
versucht, hierbei moglichst objektiv und einheitlich vorzugehen. Andererseits haben wir
als Vergleichswerte in Bezug auf [Armaly et al. 83| nur die dort aufgefiihrten Diagramme
zur Verfiigung. Das Ablesen der Werte ist nicht immer ganz einfach und sicher auch nicht
immer sehr exakt.

Ergebnisse auf dem 243-Gitter

Hinter der Stufe entsteht durch das dariiberstromende Fluid ein Wirbel, der bei zu-
nehmender Reynoldszahl gréfler wird. Ab einem Wert von Re ~ 500 zieht die sinkende
Viskositét die Stromung im Nachlauf des Wirbels nach unten und erzeugt so einen wei-
teren Wirbel an der Oberseite des Kanals.

Tabelle 5.1.: Uberblick: Reattachment-Langen z; zu Stufenhdhe s.

243- | [Griebel et al. 95] | [Wall 99] | [Armaly et al. 83] | [Armaly et al. 83]
Gitter (num.) (num.) (experimentell ) (num.)
Re=100
ofs | 2.94 3.8 2.9 3.0 2.9
Re=250
x1/s 5.83 5.8 - 5.6 5.65
Re=500
x1/s 7.2 8.3 - 10.0 8.8
zafs | 6.6 9.1 ; 4.1 3.8
wafs | 5.8 6.2 . 7.5 6.9
Re=830
x1/s 9.0 - 11.9 14.0 7.6
wofs | 7.6 ; 10.3 8.6 6.2
x3/s 10.7 - 9.9 11.4 5.3

In Tabelle 5.1 haben wir die von uns gemessenen Reattachment-Langen x; im Verhéltnis
zur Stufenhohe s aufgelistet. Dort findet man auch die jeweiligen Vergleichswerte aus
[Griebel et al. 95], [Wall 99] und [Armaly et al. 83].

Die relativ groBen Diskrepanzen zwischen experimentellen Daten aus [Armaly et al. 83]
und allen numerischen Simulationen ab einer Reynoldszahl von 500 erkléren sich aus der
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5.4. Stufenstromung

Tatsache, dass im Experiment dreidimensionale Effekte auftreten, die man mit einem
zweidimensionalen Modell natiirlich nicht erfassen kann. Auflerdem vernachléssigen alle

numerischen Berechnungen den wenn auch geringen Einfluss des Eigengewichtes des
Fluids.

2 T

Abbildung 5.12.: Stufenstromung: Geschwindigkeiten und Druck fiir Re = 830 (links)
und Re = 100 (rechts). Die Bilder fiir das 243-Gitter sind jeweils zwei-
fach iiberhoht dargestellt.

Weiterhin haben wir in Abbildung 5.12 beispielhaft Druck- und Geschwindigkeitswerte
fiir die Félle Re = 100 und Re = 830 visualisiert. Dabei ist zu beachten, dass der
dargestellte Bereich zweifach iiberhoht ist und zudem nicht die tatsdchliche Lange L
des Kanals zeigt, sondern nur 0.75 - L. Man erkennt auf den beiden unteren Bildern die
Drucksingularititen an der Stufenecke.

Um die Wirbel zu erkennen, sind die Uberblicksdarstellungen in 5.12 allerdings zu klein.
Wir haben deshalb die interessanten Bereiche fiir Re = 100 in Abbildung 5.13(a) bzw.
fiir Re = 830 in Abbildung 5.13(b) noch einmal vergrofert dargestellt. In den Bildern ist
die Geschwindigkeit in Form von Nadeln visualisiert, deren Lénge und Farbe den Betrag
am jeweiligen Punkt beschreiben.

Fiir den Fall Re = 100 haben wir die Berechnung mit Cache-Messungen durchfiithren
konnen. Der Wert der L2-cache misses liegt fiir den gesamten Programmlauf bei 1.31%,
was gleichbedeutend ist mit einer cache hit rate von 98.69%.
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5. Numerische Ergebnisse

Velocity fleld at timestep 10000
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Abbildung 5.13.: Wirbel im Nachlauf der Stufe fiir Re = 100 und Re = 830.
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Ergebnisse auf dem 729-Gitter

Tabelle 5.2.: Stufenstromung auf 729-Gitter: z;/s fir 100 < Re < 830

| | Re = 100 | Re = 250 | Re = 500 | Re = 830 |

x1/s 3.05 5.79 8.10 8.75
To/s - - 7.31 10.37
x3/s - - 6.62 7.01

Wir betrachten nun knapp die Ergebnisse fiir dieselben Szenarien wie oben, allerdings
auf einem einmal mehr verfeinerten Gitter. Natiirlich verhélt sich die Strémung mit
einem bzw. zwei Wirbeln im Nachlauf analog zum groben Gitter.

In Tabelle 5.2 haben wir die Verhéltnisse von Reattachement-Léngen z; zu Stufenhche
s dargestellt. Erneut stellt man fiir die eher kleineren Reynoldszahlen 100 und 250 eine
recht gute Ubereinstimmung mit den experimentellen und numerischen Daten fest (vgl.
Tabelle 5.1).

Abbildung 5.14.: Stufenstromung: Geschwindigkeiten und Druck fiir Re=830 (links) und
Re=100 (rechts). Die Bilder fiir das 729-Gitter sind jeweils zweifach
iiberhoht dargestellt.

Auch die Visualisierung fiir Druck und Geschwindigkeit in den beiden Féllen Re = 100
und Re = 830 in Abbildung 5.14 zeigt das vom groben Gitter bekannte Bild.

Den ersten Nachlaufwirbel haben wir fiir das feine Gitter in Abbildung 5.15(a) und
5.15(b) vergroflert visualisiert.
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(b) Re = 830

Abbildung 5.15.: Wirbel im Nachlauf der Stufe fiir Re = 100 und Re = 830 auf dem
729-Gitter.
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5.5. Zylinderumstromung

Die stationéire bzw. zeitabhingige Umstromung eines Zylinders ist das ,klassische” Bei-
spiel einer inkompressiblen zweidimensionalen Strémung. Neben vielen experimentellen
Daten gibt es eine ganze Menge an Literatur zur numerischen Simulation dieses Szenari-
os. Die Berechnungen des DFG-Benchmark [Turek et al. 97] zeigen aber auch, dass diese
Stromungskonfiguration nach wie vor einen Hértetest fiir Navier-Stokes-Loser darstellt.

Nach [Wall 99] werden bei der Zylinderumstromung folgende charakteristische Stromungs-
bereiche unterschieden:

stationédre Umstromung Re < 49

laminare Wirbelablosung 49 < Re < 140 — 190
Ubergang zu 3D-Wirbelbildung 190 < Re < 260
Ubergang zu turbulenter Ablosung 260 < Re

Interessant ist vor allem das Phdnomen der laminaren Wirbelablosung, das auch als
Karmansche Wirbelstrale bekannt ist. Dabei bewirkt eine Instabilitdt der laminaren
Stromung ein Ablosen der beiden gegengleichen Wirbel im Nachlauf des Zylinders. Mit
einer gewissen Frequenz schwingen die Nachlaufwirbel dann abwechselnd und 16sen ab.

Wir haben im Folgenden numerische Beispiele aus den beiden Bereichen gewéhlt, die
eine rein zweidimensionale Charakteristik aufweisen: die stationére Zylinderumstromung
bei Re = 20 und Re = 40 sowie die laminare Wirbelablosung bei Re = 100. Fiir diese
Reynoldszahlen haben wird ein Reihe numerischer Vergleichswerte aus [Griebel et al. 95],
[Turek 98] und [Wall 99] zur Verfiigung.

+— cc, —+

cey =

Abbildung 5.16.: Geometrie der Zylinderumstromung. Der Zylinder mit Zentrum in
(ccy, ccy) = (0.0555,0.0535) besitzt den Durchmesser d = 0.025.

In Abbildung 5.16 sind geometrischen Daten fiir die folgenden Stromungsberechnungen
dargestellt. Diese Wahl der Geometrie entspricht bis auf eine geringfiigig grofere Ka-
nallinge genau den Vorgaben aus [Griebel et al. 95] und [Turek et al. 97]. In [Wall 99|
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wird bei Re = 40 dagegen ein Zylinder im freien Fluid betrachtet, so dass gewisse Un-
terschiede in den Vergleichsrechnungen zu erwarten sind.

Wir haben die jeweiligen Vergleichsfille fiir zwei Gitterfeinheiten berechnet. Das grébere
243-Gitter besitzt 4374 Zellen im Stromungsgebiet, wohingegen das feinere 729-Gitter
mit 39366 Zellen aufgelost ist. Damit liegen wir in Bezug auf die Anzahl der Elemente
auf dem 243-Gitter im Vergleich zu [Turek 98] zwischen den Levels 3 und 4 und auf
dem 729-Gitter zwischen den Levels 5 und 6. [Turek 98] weist darauf hin, dass fur gute
qualitative Ergebnisse mindestens ca. 8000 Zellen notwendig sind. Mochte man auch
quantitativ aussagekriftige Daten erhalten, so bedarf es 30000 Zellen oder mehr.

Aufgrund unserer verédnderten Geometriedaten gegeniiber [Griebel et al. 95], [Wall 99
und [Turek et al. 97] haben wir natiirlich eine eine andere charakteristische Lénge L., =
d = 0.025. Wir haben fiir alle folgenden Simulationen ein linear anwachsendes paraboli-
sches Einlaufprofil iiber die Kanalhohe vorgegeben. Ferner hat die Dichte stets den Wert
p=1.0.

5.5.1. Stationarer Stromungszustand
Re = 20

Dieses Beispiel entspricht genau dem stationdren 2D-Testfall aus [Turek et al. 97]. Die
hierbei relevanten Vergleichsdaten sind: Léange der Rezirkulationszone L, im Nachlauf
des Zylinders, Druckdifferenz Ap zwischen Staupunkt vorne am Zylinder und dem ge-
geniiberliegenden Punkt auf der Zylinderriickseite, sowie die Druckbeiwerte

2F, 2F,

-2 ’ -2

‘‘‘‘‘
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Abbildung 5.17.: Zylinderumstrémung bei Re = 20: Widerstands- (links) und Auftriebs-
beiwert (rechts).

Fiir unsere Wahl der Stromungskonfiguration bedeutet dies, dass wir die Kraftwerte des
Programms jeweils mit einem Faktor 80 gewichten miissen, um die Druckbeiwerte zu
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Abbildung 5.18.: Zylinderumstromung bei Re = 20: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessen Nachlaufzone (c). Hier ist
auch der echte Zylinder und das daraus vom Programm ermittelte Hin-
dernis visualisiert.

erhalten. Die charakteristische Lénge L., = d = 0.025 ist bei uns genau vier mal kleiner
als in [Turek et al. 97]. Diesen Geometriefaktor G = 4 miissen wir bei Léngenangaben
stets bertiicksichtigen.

In Abbildung 5.18 haben wir Stromungsverhéltnisse im stationdren Zustand fiir das
243-Gitter dargestellt. Das Ablesen der Rezirkulationslédnge ist auf diesem eher gro-
ben Gitter mit Schrittweite h = 1/243 natiirlich nicht ganz eindeutig. Wir messen
L, = 5h = 0.0205, was mit dem oben erwdhnten Geometriefaktor G zu GL, ~ 0.0823
wird. Im Vergleich dazu wird in [Turek et al. 97] ein Bereich von 0.0842 bis 0.0852 an-
gegeben.

In Bezug auf die Druckdifferenz Ap direkt vor und hinter dem Zylinder verwenden wir
gemittelte Vergleichswerte wie in (4.35). Damit erhalten wir einen Wert von Ap = 2.28,
der im Vergleich zum Referenzwert 0.117 wesentlich zu hoch ist.

Eine Visualierung der Druckbeiwerte findet sich in Abbildung 5.17. Wir beobachten
einen Einschwingvorgang aufgrund des Erreichens des vollen Parabelprofils erst nach
T = 0.1 und aufgrund der relativ engen Vorgabe von K = 100 in Bezug auf die maximal
erlaubte Anzahl von Druckiterationen. Danach stabilisieren sich Widerstands- und Auf-
triebsbeiwert im stationédren Zustand bei ¢, = 4.728 bzw. ¢; = 0.025. Die Vergleichswerte
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5. Numerische Ergebnisse

aus [Turek et al. 97] betragen ¢; = 5.580 und ¢; = 0.0107.

Wir wollen abschlieBend die Ergebnisse der selben Konfiguration auf dem feinen 729-
Gitter darstellen.

Bei der Kraftberechnung konnten wir einen kleinen aber wirkungsvollen Programmier-
fehler leider erst knapp vor der Fertigstellung dieser Arbeit eliminieren. Dieser Fehler
betrifft lediglich das korrekte Aufsammeln der Kraftanteile in y-Richtung. Fiir die Simu-
lationen auf den groben Gittern stellt das kein Problem dar, wir konnten die Berechnun-
gen einfach wiederholen. In Bezug auf die feinen 729-Gitter sind die Ersatz-Simulationen
aufgrund der langen Laufzeit derzeit noch nicht abgeschlossen.

Deshalb konnen wir alle Vergleichsdaten bis auf die korrekten Auftriebsbeiwert ¢; dar-
stellen. Insbesondere sind bei dem festen Hindernis die Stromungsverhéltnisse durch
Fehler in der Kraft natiirlich nicht betroffen, so dass die Visualisierungen stimmen.

)

Lol bin el baa b bea b b b b b b i e | Ll

(a) (b)

fines tep! 200000

Abbildung 5.19.: Zylinderumstrémung bei Re = 20: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessen Nachlaufzone (¢) auf dem
729-Gitter.

In Abbildung 5.19 sind die Ergebnisse des feinen Gitters dargestellt. Wir haben die
Nachlaufzone diesmal mit Geschwindigkeitspfeilen visualisiert, damit man das Hindernis
gut identifizieren kann.

Wir messen eine Nachlauflinge von L, = 17h, was mit dem Geometrieskalierungsfaktor
G = 4 einen Wert von 0.0932 liefert. Die Druckdifferenz ergibt mit Ap = 2.62 wie
beim groben Gitter einen hoheren Wert als in [Turek et al. 97]. Der Widerstandsbeiwert
cqg = 5.317 liegt auf dem feinen Gitter nun ndher am Vergleichswert 5.58.
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5.5. Zylinderumstromung

Alle Ergebnisse sind im Uberblick in Tabelle 5.3 nochmals den Werten des DFG-Bench-
marks gegeniibergestellt.

Tabelle 5.3.: Zylinderumstréomung bei Re = 20: Uberblick der Referenzwerte.

| [ Lo [ ca [ a [ &p |
243-Gitter || 0.0823 | 4.728 | 0.025 | 2.29
720-Gitter | 0.0932 | 5317 | - | 262

[Turek et al. 97] || 0.0847 | 5.580 | 0.0107 | 0.117

Im Anhang B ist mit B.1 eine Abbildung des stationéiren Stromungszustandes fiir Re
= 26 enthalten, die aus experimentellen Untersuchungen entstand und in [Van Dyke 82]
zu finden ist. Man erkennt dort schon die beiden gegenldufigen Nachlaufwirbel, die wir
auch in unserer Simulation erhalten haben.

Re = 40

Die stationdre Zylinderumstromung bei einer Reynoldszahl von 40 wird in [Wall 99
beschrieben. Leider werden dort als Referenzwerte nur das Verhéltnis von Rezirkula-
tionsldnge zu Zylinderradius 2L, /d und der Winkel @ des Ablésepunktes am Zylinder
angegeben. Die Druckdifferenz Ap ldsst sich aus dem dort angegebenen Druckverlauf zu
Ap = 0.95 bestimmen.

Den Winkel a konnen wir auf dem groben 243-Gitter nicht wirklich messen und selbst
beim feinen Gitter ist das nicht sehr genau. Daher beschréinken wir uns auf einen Ver-
gleich von 2L, /d.

Die Ergebnisse unserer Simulation sind in Abbildung 5.20 dargestellt. Wie erwartet wird
die Nachlaufzone aufgrund der héheren Reynoldszahl im Vergleich zum vorhergehenden
Beispiel mit Re = 20 nun lénger.

Wir ermitteln aus Abbildung 5.20(c) ein Verhéltnis 2L, /d =~ 3.52. Dagegen gibt Wall
einen Wert von 4.27 an. In Bezug auf den Druckunterschied erreichen wir mit Ap = 1.99
wieder einen erheblich héheren Wert als die Referenz.

Bevor zu den Ergebnissen des feineren 729-Gitters kommen, geben wir noch die Druck-
beiwerte im stationdren Endzustand unserer Rechnung an:

cqg = 3.409, ¢ = —-0.014.

Auf dem 729-Gitter finden wir das oben beschriebene Verhalten bestétigt. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 5.21 zusammengefasst.

Der Druckunterschied Ap ist dhnlich zum groben Gitter mit Ap = 2.33 wieder relativ
hoch. Dagegen ist das Verhéltnis von Rezirkulationsldnge zu Zylinderradius 2L, /d =
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Abbildung 5.20.: Zylinderumstromung bei Re = 40: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessen Nachlaufzone (c).

4.279 jetzt praktisch identisch mit dem in [Wall 99] angegebenen Wert von 4.27. Fiir
den Widerstandsbeiwert erhalten wir ¢; = 3.88. Der Winkel o zwischen z-Achse mit
Zentrum im Zylinderzentrum und der Position der Ablésung der Nachlaufwirbel betrigt
etwa 48°.

Tabelle 5.4.: Zylinderumstromung bei Re = 20: Uberblick der Referenzwerte.

| [Lo/R] ca [ Ap | o |
243-Gitter || 3.520 | 3.40 | 1.99 | -
729-Gitter | 4.279 | 3.88 | 2.33 | 48°
[Wall 99] || 4.270 | - | 0.95 | 52°

In Tabelle 5.4 sind die Vergleichswerte nochmals aufgelistet.

Die Visualisierung eines zu dieser Konfiguration nahezu identischen Experimentes ist in
Anhang B zu finden. Dort wird in B.2 ein freier Zylinder bei Re = 41 umstromt. Man
erkennt sehr schon die Rezirkulationszone mit den beiden stationdren Wirbeln.
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5.5. Zylinderumstréomung

at_timestep 200000

Abbildung 5.21.: Zylinderumstrémung bei Re = 40: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessen Nachlaufzone (c) auf dem
729-Gitter.
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5. Numerische Ergebnisse

5.5.2. Instationarer Stromungszustand: Karmansche WirbelstraBe

In diesem Abschnitt stellen wir die numerischen Ergebnisse fiir die instationére Zylin-
derumstrémung vor. Wie bei den vorherigen Beispielen vergleichen wir auch hier das
grobere 243-Gitter mit dem 729-Gitter. Wir vergleichen einerseits die Referenzwerte
aus [Turek et al. 97|, andererseits haben wir mit den Bildern aus [Turek 98] auch einen
direkten graphischen Vergleich in Bezug auf die Druckbeiwerte.

Alle Rechnungen liefen bis zu einer Gesamtzeit von T' = 2 Sekunden in unserer Zeitskala.
Das entspricht aufgrund der dimensionslosen Zusammenhénge einer Endzeit von Tprg =
8 in der Skala von [Turek 98], die bei ihren Vergleichsrechnungen Tprg = 5 verwenden.

t=1.92

Abbildung 5.22.: Zylinderumstromung bei Re = 100: Losung zu drei Zeitschritten, die
zusammen eine halbe Periode ergeben: 0.04 ~ 0.0838/2.

Wir stellen nun unsere Ergebnisse des 243-Gitters vor. Die Verédnderung von Druck und
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5.5. Zylinderumstromung

Geschwindigkeit iiber etwa die Hélfte einer Periode sind in Abbildung 5.22 dargestellt.
Die Periodendauer 7)., konnten wir mit Hilfe der Kraftkoeffizienten auf 7)., = 0.0838
Sekunden ermitteln. Damit ergibt sich eine Strouhalzahl von

Lo  0.025
UinTper  0.0838

St = = 0.208 (5.9)

Dieses Ergebnis stimmt sehr gut mit dem Referenzwert von St = aus [Turek et al. 97]
iiberein. Wir erhalten ferner eine Druckdifferenz von Ap = 1.87 sowie maximale Druck-
beiwerte ¢gmar = 2.63 und ¢ e = 497. Die Vergleichsdaten aus [Turek et al. 97] sind
Ap = 248, Cimar = 3.23 und ¢ e = 1.0. Wir sehen also, dass der dort beschriebene
Effekt fiir grobe Gitter tatséchlich eintritt: Obwohl die Stromung die typische Wir-
belablosung aufweist, sind die quantitativen Ergebnisse nicht sonderlich nahe an der
Realitét. Eine Uberpriifungen der Rechnungen ,nach Optik“ liefert also keine Garantie
fiir ein gutes Verfahren bzw. eine ausreichende Diskretisierung.

Jift_4
fitt"s
lift_6

Iift coefficient
o
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o
T
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0 20000 40000 60000 80000 100000 0 1 2 3 4 5
timestep time (seconds)

Abbildung 5.23.: Zylinderumstromung bei Re = 100: Auftriebsbeiwert ¢; unserer Rech-
nungen (links) und Graphik aus [Turek 98] (rechts).

Auflerdem haben wir den zeitlichen Verlauf der Widerstand- und Auftriebsbeiwerte in
Abbildung 5.23 bzw. 5.24 zusammen mit den entsprechenden Graphiken aus [Turek 98]
dargestellt. Wir befinden uns mit dem 243-Gitter in Bezug auf die Anzahl an Zellen
gerade zwischen Level 3 (hellblau) und Level 4 (pink) der DFG-Rechnungen. Dies wird
am Auftriebsbeiwert in 5.23 besonders deutlich, wo unsere Werte auch genau zwischen
den Verlaufen dieser beiden Levels liegen.

Die Messungen in Bezug auf die Cache-Performance haben einen Anteil von 1.52% cache
misses ergeben. Dieser Wert entspricht wieder einer guten cache hit rate von 98.48%.
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Abbildung 5.24.: Zylinderumstromung bei Re = 100: Widerstandsbeiwert ¢4 unserer
Rechnungen (links) und Graphik aus [Turek 98] (rechts).

Wenn wir die numerischen Ergenisse unseres feinen 729-Gitters betrachten, so stellen
wir eine deutliche Verbesserung in Bezug auf die Referenzwerte fest. Aus den Verlaufen
der Druckbeiwerte ldsst sich eine Periodendauer T, = 0.084 ableiten. Dies ergibt nach
(5.9) zusammen mit dem Zylinderdurchmesser d eine Strouhalzahl von St = 0.297.
Ferner erhalten wir maximale Druckbeiwerte von ¢; = 3.25 und 1.05. Die Druckdifferenz
belduft sich nun auf Ap = 2.23.
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Abbildung 5.25.: Zylinderumstromung bei Re = 100 auf dem 729-Gitter: Auftriebsbei-
wert ¢ (links) und Widerstandsbeiwert ¢, (rechts).

In Abbildung 5.26 sind die Ergebnisse fiir Druck und Geschwindigkeit visualisiert. Wie-
der betrédgt der ausgewéhlte Zeitraum in etwa eine halbe Periodendauer T}, = 0.084.

Schliefflich sind die zeitlichen Verldufe von Auftriebs- und Widerstandsbeiwerten in Ab-
bildung 5.25 dargestellt.
Der Auftriebsbeiwert ist aufgrund des oben erwédhnten Programmierfehlers bei der Kraft-
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5.5. Zylinderumstromung

berechnung nur bis Zeitschritt 54000 dargestellt, da die Ersatzsimulation erst bis dorthin
gerechnet hat. Man sieht aber in Analogie zum groben Gitter, dass die endgiiltige Am-
plitude der Schwingungen schon erreicht ist, so dass der ¢;-Verlauf bereits aussagekréftig
ist.

Tabelle 5.5.: Zylinderumstromung bei Re = 100: Uberblick der Referenzwerte.

| | Camas | Clmaa | St _| Ap |
243-Gitter 263 | 049 |0.298 | 1.87
729-Gitter 3.25 | 1.05 |0.297 | 2.23
[Turek et al. 97] || 3.23 | 1.00 | 0.299 | 2.48

Samtliche Ergebnisse fiir die Referenzwerte des groben und feinen Gitters sind in Tabelle
5.5 nochmals den Vergleichsdaten aus [Turek et al. 97] gegeniibergestellt. Mit dem fei-
neren 729-Gitter erhalten wir wie erhofft eindeutig bessere Ergebnisse. Allerdings liegt
die Zahl der ca. 39000 Gitterzellen nur knapp iiber der des Level 5 aus [Turek 98]. Dies
erkennt man auch am Verlauf unseres Widerstandsbeiwertes: Das Niveau, um das ¢4 in
5.25(b) schwingt, entspricht relativ genau dem von Level 5 (rot) in 5.24(b).

Abschlieflend verweisen wir auf Anhang B, wo in Abbildung B.3 ein experimentelles Er-
gebnis der Karménschen Wirbelstrafie fiir Re = 105 aus [Van Dyke 82] dargestellt ist.
Die ablosenden Wirbel kénnen sich dort natiirlich relativ ungestort vertikal ausdehnen,
da die Winde des Experimentalkanals einen wesentlich groBleren Abstand zum Zylinder
besitzen.

Auch in der Natur tritt das Phanomen der Kérmanschen Wirbelstrale auf. So ist bei-
spielsweise in [Griebel et al. 95] mit Bild 11.9 auf Seite 185 ein Satellitenbild dargestellt,
das die an einer Insel im Atlantik ablosende Wolkenverwirbelung zeigt.
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Abbildung 5.26.: Zylinderumstromung bei Re = 100: Losungen iiber ca. eine halbe Pe-
riode Tpe, = 0.084.
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Zum Schluss dieser Arbeit mochten wir die wesentlichen Ergebnisse zusammenfassen
und einen Ausblick auf sinnvolle Erweiterungen geben.

Wir haben gesehen, dass die Cache-Effizienz der zugrundeliegenden Programmstruktur
aus [Giinther 04] bei Erweiterung auf die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen im We-
sentlichen erhalten bleibt. Obwohl wir einige Zusatzdaten in den Knoten iiber die Keller
schicken miissen, bewegt sich die cache hit rate immer in einem Bereich oberhalb von
98%.

Die Testfélle des freien Kanals und des Kreiselflusses haben sich gerade wegen ihrer Ein-
fachheit als wirksames und sinnvolles Instrument erwiesen. Damit konnten wir Ande-
rungen im Programmcode auf groben Gittern schnell und einfach iiberpriifen.

Bei den anspruchsvolleren Szenarien wie der einspringenden Stufe und der Zylinderum-
stromung konnten wir qualitativ und quantitativ recht gute Ergebnisse erzielen. Gerade
die Kraftberechnung mit Hilfe der konsistenten Kréfte hat durch ihre Genauigkeit und
ihre einfache Struktur in unserem Programmansatz iiberzeugt.

Die in unseren Augen dringlichste Aufgabe besteht im Moment darin, die Gesamtlaufzeit
des Verfahrens zu verbessern. Dazu gibt es verschiedene Ebenen, auf denen gleichzeitig
vorgegangen werden konnte.

Aufgrund der historischen Entwicklung des Programms werden derzeit verschiedene Be-
rechnungen jeweils einzeln behandelt. Damit durchlaufen wir in jedem Zeitschritt das
Gebiet wesentlich héufiger als notig. Eine geschickte Kombination der unterschiedlichen
Aufgaben in wenige Zellbaumdurchldufe wiirde diesen Nachteil beseitigen.

Auflerdem ist eine Erweiterung des Verfahrens auf a priori adaptive (aber wahrend des
Programmlaufes feste) Gitter notig. Es gilt, die bereits erarbeiteten Grundlagen hierzu
noch vollends umzusetzen. So konnte man eine gezielte Verfeinerung des Gitters in in-
teressanten Bereichen des Stromungsgebietes vor dem Programmstart festlegen.
Praktisch wire auch die Moglichkeit des Einsatzes von Mehrgitterverfahren zur Losung
der Druckpoissongleichung. Die Zeitersparnis im Programmlauf wiirde dabei auf alle
Félle weiterhelfen. Wesentliche Ansétze der Mehrgitteralgorithmik fiir den Peano-Ansatz
sind bereits in [Weinzierl 05] erarbeitet worden.

Eine Erweiterung des Verfahrens auf Probleme der Raumdimension drei ist nicht nur
aufgrund der vielfdltigen interessanten Anwendungsaspekte wiinschenswert. Zusétzlich
lieflen sich so andere Ergebnisse unserer Arbeitsgruppe verwenden, wie beispielsweise die
Umsetzung der Parallelisierung (vgl. [Herder 05] und [Langlotz 04]). Auch die Ansétze
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zu Adaptivitat und Extrapolation aus [Dieminger 05] und [Krahnke 05] bieten sinnvolle
Erweiterungsoptionen.

Till Wagner befasst sich in [Wagner 05| mit einer verbesserten Randbehandlung. Diese
ist gerade in Hinblick auf die Interaktion von Fluid und Struktur von Interesse.

Wir sehen also, dass noch einiges Potential im Ansatz der cache-optimalen Finite-
Element-Implementierung vorhanden ist, das es in Zukunft auszuschopfen gilt.
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A. Randbedingungen fiir die
Druckpoissongleichung

Die Randbedingungen unseres zu losenden Problems sind in Form von Bedingungen an
die Geschwindigkeiten formuliert. Ziel dieses Abschnitts ist es darzustellen, wie diese
Geschwindigkeitsrandbedingungen durch unseren Finite-Element-Ansatz in Bezug auf
den Druck zu interpretieren sind.

Entscheidend ist hierbei erneut der Massenerhalt V - u = 0, der auch auf dem Rand T’
erfiillt sein muss.

Wir halten uns bei der Herleitung der Randbedingungen an das Konzept von Gresho
und Sani, das beispielsweise in [GreshoSani 87] dargestellt ist. Dabei geht man von der
Zeitableitung der rdumlich diskretisierten Kontinuitédtsgleichung auf einem Element aus
(Schritt 1) und ersetzt die auftretenden freien Beschleunigungen durch die Anteile, die
die semidiskretisierten Impulsgleichungen (4.28) und (4.29) liefern (Schritt 2). Nach einer
Taylorentwicklung um den Mittelpunkt des betrachteten Elementes (Schritt 3) fasst man
alle Terme zusammen und fiihrt einen Grenziibergang h — 0 durch (Schritt 4).

Ausgangspunkt ist also das semidiskretisierte System der Navier-Stokes-Gleichungen,
hier nochmals explizit fiir beide Raumrichtungen = und y notiert:

Aty + Dup, + Clup, vp)up, — Myp, = fu (A1)
Ai)h + DUh + C(Uh, ’Uh)Uh — MyTph = .fy (A )
My, + Myo, = 0. (A.3)

Wir verzichten zukiinftig auf den Index h, der die rdumliche Diskretisierung iiber Finite
Elemente bezeichnet, um die Ubersichtlichkeit der Notation zu erleichtern. Der Last-
vektor (fy, f,)? der rechten Seite enthilt eventuelle Anteile aus Volumenkriiften und
natiirlichen Randbedingungen. Fiir unsere konkrete Problemstellung entfallen diese bei-
den Anteile. Die Beitrége der inhomogenen Dririchlet-Bedingungen der Geschwindigkei-
ten am Rand sollen in dieser Notation der Gleichungen noch wie echte Geschwindigkeits-
Freiheitsgrade auf der linken Seite vorhanden sein.

Die Kontinuitétsgleichung ist in der Form (A.3) gegeniiber unserer urspriinglichen Nota-
tion (4.30) lediglich einmal nach der Zeit abgeleitet. Auflerdem werden wir im Folgenden
die dimensionslose Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen verwenden (1/Re statt
v beim diffusiven Term). Damit sparen wir uns ein unnotiges Mitziehen der Dichte als
Faktor, ohne die Giiltigkeit der Ergebnisse zu beeintréchtigen.
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A.1. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungen an
Kanten

— h —
T ® & ]
10 11 12
h 5 6
Jr *7 ‘8 ‘9
3 4
*4 ‘5 ’6
y I 1 2
X *1 ‘2 ‘3

Abbildung A.1.: Notwendige Elemente und Knoten fiir eine Dirichlet-Kante links. Be-

trachtet wird Element 3.

Zunéchst wollen wir den Fall betrachten, dass auf einer Kante unseres Gebiets die Ge-
schwindigkeiten durch Dirichlet-Bedingungen fixiert sind. Konkret visualisiert ist der
diskrete Bereich, der bei der Herleitung fiir ein Element notwendig ist, in Abbildung
A.1. Ziel aller folgenden Schritte ist also die Ableitung der Bedingung fiir den Druck ps

im Element 3 in Konsistenz mit dem Massenerhalt.

1.) Schritt: semidiskrete Kontinuitétsgleichung auf Element 3

Mit unseren Diskretisierungsoperatoren erhalten wir

5(—U7+U8—U4+U5) + 5(1574-% — Uy — v5) = 0.

Dirichletrandbedingungen fixieren die Geschwindigkeiten der Knoten 1, 4, 7 und
10, also sind insbesondere 14, 1y, ¥4 und v; festgelegt. Die Beschleunigungen s,
g, Us und vg sind dagegen frei; fiir diese miissen also die Anteile aus den Impuls-

gleichungen (A.1) und (A.2) eingesetzt werden.

2.) Schritt: Anteile der freien Beschleunigungen aus den Impulsgleichungen

Im Prinzip sind die Beschleunigungen ; iiber die Massenmatrix A verkoppelt.
Wie beim Losungsalgorithmus verwenden wir hier nun auch ein mass lumping zur

Entkopplung.
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Ferner wird sich im Laufe der Rechnung zeigen, dass die exakte Form der semi-
diskreten konvektiven Anteile nicht wirklich relevant sein wird, so dass wir diese
Terme in verkiirzter Notation behandeln werden, um die Ubersichtlichkeit der Re-
chenschritte zu gewéhrleisten. Wir wollen mit C* bzw. C? den konvektiven Beitrag
von u bzw. v in Zelle i bezeichnen. In [GreshoSani 98] wird dafiir eine vereinfachte
Berechnungsvorschrift iiber eine 1-Punkt-Quadratur vorgeschlagen. Diese lautet
zum Beispiel am Element 1 in unserem Fall folgendermaflen

1 1
O% = Z(U1+U2+U4+U5)g(ﬂ2—U1+U5—U4)
+ 1( + v + V4 + v5) : ( + )
4 V1 T V2 T V4 T Us oh Uy — Up T U5 — U2),
1 1
Oi) = —(U1+U2+U4+U5)—(U2—U1+U5—U4)
4 2h
+ 1( + v + V4 + v5) : ( + )
4 U1 V2 V4 (% oh V4 U1 (% V2).

Mit dieser Notation stellt sich Gleichung (A.1) fiir Knoten 5 aufgeldst nach h2us
folgendermaflen dar:

. 1
h2u5 = %(—8U5+U1+U2+U3+U4+UG+U7+U8+U9)

h2

h
— GG+ G+ C) =5 (st pa—prtpe). (AD)

2

Analog verfahrt man mit v, ug und vg und erhélt damit

1

h*vs = ﬁ(—8U5+U1+U2+03+U4+06+U7+U8+09)
h2 v v v v h
_Z(Cl + +C3+C4)_§(p3+p4—291—292)a (A.6)
1

h2d8 = ﬁ(—8U8+U4+U5+UG+U7+UQ+U10+U11+U12)
_Z(Cg +C4 +C5 +06)_§(_p5+p6_p3+p4), (A7>
1

h2vs = ﬁ(—8U8+U4+U5+06+U7+09+010+1111+1112)
h2 v v v v h
—Z(C3+C4+C5 +06)—§(p5+p6—p3—p4)- (A.8)

Niitzen wir nun diese Darstellung der freien Beschleunigungen und setzen (A.5) -
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A. Randbedingungen fiir die Druckpoissongleichung

(A.8) in Gleichung (A.4) gewichtet mit + ein, so erhalten wir schlieflich

1 i ) i ) 1 . : ) i
0 = 5(—U7+u8—U4+U5)+§(U7+U8—U4—U5)
1, . ) 1 . ) 1
= —§(U4+U7)+§(U7—U4)—E(pz—P1+2(p4—p3)+P6—p5)
1
—E(P1+p2+p5+p6—2(p3+p4))
1
+m (—=Tus — Tug + uy + ug + uz + 2(ug + ug + uz + ug) + U0 + U1y + U12)
+m (9vs — g — vy — Vg — V3 + Vg + V11 + V12)
1 1
—g(C{L + Oy +2CY +2C} + C2 + CF) — g(Cg +C§ —CY — (7). (A.9)

3.) Schritt: Taylorentwicklung der Terme um Element 3

Die Darstellung der Formeln fiir die zweidimensionale Taylorentwicklung um den
Mittelpunkt von Element 3 konnen wir aufgrund unserer quadratischen Elemente
etwas vereinfachen, da die Gitterweite h sowohl fiir die z— als auch die y—Richtung
gilt.

Fiir die Druckanteile verwenden wir folgenden Zusammenhang

1 VizD Vayp
_ T T TT T 3
P = puot V) + g xa (0 T x-x) + O0F)

pi = p3 + h(a;Vip+bVyp)
2

h
+ g(a?VmP + ;b Vayp + bia;Vyop + biVyp) + O(R?) (A.10)

mit den Abkiirzungen

_Op 0 (0p
inp - axl (X3)> vu’viu’vg‘p - 6—33] (axl) (X3)

sowie
pr: ap=0 b =-1
P2 Qg = 1 b2 =-1
Pa: Qg = 1 b4 =0 (All)
Ps: a5 = 0 b5 =1
Ps - Qg = 1 b@ =1

Niitzen wir die Formel (A.10) fiir den Druckterm 4 (p2 — p1 +2(ps — p3) + ps — ps)
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A.1. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungen an Kanten

aus Gleichung (A.9), so geniigen sogar die Glieder erster Ordnung um

1
—(p2 —p1 +2(ps — p3) + s — ps) =

4h
1
= [ P2 = WV WD = s+ V- 2(py + WV = ps)
1
+p3s +hVup+hVyp—ps —hVyp| + 7 O(h?)
_4h 1 o Op

zu erhalten.

Fiir den zweiten Druckterm aus (A.9) berechnen wir unter Berticksichtigung der
Glieder zweiter Ordnung

1

_E(pl +p2+ps+p—2(ps+ps)) =
h2
= _m[ Vyyp+vxxp_vyzp_vxyp+vyyp+vxxp
+Vayp + VD + Vyup — 2Vp | + O(R?)
h 0 (0p 9
= —— | = h?). Al
5 (22) ) + 0 (A13)

Fiir die Taylorentwicklung der ebenfalls zellbasiert dargestellten Konvektionsterme
o /" konnen wir die selben Formeln (A.10) und (A.11) verwenden wie fiir den
Druck. Damit ergibt sich

1

—g(cﬁ+cg+20;+2c;j+cg+0g) = —C¥ + O(h) (A.14)
Lo o o hoCY¥
—5(05+C6—01—02) = -5 ay?’ + O(h?). (A.15)

Schliellich fehlen noch die diffusiven Anteile sowie die auf dem Rand vorgegebenen
Beschleunigungen aus Gleichung (A.9). Die Entwicklungsformeln hierfiir kénnen
wir in analoger Schreibweise folgendermaflen darstellen:

1 Vet Vgyu
_ T _ - o T Tx Ty o 3
u(x) = wug+ Vu'(x X3)+2!(X X3) (Vyxu V,ou ) (x —x3) + O(h°)
h
U; = Uz + §(azvmu+bzvyu)
2

T o

(aZV ot + aibiV pyu + b;a;V you + bV, u) + O(R*),  (A.16)

wobei wir aufgrund der Versetztheit des Geschwindigkeitsgitters gegeniiber dem
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A. Randbedingungen fiir die Druckpoissongleichung

Druck folgende Koeffizienten haben

Uy @ ap =—1 b1 = -3 Uy : CL7:—]_ b7 =1
Ug : Ay = 1 b2 = -3 us : ag = 1 bg =1
us . as — 3 b3 = -3 Ug g — 3 bg =1
Uyg @ Qg = -1 b4 =—-1 U9 - A1 = —1 blO =3 (A17>
Us : a5 = 1 b5 =—1 U1 ¢+ apx = 1 bll =3
Ug - Qg — 3 b6 =—1 U1+ A12 = 3 b12 =3

Damit erhalten wir fiir die diffusiven Anteile

1
m(—ﬁ% — Tug + uy + us + usz + 2(ug + ug + uy + ug) + w1 + Uy + Ur2) =
h? 1
= 9. 4.6h’Re (48Vyzu +48Vyu) + O(h) = QAU(X{%) + O(h), (A.18)
m(gvg, —9vg — v — v — w3+ V10 + V11 +1112) =
h2
=51 oiere W+ O) = O, (A.19)

Die Dirichlet-Beschleunigungen ergeben sich zu

1 1
—§(u'4—|—u’7) = —5(2u—h/2vxa — h/2V i — h/2V i+ h/2V 1) + O(h?)
o
= —5(x) + O(h), (A.20)
%(v'?—m) _ —%(_h/sz@ F /2,6 4 hJ2V,0 + h/2V,8) + O(hY)
~ h O (Ov 9

4.) Schritt: Zusammenfassen aller Terme, h — 0

Wir setzen nun die Ergebnisse der Taylorentwicklung (A.12), (A.13), (A.14), (A.15),
(A.18), (A.19), (A.20) und (A.21) in Gleichung (A.9) ein und bringen noch den

ersten Druckterm 4 (p2 — p1 + 2(pa — p3) + pe — ps) auf die andere Seite. Damit
erhalten wir als Randbedingung an den Druck in Element 3

op ou 1 h o (0v
a_l’ == _E + %Au — (U_ . V)u + §a—y (E) +O(h>
und nach Grenziibergang h — 0 schliellich
dp ou 1
% — —a + ﬁAu — (11 : V)u (A22)
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A.2. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungen an Ecken

Wir haben somit aus den Dirichlet-Geschwindigkeitsvorgaben eine Neumann-Randbedingung
fiir den Druck abgeleitet, die genau dem xz—Anteil der Impulsgleichungen entspricht.
Wiirden wir statt einer linken Kante den Fall einer rechten Randkante untersuchen, so
erhielten wir mit den analogen Schritten wie oben wieder Gleichung (A.22), lediglich
auf beiden Seiten mit einem Faktor -1 multipliziert. Das liegt daran, dass die freien
Anteile der Impulsgleichungen 5 und ug dabei mit jeweils anderem Vorzeichen in die
Kontinuitdtsgleichung (A.4) eingehen.

Mit analoger Vorgehensweise fiir Kanten an oberen oder unteren Réndern erhalten wir
ebenfalls als Ergebnisse wieder Neumann-Druck-Randbedingungen, die diesmal der Im-
pulsgleichung in y—Richtung entsprechen:

op  Ov 1

Insgesamt erhalten wir die allgemeine Form der Neumann-Druckrandbedingungen an
reinen Kanten unter Verwendung des Normalenvektors n:

— =n-Vp=n-|—-— + —Au — (u-Vu|. (A.23)

Wenn wir (A.23) fiir unsere linke Kante (also fiir n = (—1,0)7) ausschreiben, so erhalten
wir bis auf einen Faktor -1 auf beiden Seiten genau wieder (A.22). Die Orientierung des
Normalenvektors einer Kante sorgt also dafiir, dass genau die nétigen Vorzeichenwechsel
auf beiden Seiten der Randbedingung (A.23) erfolgen, die wir bei unserer expliziten
Herleitung der linken Kante im Vergleich zur rechten auch beobachtet haben.

A.2. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungen an
Ecken

In diesem Abschnitt wollen wir analog zum Vorgehen bei reinen Kanten die passenden
Druckrandbedingungen fiir Eckelemente herleiten. Wir wahlen eine linke obere Fluidecke
wie in Abbildung A.2 dargestellt. Um Teile der Ergebnisse der obigen Rechnungen direkt
beniitzen zu koénnen, tragt das Eckelement wieder die Nummer 3.

1.) Schritt: semidiskrete Kontinuitétsgleichung auf Element 3

Der Massenerhalt fiir Element 3 in Beschleunigungsform lautet (ohne den Faktor

h)
L. . . , L.
5(—’&7 + ug — Ug + U5) + 5(1)7 +vg — U4 — U5) =0. (A24)
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A. Randbedingungen fiir die Druckpoissongleichung

n=(-1,1)

Abbildung A.2.: Notwendige Elemente und Knoten fiir eine Dirichlet-Ecke links oben.

2.)

Betrachtet wird erneut Element 3.

Schritt: Anteile der freien Beschleunigungen aus den Impulsgleichungen

In unserem Eckelement sind die Geschwindigkeiten an den Knoten 4, 7 und 8
vorgegeben. Damit sind auch die entsprechenden Beschleunigungen u,, u; und ug
fest und wir haben lediglich einen freien Term us. Dafiir kénnen wir die aufgeltste
Form der Impulsgleichungen (A.5) und (A.5) niitzen. Insgesamt ergibt sich dann
mit (A.24)

0 = 5(—U7+u8—U4+U5)+§(U7+U8—U4—U5)
. ..
= §(u8—U4—U7)+§(U7+U8—U4)

1 1

—E(pz —p1+ps—ps)+ E(p?’ —p1+pa—p2)

+m(-8ﬂ5+ul+U2+U3+U4+UG+U7+U9)

—m(—8v5+vl+v2+v3+v4+v6+v7+vg)

1 1
—g(Cl“+C;+C§L+C}f)+g(Cf+C§+C§’+C};). (A.25)

Schritt: Taylorentwicklung der Terme um Element 3

Wie im vorigen Abschnitt fiir die Kanten entwickeln wir nun auch fiir die Ecke
sdmtliche Anteile in eine zweidimensionale Taylordarstellung um den Mittelpunkt
von Element 3.
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A.2. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungen an Ecken

Damit erhalten wir fiir die Druckanteile

p(x) = p3+Vp'(x—x3) + O(h?)

p = p3s—hVyp + O(h?) (A.26)
ps = p3+hVp—hV,p + O(h? (A.27)
pi = ps+hVp + O(RP). (A.28)

Wir niitzen (A.26) - (A.28), um

1 1

P2 pitpi—ps) = —5Vep + O(h) (A.29)
1 1
s —pitpi—p) = 5V + O(h) (A.30)

zu berechnen. Analog kénnen wir wieder fiir die konvektiven Anteile vorgehen und
erhalten
1 u u u u 1 u
—g(Cl +Cy +C3+CY) = —5(]3 + O(h) (A.31)
1 1
g(C’f +C3+Cy+CY) = §C§ + O(h). (A.32)

Fiir die Taylorentwicklung der Geschwindigkeitsgrofien verwenden wir in Analogie
zum Kantenfall die Darstellung (A.16)

h
h2
214

+ (a7 Vagtt + aibVayu + bia;Vyou + 7V yu) + O(h?),

wobei wir wieder die folgenden Koeffizienten haben

u: ap=-1 b =-3 Ug: ag=193 bg=-—1
Ug : Ay = 1 b2:—3 Uy - a7:—1 b7 =1
us - a3:3 b3:—3 us - a8:1 bgzl
Ug: ag=-—1 by=-—1 Ug: ag = 3 by = 1
Us - CL5:]_ b5:—1
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A. Randbedingungen fiir die Druckpoissongleichung

Damit ergibt sich

m(—8u5+ul—|—uQ+U3+U4+u6—|—U7—|—u9):
_ o n» (24V zpu + 24V pu) + O(h)
= 6h%Re2!.4 vl zatl
1
—m(—SUE)—FUl+U2+U3+U4+U6+U7+U9):
= —Lh—2(24v +24V,,v) + O(h)
= T Gh?Real.4 e’ zzt
1
- ——— A A.34
o Avs + O(h) (A.34)

Schliefllich erhalten wir noch die Entwicklungsterme der festen Beschleunigungen
zZu

L. . L.
§(U8 — Uyg — U7) = —5’&3 + O(h) (A35)
L. . L.
5(@7 + vg — U4) = 51)3 + O(h) (A36)

Schritt: Zusammenfassen aller Terme, h — 0

Die Ergebnisse der Taylorentwicklung (A.29), (A.30), (A.31), (A.32), (A.33), (A.34),
(A.35) und (A.36) setzen wir nun in Gleichung (A.25) ein. Dabei bringen wir den
Druckterm auf die andere Seite und kommen insgesamt also auf

1 1 . )
= Q—R,e (AU3 — Avg) — 5 (Ug — Ug)

51 C -3 + o)

1
5 (v:cp - Vyp)

Ein Grenziibergang h — 0 ergibt schliellich die gewiinschte Randbedingung in der
Ecke:

1 /0p Op 1 1 /0u Ov
5 (8_x _ a_y) () = gp= (Bu—Av) (x3) = 5 (E — E) (x3)
_% [(u-V)u—(u-V)v](x3). (A.37)

Diese Randbedingung lésst sich erneut iiber den Normalenvektor n beschreiben,
der in der Ecke gerade in diagonaler Richtung liegt: v/2n = (—1,1)” Damit lautet
die allgemeine Form wieder

g—izn-Vp:n- —a—u+iAu—(u-V)u (A.38)
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Wir weisen daraufhin, dass analog zum Kantenfall die Form (A.38) bis auf einen
Faktor —v/2 auf beiden Seiten identisch ist zu Gleichung (A.37). Hitten wir eine
andere Ecke als gerade das Element links oben gewé&hlt, so wiirden wir in expliziter
Form eine Darstellung erhalten, die durch den jeweiligen Normalenvektor wieder
(A.38) entspricht.

A.3. Geschwindigkeits-Neumann-Randbedingungen an

Kanten

An Ausflussrindern herrschen Neumann-Randbedingungen an die Geschwindigkeit. Im
Folgenden werden wir sehen, dass sich diese Bedingungen als Dirichlet-Randbedingungen
fiir den Druck am Auslass interpretieren lassen.

Um ein konkretes Rechenszenario zu schaffen, gehen wir erneut davon aus, dass der
Neumann-Rand die linke Kante in Figur A.1 ist. Damit konnen wir teilweise auf bereits
hergeleitete Ausdriicke des Dirichlet-Falles zuriickgreifen.

1)

Schritt: semidiskrete Kontinuitatsgleichung auf Element 3

Die Kontinuitatsgleichung lautet wieder

h h
5 (s — iy + s+ is) + 5 (U7 — s+ 0 — 05) = 0. (A.39)

Schritt: Anteile der freien Beschleunigungen aus den Impulsgleichungen

Séamtliche Beschleunigungen in (A.39) sind nun frei und miissen durch die entspre-
chenden Anteile der diskreten Impulsgleichungen ersetzt werden.

Da der Trager der Basisfunktionen ®; am Rand nur mehr halb so grof} ist, verdndert
sich die Massenmatrix am Rand und wir erhalten nach mass lumping einen Faktor
1/2 bei den Beschleunigungen. Auch die Terme der Konvektion, Diffusion und des
Druckgradienten dndern sich am Rand gerade passend ab, indem nur die Elemente
im Fluidgebiet Anteile liefern.

Auflerdem tauchen aufgrund des Oberflachenintegrals in (4.13) der schwachen
Form nun zusétzliche Kraftanteile f auf. Wir wollen diese Anteile, die ja in Koor-
dinatenrichtung definiert sind, iiber den Zusammenhang

et (F) () n
R () (%)=
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A. Randbedingungen fiir die Druckpoissongleichung

in Richtungen normal und tangential zum Rand darstellen.
Normalenvektor n und Tangentialvektor 7 haben in unserem Fall der linken Kante
die Gestalt n = (—1,0)” und 7 = (0, —1)".

Wir verwenden dabei die Abkiirzung f; bzw. f; fiir den normalen bzw. tangentia-
len Anteil der Kraft von Element ¢ auf Knoten j. Dieser Kraftanteil soll dhnlich dem
Druck konstant auf einer Elementkante sein. Daher ergibt der gesamte Kraftanteil
der schwachen Form gerade

Insgesamt verwenden wir also folgende Ausdriicke

Setzen wir samtliche

1 1 1
- —4’LL4 + —U1 +UQ +U5 + — Uy +u8)

3Re 2 2
Wk h
_Z(Cl +03)—§(P3+P1)—§( $4+f24)7

2 2

h h
Cl+Cy) =5 (ps—p) — 5 (fr, + )

1 1 1
- —4’04+—U1+U2+U5+—U7+U8
( 2 2

1 1 1
ﬁ <—4U7 + §U4 + Us + us + §U10 + UH)
S h
__(03 +C5)——(p5+p3)——( 27+f27>7
4 2 2

1 1 1
ﬁ —4’07 + 51}4 + Us + (%] + 51)10 + V11

n* . Y h h . 5
—Z( 3+05)—§(p5—p3)—§(77+ )

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

Terme der freien Beschleunigungen (A.40) - (A.43) in die
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A.3. Geschwindigkeits-Neumann-Randbedingungen an Kanten

Kontinuitéatsgleichung (A.39) ein, so erhalten wir

0 = F(—tia — tir +tis + i) + 5 (V7 — s + s — 1)
2h 2h

= 37,2 = P14 2(ps = p3) + Po — ps) = 75 (Pr+ P2 — 2(pa + p3) + s + o)

2h

+6h2Re (—7U5 - 7U8 + U1 + U2 + Us + 2(“4 + Ug + Uy —+ Ug) + U10 + U11 + U12)

. 2h
6h%Re
2h u u u (7 u u 2h v v v v

_§(01 + Oy +2CY +2C} + C2 + CF) — §(C5 +C¢ —CY —CY)

2h ! 4 +1 + Uy + +1 +
—_— —4U —U u u —U u
2 | 3h2Re D R AL S

(9U5 — 9’08 — V1 — Vg — Vs + V10 + V11 + Ulg)

11 1
—HCE O — g ke — 5 UL+ 1))

2h ! 4 —1—1 + us + —1—1 +
5 | 3h2Re Uz 2”4 Us T Ug 2”10 U1

(CF+CD) - o ) o (2, 12) )

!
1 2h 2h

2h 1 1 1
+? m —4U7 + 51}4 + Vs + () + §’U10 + V11

11 1
—1(03 +C5)—%(p5—p3)—%( §7+ 757)}

—% {L (—4v4 + lvl + vy +vs + l1)7 +Ug)
2 | 3h?Re 2 2
—1(0”+C”)—i(p— )—i(1+ 3)}. (A.44)
g 1T T W P o Un T

3.) Schritt: Taylorentwicklung der Terme um Element 3

Wie fiir den Fall der Dirichletrander entwickeln wir sdmtliche Anteile in eine 2-d
Taylorform um den Mittelpunkt von Element 3.
Fiir die Druckterme erhalten wir nach Zusammenfassen mit Hilfe von (A.10) und

(A.11)

2h 2h
_E(m —p1+2(ps —p3) +ps — Ds) — E(pl + p2 — 2(ps + p3) + s + Pe)
h h h h
+ﬁ (ps +p1) + o (ps +p3) — o (ps —ps) + o (p3s — 1)
1 1
= =5 [2p2 = 8ps+2ps] = —5 [~4ps +4hV.ps + O(R?)]
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A. Randbedingungen fiir die Druckpoissongleichung

Analog gehen wir auch fiir die zellbasierten Konvektionsterme C' /" vor:
2h u u u u u u 2h v v v v

h h h . o R Y
+ (CF+C5) + 7 (G5 +C5) — £ (G5 +C3) + 4 (G +C5)
h
= —Z[C;JFQCZJFCg—20{’—(]5+2C§+Cg]

h
= -3 [4CY + 4hV,C§ 4+ 6RV,C5 + O(R*)] = O(h). (A.46)
Fiir die diffusiven Anteile niitzen wir die Formeln (A.16) und (A.17). Damit erhal-
ten wir fiir die horizontalen Geschwindigkeitsanteile u

2h
6h2Re (=Tus — Tug + uy + ug + uz + 2(uyg + ug + ur + ug) + 1o + U1y + U12)

h 1 1
_3h2Re (—4U4 + §U1 + U9 + Us + §U7 + u8)

h 1 1
—4U7 + —Uy + Us + us + —U10 + U11

~ 3h2Re 2 2
= e 9us - 2us + Py — g+ 2up g+
~ 3hRe 2U1 us B Uy Us Ug B uy us Ug 2U10 U12
1 2
— —24hV, R = —=—V, O(h), A47
TR | 240 Vaus + O(F)] Re Vetis T O(R) (A.47)
sowie fiir die vertikalen Geschwindigkeitsanteile v
2h

m (9’05 — 9U8 — V1 — V2 —U3+U10+U11 +U12)

h 1 1
" 3hRe (_4U7 Tt gt E “H)

h 1 1
_3h2Re <—4’U4 + 51}1 + (%) + Vs + 51)7 + Ug)

1
I [—3v1 — 4dvy — 2v3 4+ vy + 18v5 — Yv; — 18ug + vy + 4v11 + 2019]

= ﬁ {Ogvyvg—l—O(hQ)} = O(h). (A.48)

Schliefllich fehlt uns noch der Term der Pseudokréfte f. Fiir deren Taylorentwick-
lung verwenden wir

h h
f(@)=fs+ aivm.]% + bivyf:a +0(h?)
mit
flia,l:—l b1:—2
f3 . az = —1 b3 = 0
f5: CL5:—1 b5: 2

100
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was sich aus Abbildung A.3 erklért.

5+
10
f° e 5 6 T
h
7
f3 ,____r‘?’ ________ 4_' ______+__
: h
4
y] f! T 1 2 |l

X 1

Abbildung A.3.: Position der Pseudokraftwerte f*.

Wir berechnen so
2h (
4h
1
= 5 [4f30 — 20V f3n — 20V, 3., + O(R*)] = 2f3,, + O(h). (A.49)

1 3 3 5 1 3 3 5
n4+fn4+fn7+fn7+ T4+ s JTr 7'7)

Schritt: Zusammenfassen aller Terme, h — 0

Mit den Ergebnissen (A.45) - (A.49) konnen wir nun Gleichung (A.44) auswerten
und erhalten insgesamt nach Division durch 2

1
Re

Mit einem Grenziibergang h — 0 bleibt somit genau der Normalanteil der Vorgabe
des Neumannrandes iibrig

0 = p3s — =—Vyus+ f3, + O(h).

1 Ou 1 ou,

fa(x3) = ﬁa—x(xz’»)—P(X?) = TRe on

Wie bei den Dirichletvorgaben fiir Ecke und Kante wiirden wir auch hier fiir eine
andere Kante als die linke das gleiche Ergebnis erhalten, da jeweils die Orientierung
des Normalenvektors n die passenden Vorzeichenwerte und Anteile liefert.

(x3) — p(x3). (A.50)

In Bezug auf den Druck ldsst sich (A.50) natiirlich als Dirichletrandbedingung

interpretieren:
1 ou,

b = %an_fn
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B. Experimentelle
Zylinderumstromung

In diesem Abschnitt finden sich Visualisierungen experimenteller Stromungsuntersu-
chungen fiir den Zylinder. Es werden zwei Bilder der stationédren Zylinderumstromung
dargestellt, sowie eine Photographie einer Karmanschen Wirbelstrafle.

Alle Abbildungen sind aus [Van Dyke 82] entnommen.

B.1. Stationdre Umstromung

Abbildung B.1.: Experimentelle Zylinderumstromung bei Re = 26.0 (aus [Van Dyke 82],
S. 28).

Fiir die stationdre Zylinderumstromung geben wir zwei Photographien experimenteller
Untersuchungen aus [Van Dyke 82] an. In Abbildung B.1 sehen wir den stationdren
Zustand bei einer Reynoldszahl von 26.0. Dagegen zeigt Abbildung B.2 die Umstrémung
bei Re = 41.0, also kurz vor dem Umschlagen in eine Wirbelablosung.

Die beiden experimentellen Szenarien entsprechen mit ihren Reynoldszahlen in etwa
unseren numerischen Tests mit Re = 20 bzw. Re = 40.
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B. Experimentelle Zylinderumstrémung

Abbildung B.2.: Experimentelle Zylinderumstromung bei Re = 41.0 (aus [Van Dyke 82],
S. 30).

B.2. Karmansche WirbelstraBe

Fiir den instationdren Stromungszustand findet sich in [Van Dyke 82| die Photographie
eines Experimentes mit einer Reynoldszahl von 105, die in Abbildung B.3 dargestellt ist.
Diese Konfiguration ist wieder recht nahe an unserem Simulationsbeispiel mit Re = 100.
Allerdings steht der Wirbelablosung im Experiment wesentlich mehr Fluidraum iiber
bzw. unter dem Zylinder zur Verfiigung. Daher breiten sich die experimentell abge-
schwemmten Wirbel vertikal etwas aus, was in der numerischen Simulation durch die
relativ nahen Kanalwénde verhindert wird.

Abbildung B.3.: Experimentelle Zylinderumstromung: Kéarmansche Wirbelstraie bei
Re = 105.0 (aus [Van Dyke 82], S. 57).
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