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1. Einf•uhrung

F•ur viele Anwendungsbereiche der Ingenieurwissenschaften und der Physik ist die Be-
schreibung desVerhaltensvon Fluiden und Festk•orpern und ihrer Interaktion von we-
sentlichem Interesse.Im Maschinenbau, im Bauwesen,bis hin zur Medizin, w•are essehr
n•utzlich, das gekoppelte Verhalten von Fluid-Struktur-Szenarien realistisch simulieren
zu k•onnen.Eine besondereHerausforderungstellt dabei die Problematik dar, die in der
Realit•at simultan auftretendenVorg•angezur algorithmischen Behandlungin eineReihe
von Einzelschritten zu zerlegen.

DieseArbeit besch•aftigt sich mit der Anwendungeinescache-optimalenFinite-Element-
Algorithmus auf einfache Fluid-Struktur-W echselwirkungenim Zweidimensionalen.

In Kapitel 2 erl•autern wir einigeGrundlagender Str•omungs-und Festk•orpermechanik.
Das Verst•andnis der physikalischen Zusammenh•angeist wichtig f•ur die korrekte Imple-
mentierung einesnumerischen L•osers.Au�erdem beschreiben wir kurz unserenAnsatz
der Kopplung von Fluid- und Strukturb erechnung.

Anschlie�end stellt Kapitel 3 die Grundz•uge der Cache-Optimalit •at dar. Ausgehend
von den diversenArbeiten der Peano-Arbeitsgruppe desLehrstuhls Zengerbeschreiben
wir die grundlegendeIdee der cache-optimalen Implementierung mittels raumf•ullender
Kurven.

Kapitel 4 enth•alt die wesentlichen algorithmischen Grundlagen unseresAnsatzeszur
L•osung der zeitabh•angigen inkompressiblenNavier-Stokes-Gleichungen. Vor allem die
r•aumliche Diskretisierung •uber Finite Elemente steht dabei im Mittelpunkt.

Die numerischenErgebnisseverschiedenerSzenarienwerdenin Kapitel 5 diskutiert. Nach
der Beschreibung zweier einfacher Testf•alle vergleichen wir unsereDaten f•ur die Stufen-
str•omung sowie die station•are und instation•are Zylinderumstr•omung mit numerischen
und experimentellen Referenzwerten ausder Literatur.

Schlie�lic h geben wir in Kapitel 6 eine kurze Zusammenfassungder wichtigsten Ergeb-
nissesowie einenAusblick auf sinnvolle Erweiterungsm•oglichkeiten.

�
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2. Physikalische Grundlagen

DiesesKapitel beschreibt grundlegendephysikalische Zusammenh•angeund Gleichungen
in Bezugauf dasVerhalten von Fluiden und Festk•orpern. Wir leiten zun•achst die typi-
sche Eulersche Form der inkompressiblenNavier-Stokes-Gleichungen her. Anschlie�end
erl•autern wir die mathematische ModellierungdesVerhaltensvon Festk•orperstrukturen.
Schlie�lic h stellen wir unserenAnsatz der Kopplung der beidenModelle zur Simulation
der Fluid-Strukur-Wechselwirkungendar.

2.1. Kontinuums-Mechanik

Im folgendenAbschnitt wollen wir einige grundlegendeAnnahmen und Betrachtungs-
weisenbei der mathematischen Modellierung von mechanischen Vorg•angenin Fluid und
Festk•orper erl•autern. Dabei verwendenwir eine verbreitete Formulierung der Kontinu-
umsmechanik, wie sie beispielsweiseauch in [Salen�con 02] oder [Wall 99] zu �nden ist.

Unter Fluiden werdenwir im weiterenVerlauf vor allem Fl •ussigkeiten oder Gaseverste-
hen, also Material, das im Gegensatzzu Festk•orpern sehr leicht deformierbar ist. Diese
Unterscheidung ist nat•urlich nicht immer leicht zu tre�en, wenn man beispielsweisean
Phasen•uberg•angebei Temperatur•anderungendenkt. In vielen F•allen hat man esjedoch
mit ,,einfachen" Fluiden zu tun, etwa bei Str•omungsuntersuchungenim Medium Wasser
oder Luft bei normalenTemperaturen.

2.1.1. Allgemeine Annahmen

Eine Basis-Annahme,die der physikalischen Modellierung von makroskopischen Ph•ano-
menensowohl von Fluiden als auch von Festk•orpern zugrundeliegt, ist die Hypothese
der kontinuierlichen Verteilung desMaterials im betrachteten Volumen. Anders als bei
Untersuchungen im mikroskopischen oder gar atomarenBereich, ist hierbei das globale
Verhalteneinersehrgro�en Anzahl von Molek•ulen interessant, die ein gewisses,,kleines"
Volumenf•ullen. Deshalbverzichtet man auf eineModellierung desMaterials als Summe
von einzelnenMolek•ulen, sondernnimmt an, dassder Sto� quasigleichverteilt an jedem
geometrischen Punkt existiert. DiesesVorgehenist kennzeichnend f•ur die sogenannte
Kontinuumsmechanik (vgl. beispielsweise[Salen�con 02]).

3



2. PhysikalischeGrundlagen

Bei Str•omungsvorg•angengibt eszwei grundlegendeArten: Kompressibleund inkompres-
sibleStr•omungen.Der wesentlicheUnterschied besteht in derM•oglichkeit, dasFluid ohne
gro�en Kraftaufwand zu relevanten Volumen•anderungenbewegenzu k•onnen(kompres-
sibler Fall) oder nicht (inkompressiblerFall). Dabei ist wichtig, dassdiesnicht unbedingt
nur eine Eigenschaft des Fluids, also des Materials, ist, sondernvon der betrachteten
Situation abh•angt. Wie in [Batchelor 67] aufgezeigt,gibt esdurchausauch Situationen,
in denen eigentlich kompressibleMedien, wie z.B. Luft, inkompressibel str•omen. Der
wichtigste Spezialfall ist aber nat•urlich die Annahme von Fluiden mit unver•anderlicher
konstanter Dichte. Wir werden uns bei allen in dieserArbeit folgendenBetrachtungen
stets auf den Fall inkompressiblerlaminarer Str•omung beschr•anken.

2.1.2. Betrachtungsw eise nach Euler und Lagrange

Es gibt bei der Beschreibung von kontinuumsmechanischen Vorg•angenzwei Herange-
hensweisen,die verkn•upft sind mit der Trennung von Untersuchungen von Festk•orpern
und Fluiden. Es sind dies die Betrachtungsweise nach Lagrange bzw. Euler, die sich
durch die Situation desBeobachters unterscheiden.

Bei der Lagrangeschenoder auch materiellen Darstellung der Mechanik ist der Beob-
achter gleichsammit einembetrachteten Partikel verbunden,folgt ihm w•ahrendder ge-
samten Bewegungund nimmt dabei die eventuellen Ver•anderungender Zust•andewahr.
TypischerweisewerdensoVorg•angeder Festk•orpermechanik beschrieben, wobei man oft
von insgesamt kleinen Ver•anderungen(z.B. Verschiebungen)ausgeht.

Im Gegensatzdazu orientiert sich die Eulersche oder r•aumliche Betrachtungsweisean
einem festen Kontrollv olumen. Der Beobachter betrachtet die Vorg•ange quasi durch
ein festesFenster (im konkreten Fall etwa das einesWindkanals) und h•alt fest, wie
sich die Zust•andedesKontrollv olumenseventuell ver•andern.Es ist dabei eherunerheb-
lich, welcheskonkretePartikel sich zu einembestimmten Zeitpunkt im Kontrollv olumen
be�ndet. So kann man auch gro�e Ver•anderungenund Bewegungenbeschreiben. Die-
seBetrachtungsweise�ndet man typischerweisein der klassischen Fluidmechanik (vgl.
[Laschka et al. 01], [Panton 96]).
Beispielsweise ist es weniger wichtig, was ein bestimmtes Luftteilc hen bei der Um-
str•omung einesTrag
 •ugelsweit vor oder weit hinter dem Trag
 •ugel macht, wohingegen
der Partikelein
uss am Fl •ugel direkt zu jeder Zeit von gro�er Bedeutungist.

Eng verkn•upft mit den beiden dargestelltenBetrachtungsweisensind die Begri�e von
Bahnlinie und Stromlinie. Eine Bahnlinie sind all diejenigenRaumpunkte, die im Lau-
fe der BewegungeinesPartikels von diesem•uberstrichen werden.Mit der Bahnlinie ist
somit die LagrangescheBetrachtungsweiseassoziiert.Dagegenist die Stromlinie als Inte-
gralkurvedesGeschwindigkeitsfeldeszu einembestimmten Zeitpunkt mit der Eulerschen
Betrachtungsweiseverkn•upft. Hier werdenja Positionenvon verschiedenenPartikeln bei
�xer Zeit ber•ucksichtigt.
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2.2. ModellierunginkompressiblerStr•omungen

Die De�nition von Bahnlinie und Stromlinie ist f•ur einemstation•arenStr•omungszustand
•aquivalent.

2.2. Mo dellierung inkompressibler Str •omungen

Um Fluidstr •omungen zu beschreiben, verwendet man f•ur deren Verhalten das mathe-
matische Modell der Navier-Stokes-Gleichungen. Im Folgendenwird diesesSystempar-
tieller Di�eren tialgleichungen f•ur inkompressibleStr•omungen kurz hergeleitet. Davon
im Detail abweichende Zug•ange �nden sich unter anderem in [Doneaet al. 03] oder
[Griebel et al. 95], dort sind auch Inkompressibilit•at und Energieerhalt ber•ucksichtigt
sind.

Ziel ist die instation•areStr•omungsbeschreibungf•ur einFluid in einembestimmten Gebiet

 � IRd; d = 2; 3 innerhalb einesgewissenZeitintervalls [t0; T] � IR. Der Rand @
 von

 wird im Folgendenh•au�g auch mit � bezeichnet.

2.2.1. Das Reynoldsche Transporttheo rem

F•ur die Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen ben•otigen wir als Hilfsmittel das so-
genannte Reynoldsche Transporttheorem. DiesesTheorembeschreibt die totale Zeitab-
leitung eineszeitabh•angigenIntegrals •uber einenzeitabh•angigenstetigenIntegrandenf .
In [Gamnitzer 04] wird das Theorem sch•on motiviert, mehrereBeweisarten �nden sich
beispielsweisein [Salen�con 02]. Mathematisch stellt sich dasReynoldscheTransporttheo-
rem folgenderma�endar

d
dt

Z


 t

f (x; t) dx =
Z


 t � 
 c

@f (x; t)
@t

dx +
Z


 t � 
 c

[r f � u + f (r � u)] dx (2.1)

=
Z


 t � 
 c

@f (x; t)
@t

dx +
Z


 t � 
 c

div
�

f (x; t) u(x; t)
�

dx: (2.2)

Dabei bezeichnet 
 c ein konstantes Volumen, das zum Zeitpunkt t geradeidentisch ist
mit dem zeitlich ver•anderlichen Volumen 
 t . Zur Vereinfachung der Notation werden
wir dieseIdentit •at in Zukunft weglassen.Ferner stellt u(x; t) : 
 � [t0; T] ! IRd die
vektorielle Geschwindigkeit des Fluids zum Zeitpunkt t am Ort x dar, die als stetig
di�erenzierbar vorausgesetztwird.

Die rechte Seitevon Gleichung (2.2) besteht auszwei Teilen:
R


 t

@f (x;t )
@t dx beschreibt die

Ver•anderungdesIntegrals als Funktion der Zeit bei festgehaltenemVolumen 
 t � 
 c,
wohingegender sogenannte konvektive Term

R

 t

div
�

f (x; t) u(x; t)
�

dx die Integralva-
riation in Abh•angigkeit vom konvektiven Transport desVolumens
 t darstellt. Falls der
Integrand f (x) unabh•angig von der Zeit ist, soverschwindet nat•urlich ersterer,falls das
Volumen 
 t � 
 station•ar zum Zeitpunkt t ist, letzterer.
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2. PhysikalischeGrundlagen

Soll dasReynoldsche Transporttheorem auf tensorielleGr•o�en f h•ohererOrdnung ange-
wandt werden,sogilt (2.1) nach wie vor. In der Divergenzform(2.2) mussdann lediglich
die Multiplik ation durch ein Tensorprodukt ersetztwerden.Die G•ultigkeit dieserFormel
sieht man durch direktes Nachpr•ufen mit Hilfe der doppelten Kontraktion

"
:\ aus der

Tensorrechnung:

div (f 
 u) = r (f 
 u) : Id =
�

@(f 
 u)
@xk


 ek

�
: Id

=
�

@(f )
@xk


 u 
 ek

�
: Id +

�
f 


@(u)
@xk


 ek

�
: Id

=
@(f )
@xk


 ui ei 
 ek : � lm el 
 em + f 

@(ui ei )

@xk

 ek : � lmel 
 em

=
@(f )
@xk

uk + f
@uk

@xk
= r f � u + f (r � u) ;

wobei wir die Einsteinsche Summationskonvention bei stummen Indizesverwenden.

Insgesamt gilt also das Reynoldsche Transporttheorem f•ur tensorielle Integranden f
beliebigerOrdnung in der Form

d
dt

Z


 t

f (x; t) dx =
Z


 t

@f (x; t)
@t

dx +
Z


 t

div (f (x; t) 
 u(x; t)) dx: (2.3)

2.2.2. Die Kontinuit •atsgleichung

Eine grundlegendephysikalische Voraussetzungbei der Str•omungsbeschreibung ist der
Massenerhalt.Innerhalb einesbestimmten Volumensdarf sich w•ahrendderZustands•ande-
rung desFluids die Gesamtmassenicht •andern.
Mathematisch erfassenwir den Massenerhaltmit Hilfe der Integration der Dichte •uber
dasVolumen zu:

d
dt

� Z


 t

� (x; t) dx
�

= 0: (2.4)

Wendenwir hier nun das Reynoldsche Transporttheorem (2.2) auf die linke Seite von
(2.4) f•ur die skalare Dichtefunktion an, so erhalten wir

0 =
Z


 t

@� (x; t)
@t

dx +
Z


 t

div (� (x; t)u(x; t)) dx: (2.5)

Nun gilt (2.5) nicht nur f•ur das Gesamtvolumen 
, sondern auch f•ur jedes beliebige
Teilvolumen 
 t , so dassdie Gleichung nur erf•ullt sein kann, falls der Integrand selbst
bereits verschwindet

0 =
@�
@t

+ div (� u) =
d
dt

� + � (r � u): (2.6)
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2.2. ModellierunginkompressiblerStr•omungen

DieseGleichung wird traditionell als Kontinuit •atsgleichung bezeichnet.

Im Fall inkompressiblerStr•omung h•angt die Dichte nicht von der Zeit ab. Deshalbver-
schwindet ihre totale Zeitableitung d

dt � an einerfestenPosition, sodassdie Kontinuit •ats-
gleichung (2.6) folgendeGestalt annimmt:

r � u = 0: (2.7)

2.2.3. Die Impulsgleichung

Daszweite f•ur unswichtige Erhaltungsprinzip ist dasder Impulserhaltung.Die •Anderung
des Gesamtimpulses des betrachteten Systemsmuss nach dem zweiten Newtonschen
Gesetzgleich der Summeder angreifendenKr •afte sein:

d
dt

� Z


 t

� (x; t)u(x; t)
�

dx =
X

j

Fa;j : (2.8)

Dabei mussdiesevektorwertige Gleichung komponentenweiseinterpretiert werden.

Die von au�en angreifendenKr •afte lassensich in zwei Kategorien einteilen:

Volumenkr •afte :
Kr •afte, die •uber die Fluidgrenzenhinweg direkt im Inneren wirken. Typische Beispiele
daf•ur sind die Gravitation oder elektromagnetische Kr •afte.

Oberfl •achenkr •afte :
DieseKr •afte greifennur an der Ober
 •ache desFluids an und werdendurch einenSpan-
nungstensor� zweiter Stufe modelliert. Allerdings treten in einemFluid nat•urlich keine
echten Spannungen auf, sondernmolekularer Impulsaustausch. Der Begri� des Span-
nungstensorswird aber h•au�g in Anlehnung an die Festk•orpermechanik beibehalten.

Wir verzichten bei unserenBerechnungen oft auf den Ein
uss der Volumenkr•afte g,
geben siehier aber der Vollst•andigkeit halber mit an. F•ur die angreifendenKr •afte ergibt
sich dann folgendeFormulierung, auf die wir gleich den Satz von Gau� anwenden:

X

j

Fa;j =
Z


 t

� (x; t) g(x; t) dx +
Z

@
 t

� (x; t) � n ds

=
Z


 t

� (x; t) g(x; t) dx +
Z


 t

div(� (x; t)) dx; (2.9)

wobei n den Vektor der •au�eren Normalen desVolumenrandesbezeichnet.

Nun fehlt uns nur noch ein letzter Vorbereitungsschritt, bevor wir s•amtliche Anteile der
Impulsgleichung zusammenhaben.Dazuwendenwir dasReynoldscheTransporttheorem
(2.3) in tensorieller Form auf die zeitliche Impuls•anderungan. Dabei stellt � u nun als
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2. PhysikalischeGrundlagen

Vektor einenTensorerster Stufe dar. So erhalten wir

d
dt

� Z


 t

� (x; t)u(x; t) dx
�

=
Z


 t

�
@(� u)

@t
(x; t) + div (� u 
 u) (x; t)

�
dx: (2.10)

Setzenwir alle Bausteinezusammen,ergibt sich die Impulsbilanz in integraler Form zu
Z


 t

�
@(� u)

@t
(x; t) + div (� u 
 u) (x; t)

�
dx =

Z


 t

�
� (x; t) g(x; t) + div(� (x; t))

�
dx:

(2.11)
Analog zur Kontinuit •atsgleichung ist auch (2.11) f•ur beliebigeVolumina erf•ullt und mit
gen•ugenderGlattheit folgt die di�erentielle Form desImpulserhaltes

@(� u)
@t

(x; t) + div (� u 
 u) (x; t) = � g(x; t) + div(� (x; t)) : (2.12)

N•utzen wir nun die Berechnungsvorschrift f•ur die Divergenzvon Tensoren

div (� u 
 u) = r (� u 
 u) : Id =
@(�u i ei 
 uj ej )

@xk

 ek : � lm el 
 em

=
@�
@xk

ui ei uk + �
@ui

@xk
ei uk

| {z }
+ �

@uk

@xk|{z}
ui ei

=( u �r )u = r� u ;

sowie die Kontinuit •atsgleichung (2.7), soerhalten wir schlie�lic h die Impulsgleichung f•ur
inkompressibleFluide in sogenannter Divergenzform

�
@u
@t

(x; t) + � (u � r ) u(x; t) = � g(x; t) + div(� (x; t)) : (2.13)

Bei der bisherigenHerleitung der Erhaltungss•atze haben wir keine R•ucksicht auf die
Wahl desFluidmaterials genommen.Dies wird jetzt in Form der De�nition desSpan-
nungstensors� nachgeholt, der die Ober
 •achenkr•afte im Fluid modelliert.
Wir werdenin dieserArbeit stets von sogenannten Newtonschen Fluiden ausgehen,die
zwei Grundannahmengen•ugen:Isotropie und Linearit •at. Dasbedeutet,dassSpannungs-
kr•afte im Fluid stets in alle Ortsrichtungengleich wirkenund der Spannungstensorlinear
vom Gradient der Geschwindigkeit desFluids r u abh•angt (vgl. [Laschka et al. 01]). Ty-
pische Beispielevon Newtonschen Fluiden sind Wasseroder Luft.

Deshalbstellt sich � f•ur uns in folgenderForm dar

� = � p Id + �
�
r u + (r u)T

�

| {z }
: (2.14)

= 2" (u)

Der Spannungstensorzerf•allt also in einen nichtviskosenDruckanteil und einen Anteil
" (u), der zusammenmit der dynamischenViskosit•at � die Z•ahigkeit desFluids in linearer
Abh•angigkeit von dessenGeschwindigkeit modelliert.
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2.2. ModellierunginkompressiblerStr•omungen

Mit unsererWahl von � und der Berechnungsvorschrift f•ur die Divergenzvon Tensoren
sowie unter Verwendungder Kontinuit •atsgleichung (2.7) k•onnenwir nun die Impulsglei-
chung (2.13) explizit schreiben als

�
@u
@t

+ � (u � r ) u = � g + div(� ) = � g +
�

@�

@xk

 ek

�
: Id

= � g +
�

@(� p � ij ei 
 ej )
@xk


 ek

�
: Id + �

 
@

�
r u + (r u)T

�

@xk

 ek

!

: Id

= � g �
@(p � ik ei )

@xk
+ �

�
@

@xk

�
@ui

@x j
ej 
 ei +

@uj

@x i
ej 
 ei

�

 ek

�
:
�
� lm el 
 em

�

= � g � r p + �

0

@ @
@xk

�
@uk

@x j

�
ej

| {z }
+

@
@xk

�
@uj

@x i

�
ej

1

A

= @
@x j

�
@u k
@x k

�
ej = 0

= � g � r p + � � u;

beziehungsweisenach Division durch die Dichte �

@u
@t

+ (u � r ) u +
1
�

r p �
�
�

� u = g: (2.15)

H•au�g wird auch die folgendeFormulierung •uber die kinematische Viskosit•at � := �
�

und den kinematischen Druck �p = p
� verwendet

@u
@t

+ (u � r ) u + r �p � � � u = g (2.16)

2.2.4. Die Navier-Stok es-Gleichungen in dimensionsloser Form

Will man bei experimentellen oder numerischen Untersuchungenvon Str•omungsvorg•an-
genErgebnisseauf realeSzenarien•ubertragen,sogreift man auf die dimensionsloseForm
der problembeschreibendenGleichungen zur•uck. Dadurch ist esm•oglich, beispielsweise
gro�e Abmessungendurch kleinere,handhabbarereModellezu ersetzen,ohnedie G•ultig-
keit der Str•omungsaussagenzu verlieren.Man denke beispielsweisean denFlugzeugbau,
wo ein Windkanal f•ur Modelle im Ma�stab 1:1 kaum realisierbarund auf alle F•alle viel
zu kostspieligw•are.

Wichtig f•ur die •Ubertragbarkeit von Ergebnisseneines Szenariosauf ein anderesist
der Begri� der •Ahnlichkeit. Geometrische •Ahnlichkeit ist gegeben, wenn beide Male
dieselben Gr•o�enverh•altnisse herrschen. Zwei Str•omungskon�gurationen hei�en ferner
physikalisch •ahnlich, wenn sie geometrisch •ahnlich sind und zudem durch die selben
dimensionslosenKennzahlenund Randbedingungenbeschrieben werden.
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2. PhysikalischeGrundlagen

In diesemAbschnitt werdenwir die dimensionsloseForm der Navier-Stokes-Gleichungen
entwickeln. Ausgangspunktdaf•ur ist die Impulsgleichung (2.15).
Wir f•uhren sogenannte dimensionsloseGr•o�en (�) � ein, indem wir wichtige Variable auf
charakteristische Referenzwerte (�)1 beziehen:

x � :=
x

L1
dimensionsloserOrt, (2.17)

u � :=
u

u1
dimensionsloseGeschwindigkeit, (2.18)

p� := (p � p1 )
1

�u 2
1

dimensionsloserDruck, (2.19)

t � :=
t

T1
= t

u1

L1
dimensionsloseZeit. (2.20)

Aufgrund der bekannten physikalischenRelation zwischenGeschwindigkeit, Ort und Zeit

u =
x
t

gen•ugt es,in Abh•angigkeit der jeweiligenProblemstellungzwei dieserdrei charakteristi-
schen Gr•o�en explizit zu w•ahlen. Die dritte ergibt sich dann automatisch.
Wir w•ahlen im Folgendendie Zeit T1 als diesenReferenzwert, der somit in Gleichung
(2.20) •uber u1 und L1 festgelegtist.

Bei der Wahl der Referenzgr•o�en verwendet man typische, im Problem verankerte kon-
stante Werte wie beispielsweise die mittlere Anstr•omgeschwindigkeit f•ur u1 und Ka-
nall•angeoder Hindernisdurchmesserf•ur L1 .

In Gleichung (2.15) ersetzenwir nun alsodie alten Gr•o�en durch die neuendimensions-
losenGr•o�en (2.17) - (2.20). Dabei m•ussenwir auch solche ber•ucksichtigen, nach denen
Termein der Gleichung abgeleitetwerden(z.B. t bei @u

@t ). Dadurch erhalten wir

u2
1

L1

@u �

@t �
+

u2
1

L1
(u � � r � ) u � +

�
�

u2
1

L1
r � p� �

� u1

�L 2
1

� � u � = g

und nach Multiplik ation mit
L1

u2
1

@u �

@t �
+ (u � � r � ) u � + r � p� �

�
�L 1 u1

� � u � =
L1

u2
1

g: (2.21)

In Gleichung (2.21) k•onnenwir nun die Koe�zien ten vor dem Di�usionsterm und dem
Volumenkraftanteil identi�zieren als die Kennzahlen

Re =
�L 1 u1

�
=

L1 u1

�
Reynoldszahl, (2.22)

Fr2 =
u2

1

L1
Froudezahl. (2.23)
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2.2. ModellierunginkompressiblerStr•omungen

Die Reynoldszahlbeschreibt dabei das Verh•altnis von Tr•agheitskraft zu Reibungskraft
in der Str•omung, wohingegendie Froudezahlangibt, wie sich Tr•agheit und Schwereanteil
zueinanderverhalten.

Damit erhalten wir die Impulsgleichungen in dimensionloserForm:

@u �

@t �
+ (u � � r � ) u � + r � p� �

1
Re

� � u � =
1

Fr2 g: (2.24)

Da die Kontinuit •atsgleichung (2.7) nur einenechten Term und die Null enth•alt, k•onnen
wir sieunver•andert auch f•ur die dimensionsloseForm desSystemspartieller Di�ern tial-
gleichungen •ubernehmen:

r � � u � = 0: (2.25)

Hierbei wurde die dimensionsloseForm von (2.7) lediglich mit dem Faktor L 1
u1

6= 0
durchmultipliziert.

Wenn wir im Folgendendie dimensionslosenGleichungen (2.24) und (2.25) ben•utzen,
werden wir die Sternmarkierungweglassen,um die Notation nicht unn•otig zu verkom-
plizieren.

2.2.5. Randbedingungen

•Ahnlich wie schon die Navier-Stokes-Grundgleichungen in unterschiedlicher Form ge-
schrieben werden k•onnen, gibt es eine Reihe m•oglicher Randbedingungenf•ur das zu
l•osendeStr•omungsproblem.Wir geben hier lediglich einen •Uberblick •uber die Bedingun-
gen,die f•ur unserebetrachteten Problemevon Interessesind.

no-slip Bedingungen

Die grundlegendstenund einfachsten Bedingungensind die sogenannten no-slip Bedin-
gungen. Diese beschreiben eine feste Wandbegrenzungdes Fluids, an der die ersten
Fluidpartik el ,,festh•angen" und sich weder normal noch tangential zur Wand bewegen
d•urfen. Korrekterweisem•ussteman dieseBedingungenalso eigentlich ,,no-penetration
and no-slip" nennen.DasFluid erbt an der Wand derenGeschwindigkeit und man erh•alt
mathematisch Dirichlet-Randbedingungenf•ur die Geschwindigkeit:

u(x; t) = w(x; t) auf � � [0;T]: (2.26)

Einlass-Bedingungen

•Ahnlich wie bei no-slip verwendet man auch bei Einlassr•andern (engl. inlet) Dirichlet-
vorgaben f•ur die Geschwindigkeiten, also wieder (2.26). Insbesondereist hier nun ein

11



2. PhysikalischeGrundlagen

echter Geschwindigkeitsanteil in Normalenrichtung vorhanden:un = n � u = n � w 6= 0.

Kraft-Bedingungen

DieseArt von Randbedingungenwird typischerweiseverwendet,wennman die tats•achli-
chephysikalische Kraft auf eineRand
 •acheoder einegute N•aherungdaf•ur vorliegenhat.
Eine Anwendungsm•oglichkeit ist beispielsweisedie Modellierung freier Ober
 •achen. Die
Kraft-Bedingungen sind eng verbunden mit den Navier-Stokes-Gleichungen in Diver-
genzform(2.13):

�
�

@u
@t

+ (u � r )u
�

= r � � :

F•ur den kontinuierlichen Fall erh•alt man darausdirekt die �-F ormulierung (mittels Ex-
pansion des Spannungstensorsund r � u = 0). Allerdings weisenz.B. [GreshoSani98]
darauf hin, dassdie r•aumlich diskretisierten Formulierungen sich durchaus unterschei-
den.

Die Randvorgabe von Kr •aften F l•asst sich mathematisch dann folgenderma�en aus-
dr•ucken

� � n = �
�
r u + (r u)T

�
� n � p n = F; (2.27)

was sich f•ur geradeberandeteR•ander (bzw. ebeneRand
 •achen in 3D) in

�
�

@u
@n

+ r un

�
� p n = F (2.28)

umformulieren l•asst.In Bezugauf die Geschwindigkeit bedeutetdieseineNeumannrand-
bedingung.

Wir werdenderartige Problemezwar nicht behandeln,sehenaber einendeutlichen Zu-
sammenhangmit den im Anschluss beschriebenenfreien R•andern und Aus
uss-Bedin-
gungen.

Freie Randbedingungen

Die Vorgabe von freien Randbedingungenan R•andern, die quasi k•unstlich entstehen,
ist komplizierter. Aufgrund der Notwendigkeit einer BegrenzungdesRechengebietsf•ur
die numerische Simulation auch f•ur F•alle, in denendasechte physikalische Problem (zu-
mindest beinahe)unbegrenztist, ergibt sich dasProblem der Vorgabe von Randwerten,
die nicht physikalisch begr•undet sind. In der Literatur �nden sich daf•ur verschiedenste
Ans•atze (vgl. beispielsweise[GreshoSani94] f•ur einen relativ aktuellen •Uberblick). Die
Fragenach den ,,besten" oder auch nach den ,,richtigen" ist dabei noch nicht endg•ultig

12



2.2. ModellierunginkompressiblerStr•omungen

gel•ost. Schwierigkeit und L•osungsansatzzugleich ist dabei die Verbindung von Druck
und Geschwindigkeit •uber die Inkompressibilit•atsnebenbedingung(r � u = 0).

Stark verbreitet ist der Ansatz von Kraft- oder Pseudokraftbedingungen.Erstere sind
bereits in (2.27) formuliert. Explizit ausgeschrieben lauten die Gleichungenf•ur den Fall
geraderR•ander in 2D dann

2�
@un

@n
� p = n � F = Fn Normalanteil (2.29)

� (
@u�

@n
+

@un

@�
) = � � F = F� Tangentialanteil. (2.30)

Da man allerdingsin denwenigstenF•allen die echte physikalische Kraft am freien Rand
kennt, bietet sich eineVereinfachung der Bedingungenan, indem man den Term (r u)T

vernachl•assigt:
� r u � n � p n = f : (2.31)

Die Gleichungen(2.29) und (2.30) ver•andern sich dann zu

�
@un

@n
� p = f n Normalanteil (2.32)

�
@u�

@n
= f � Tangentialanteil, (2.33)

wobei f nun keineechte physikalische Kraft mehr darstellt, sondernals Pseudokraftnur
mehr einenTeil davon repr•asentiert.

Setzt man nun den tangentialen Pseudokraftanteil in (2.33) auf Null, so erh•alt man
direkt die Bedingung @u �

@n = 0. Dies entspricht genauder Randbedingung wie sie bei-
spielsweiseauch in [Griebel et al. 95] f•ur den Aus
uss beschrieben werden. Die zweite
dort verwendeteBedingung( @un

@n = 0) erh•alt man allerdings nicht so direkt: Mit (2.32)
ergibt sich eineKoppelung von Druck und Normalanteil der Pseudokraft (p = � f n ).

Mit (2.31) erh•alt man alsoNeumannrandbedingungenan die Geschwindigkeiten.

Ein typischer Fall f•ur freieRandbedingungensind Aus
ussr•ander(engl. outlet). Man be-
sitzt a priori kein Wissen•uber dasL•osungsverhalten stromabw•arts und m•ochte dennoch
eine Beschreibung desVerhaltens im abgeschnittenen Bereicht erhalten, die der realen
L•osungm•oglichst gut entspricht.

Kombination von Randbedingungen

Will man verschiedeneTypen von Randbedingungenkombinieren, so ist es n•utzlich,
sich zu vergegenw•artigen, dassaufgrund der vektorwertigen GleichungeneineArt •Uber-
lappung von unterschiedlichen Randtypen f•ur die Geschwindigkeit vorliegenkann. Wir
•ubernehmenmit der Abbildung 2.1 an dieser Stelle die gelungeneVisualisierung aus
[GreshoSani98].
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2. PhysikalischeGrundlagen

Abbildung 2.1.: VerschiedeneBereiche der Geschwindigkeitsrandbedingungen(Bild aus
[GreshoSani98], S. 383).

Als Anwendungsbeispielf•ur eineKombinierungausno-slip,Einlass-und Aus
uss-Bedingungen
seihier der Kanal genannt, denwir in dieserArbeit h•au�g ben•utzen werden.Dabei 
ie�t
durch einen horizontal durch feste W•ande (no-slip) begrenztenBereich das Fluid von
links (inlet) nach rechts (outlet) durch dasBeobachtungs- bzw. Berechnungsgebiet,wie
in Abbildung 2.2 dargestellt.
In diesemFall m•ussenwir keine Unterscheidung der R•ander in Abh•angigkeit der Ge-
schwingikeitskomponenten machen. Damit zerf•allt der Rand desGebietsin einenAnteil
mit Dirichletvorgaben f•ur u und einenTeil mit Neumannrandbedingungen:

� = � D [ � N :

Insgesamt sehenwir, dass bei s•amtlichen kontinuierlichen Randbedingungen,die wir
ben•utzen, lediglich eine Vorgabe von Geschwindigkeitsbedingungenn•otig ist. An den
Druck wird keine Bedingung gestellt, er fungiert als eine Art Hilfsvariable, die die Di-
vergenzfreiheitim Fluid sichert. Der Druck ,,erbt" auf gewisseWeiseseineRandbedin-
gungenvon der Geschwindigkeit. Bei der Beschreibung des verwendeten numerischen
Verfahrenswerdenwir sp•ater sehen,dassdies im diskreten Fall ebenfallsgilt.

2.2.6. Anfangsbedingungen

Da wir nebender Ortsvariablenx auch die zeitlich ver•anderlicheGr•o�e t bei der Betrach-
tung der instation•aren Navier-Stokes-Gleichungen ber•ucksichtigen m•ussen,sind auch
daf•ur Bedingungenanzugeben. DieseAnfangsbedingungenbeschreiben denZustand des
Fluids zum Anfangszeitpunkt t0, der typischerweiseals t0 = 0 gew•ahlt wird.
Erneut gen•ugt eine Vorgabe von Geschwindigkeitsbedingungen,der Druck muss sich
dazu passendeinstellen.In [GreshoSani98] wird explizit dargelegt,warum folgendeBe-
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2.2. ModellierunginkompressiblerStr•omungen

u=0, v=0

u=0, v=0

u=u(y)

v=0

x

y

Abbildung 2.2.: Quadratischer Ausschnitt einesKanals. In diesemFall wird der Ein
uss
durch ein parabolischesGeschwindigkeitspro�l modelliert.

dingungengelten m•ussen

r � u0 = 0 in 
 (2.34)

n � u0 = n � w0 auf � D : (2.35)

Grundlegend ist dabei, wie so oft, die Erf •ullung des Massenerhaltsauf dem gesamten
Gebiet: r � u = 0 in 
 .

Bei unserenSimulationen gehenwir h•au�g vom Ruhezustandaus.An allen Knoten des
Gebietswird dabei die Geschwindigkeit auf Null gesetzt.Das parabolische Einlasspro�l
entsteht linear innerhalb einer gewissenZeitspanne.Diese initialen Vorgaben erf•ullen
klar die gefordertenBedingungen(2.34) und (2.35).
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2. PhysikalischeGrundlagen

2.2.7. Zusammenfassender •Uberblick

Wir wollen nun noch einmal knapp daszu l•osendeSystempartieller Di�eren tialgleichun-
genin dimensionsloserForm zur Beschreibunginkompressiblerinstation•arer Str•omungen
zusammenfassen:

� Kontinuit •atsgleichung

r � u(x; t) = 0 8 (x; t) 2 
 � [0;T]

� Impulsgleichungen f•ur Newtonsche Fluide

@u
@t

+ (u � r ) u +
1
�

r p � � � u = g 8 (x; t) 2 
 � [0;T]

� Randbedingungen

u(x; t) = w(x; t) 8 (x; t) 2 � D � (0; T]

[� r u � n � p n] (x; t) = f (x; t) 8 (x; t) 2 � N � (0; T]

� Anfangsbedingungen

r � u(x; t0 = 0) = 0 8 x 2 


n � u(x; t0 = 0) = n � w0 8 x 2 � D :
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2.3. ModellierungdesFestk•orperverhaltens

2.3. Mo dellierung des Festk•orperverhaltens

F•ur einfacheTestf•alle beschr•anken wir unsauf einevereinfachte Beschreibungder Struk-
turphysik als Starrk•orperbewegung.Da unsereHerangehensweiseeherauf der Fluidseite
basiert, ersparenwir unssokomplexeFinite-Element-Beschreibungender partiellen Dif-
ferentialgleichungender Festk•orpermechanik.

Aus der Starrk•orperannahme resultieren gew•ohnliche Di�eren tialgleichungen zweiter
Ordnung. Deren Herleitung werden wir f•ur den allgemeinenFall aufzeigenund an dem
einfachen Beispiel einer starren Fahneveranschaulichen.

2.3.1. Bewegungsdi�erentialgleichungen nach Lagrange

Zur Herleitungder gew•ohnlichenDi�eren tialgleichungen,dieein Systemvon Starrk•orpern
beschreiben,gibt esin derKinetik traditionell zwei Vorgehensweisen,dasD'Alembertsche
Prinzip und dasHamiltonprinzip (siehez.B. [GreinerDiehl 74]). Beideresultierenin den
sogenannten LagrangeschenGleichungen,die die Mechanik desSystemsmodellieren.Der
grundlegendeUnterschied zwischen beidenMethoden besteht in der Betrachtungsweise
des Problems. Das D'Alembertschen Prinzip ist ein Di�eren tialprinzip, das einen be-
liebigen aktuellen Zustand mit virtuellen in�nitesimalen Nachbarzust•anden vergleicht.
Beim Hamiltonprinzip, auch Prinzip der kleinsten Wirkung genannt, wird dagegenein
integralesBahnelement variiert.

Wir verwendenhier das Hamiltonprinzip. Dabei ist die Grundidee, dassdas K•orpersy-
stem in Bezug auf das Zeitintegral seinerLagrangefunktion einen station•aren Zustand
erlangt:

Z te

t0

L(q) dt =
Z te

t0

(T(q) � V (q)) dt � ! station•ar (2.36)

Hierbei stellt q den, von der Zeit t abh•angigen,Vektor der verallgemeinertenKoordina-
ten desK•orpersystemsdar. Das bedeutet, dassetwaige holonomeZwangsbedingungen
schon ber•ucksichtigt und die Freiheitsgradeauf die e�ektiv auftretende Anzahl verrin-
gert wurden. Oft wird die Wahl der verallgemeinertenKoordinaten bereits durch die
Problemstellungnahegelegtund mussnicht eigensermittelt werden.
Die Lagrangefunktion ist de�niert als Di�erenz von kinetischer (T) und potentieller
Energie(V).

Die kinetische EnergieeinesSystemsvon n K•orpern ergibt sich ausden translatorischen
und rotatorischen Anteilen zu

T =
1
2

nX

i =1

(mi vT
i vi + ! T

i � i ! i );
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2. PhysikalischeGrundlagen

wobei mi die Masse,vi die Translationsgeschwindigkeit und ! i die Rotationsgeschwin-
digkeit desi -ten K•orpersdarstellt, der den Tr•agheitstensorzweiter Stufe � i besitzt.

F•ur die potentielle EnergiedesSystemserh•alt man

V =
nX

i =1

mi gT r i :

Dabei beschreibt r i die Referenzvektor desSchwerpunktesdesi -ten K•orpersund g den
Vektor des Ortsfaktors. F•ur eine Gravitationskraft auf der Erdober
 •ache w•urde man
beispielsweisein einemReferenzkoordinatensystemmit z-Achsein H•ohenrichtung

r i =

0

@
x i

yi

zi

1

A ; g =

0

@
0
0

9:81

1

A
hm

s2

i

erhalten.

Die Bewegungsgleichungen nach Lagrangeerh•alt man aus (2.36) mit Hilfe der Theorie
der Variationsrechnung zu

d
dt

�
@T
@_q

�
�

@T
@q

+
@V
@q

= 0: (2.37)

In denbisherigen•Uberlegungenwurdennur die konservativenKr •afte ber•ucksichtigt, also
Kr •afte, die sich ausdemPotential V ableiten lassen.M•ochten wir auch nichtkonservative
Kraftanteile QN K betrachten, so m•ussendiesein der (verallgemeinerten)Kr •aftebilanz
zus•atzlich auf der rechten Seitevon (2.37) eingebracht werden.Darunter fallen beispiels-
weisevon au�en angreifendeDrehmomente.
Soergibt sich alsodie allgemeineForm der Lagrangeschen Gleichungen:

d
dt

�
@T
@_q

�
�

@T
@q

+
@V
@q

= QN K : (2.38)

Da die verallgemeinertenKoordinaten nicht unbedingt L•angenals Einheiten zu haben
brauchen,m•ussenauch die zugeh•origenverallgemeinertenKr •afte nicht die echten Kraft-
dimensionenhaben, wie eseben bei Winkeln und zugeh•origen Drehmomenten der Fall
ist.

2.3.2. Massentr•agheitsmomente

Zur Berechnung der kinetischen Energie eines (Teil-) K•orpers ben•otigen wir dessen
Tr•agheitstensor.Im allgemeinenFall einesstarren K•orpers mit kontinuierlicher Mas-
senverteilung lautet die Berechnungsvorschrift f•ur diesenTensor im dreidimensionalen
Raum mit k•orperfestemKoordinatensystemim Ursprung (siehez.B.[Gerthsen97])
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� j k =
Z

V
� (r )(r 2� j k) dr3; j; k = 1; 2; 3 (2.39)

mit dem Kroneckersymbol � j k .

Wir untersuchenin dieserArbeit lediglich denzweidimensionalenFall von Fluid-Struktur-
Wechselwirkungen,den wir uns ja als eine Art Projektion eines3D-Problemsdenken,
das in der dritten Dimension(z) beliebig verschoben werdenkann und stets den selben
Schnitt liefert. Deshalbk•onnen bei uns also auch nur Drehungen um die z-Achse auf-
treten, die sich dann eben in der x-y-Ebeneabspielen.Das wiederumvereinfacht unsere
Beschreibung desTr•agheitstensorserheblich, dennwir m•ussennur mehr die Komponen-
te � 33 = � zz ber•ucksichtigen, die ja genaudas Tr•agheitsmoment um die z-Achse als
Hauptachsebeschreibt. Wir n•utzen (2.39) und erhalten

� zz =
Z

V
(x2 + y2) dx dy dz:

Im Folgendengeben wir nun die Tr•agheitsmomente einiger einfacher Grundk•orper mit
homogenerDichte an, die in unserenUntersuchungen verwendet werden.Dabei soll M
immer die Gesamtmasse�V bezeichnen. F•ur Drehungenum Pole au�erhalb desSchwer-
punkts muss obige Formel mit dem Satz von Steiner angepasstwerden, indem ein ge-
wichteter Verschiebungsanteil hinzukommt. Die L•angenbezeichnungensind in Abbildung
2.3 de�niert.

b

al 2R

Abbildung 2.3.: Die oberenDarstellungenvisualisierendie Drehungenvon Stab (links),
Quader (Mitte) und Zylinder (rechts) um den Schwerpunkt (obereRei-
he) bzw. um einenverschobenenAchsenpunkt (untere Reihe).

� D•unner Stab der L•angel

Drehung um Schwerpunkt

� zz =
Z

V
�x 2 dV = �y z

Z l
2

� l
2

x2 dx = M
l2

12
(2.40)
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2. PhysikalischeGrundlagen

Drehung um ein Ende

� zz = M
l2

12
+ e2

xM = M
l2

3
(2.41)

� Quader

Drehung um Schwerpunkt

� zz =
Z

V
� (x2 + y2) dV = �z

Z a
2

� a
2

Z b
2

� b
2

(x2 + y2) dx dy

= �
z
12

(ab3 + a3b) =
M
12

(a2 + b2) (2.42)

Drehung um eineKantenmitte

� zz =
M
12

(a2 + b2) + e2
xM =

M
12

(4a2 + b2) (2.43)

� Zylinder

Drehung um Schwerpunkt: Transformation desIntegrals in Polarkoordinaten x =
r cos(' ), y = r sin(' ). F•ur die Jacobimatrix J gilt

J =
�

cos(' ) � r sin(' )
sin(' ) r cos(' )

�
; jdet(J )j = r

Insgesamt erhalten wir mit dem Tansformationssatzf•ur Integrale (siehebeispiels-
weise[Koenig. 97])

� zz =
Z

V
� (x2 + y2)dV = �

Z

U
(x2(r; ' ) + y2(r; ' )) � jdet(J )j dU

= �
Z z

0

Z 2�

0

Z R

0
r 3dr d' dz =

1
2

M R2 (2.44)

2.3.3. Das Beispiel der starren Fahne

Wir wollen nun die Starrk•orperbewegungsdi�erentialgleichungen f•ur ein einfaches Bei-
spiel herleiten.
Betrachtet wird f•ur unserenzweidimensionalenFall eine Art starrer Fahne, wie sie in
Abbildung 2.4 skizziert ist. An einem im Schwerpunkt �xierter Zylinder ist am strom-
abw•arts gelegenenRand ein starrer Arm befestigt. Wir unterscheiden dabei zwei F•alle
A und B, die den Arm als d•unnen Stab (A) beziehungsweiseals d•unnen, aber ausge-
dehnten, Quader (B) modellieren. Zur Vereinfachung soll der Stab und Quader jeweils
um seinEnde im Mittelpunkt desZylinders rotieren.
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2.3. ModellierungdesFestk•orperverhaltens

Abbildung 2.4.: Die starre FahneausStab (links) und Quader (rechts).

Als verallgemeinerteKoordinate wird als Rotationsfreiheitsgradder Winkel � gew•ahlt.
Dieser l•asst nur eine Drehbewegungzu, so dassdie kinetische EnergieT nur durch die
Winkelgeschwindigkeit ! = _� gegeben ist:

T =
1
2

! 2� : (2.45)

Wenn wir f•ur die potentielle EnergieV eineGravitation in z-Richtung ber•ucksichtigen,
soist dieseunabh•angigvon � und hat auf unsereProblemstellungenkeinenEin
uss. Dies
entspricht einerstarrenFahne,die in einemFluid nur durch dessenKraft wirkung bewegt
wird. Ein realesBeispiel hierf•ur ist ein Wetterhahn, wie man ihn oft auf Kircht •urmen
�ndet.

� Fall A:

Wir verwendendasobenhergeleiteteMassentr •agheitsmoment f•ur dend•unnenStab
(2.41)

� A = M
l2

3
:

� Fall B :

F•ur den schlanken Quader nutzen wir mit (2.43) das entsprechendeTr•agheitsmo-
ment

� B =
M
12

(4a2 + b2):

Wendenwir nun die Lagrangeschen Gleichungen (2.38) auf dieseseinfache Beispiel an,
so erhalten wir

d
dt

�
@T
@_q

�
�

@T
@q

+
@V
@q

= QN K

d
dt

 
@

�
1
2 ! 2�

�

@_�

!

�
@

�
1
2 ! 2�

�

@�
+

@(0)
@�

= M a

� •� = M a; (2.46)

wobei M a das durch die Fluidwirkung von au�en hervorgerufeneDrehmoment an der
Fahnebezeichnet.
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2. PhysikalischeGrundlagen

In unseremBeispielist das,,System"gew•ohnlicher Di�eren tialgleichungen(2.46)nat•urlich
nur eineskalareGleichung, die sich f•ur zeitlich unver•anderliche •au�ere Momente M a ele-
mentar integrieren l•asst:

•� =
1
�

Ma

_� =
1
�

Ma t + � 0 (2.47)

� =
1

2�
Ma t2 + � 0 t + � 1: (2.48)

Die Integrationskonstanten � 0 und � 1 ergeben sich aus den Anfangsbedingungenf•ur
Lageund Geschwindigkeit mit den Gleichungen(2.47) und (2.48).

2.4. Grunds•atzliches zu Fluid-Struktur-W echselwirkung

Es gibt eineReiheverschiedenerAns•atze zur Modellierung von Fluid-Struktur-W echsel-
wirkungsproblemen.In [Gl•uck 03] wird daf•ur ein aktueller •Uberblick gegeben.
Der grundlegendeUnterschied der verschiedenenVerfahrenist meist in derenurspr•ung-
licher Herangehensweisebegr•undet: Der Schwerpunkt liegt mal auf der Fluid-, mal auf
Strukturseite. Daneben gibt es auch Methoden, die •uber einen partitionierten Ansatz
versuchen,die Vorteile beiderTypenzu kombinieren. •Uber einemehroder wenigerstarke
Kopplung der beidenTeilsystemeFluid und Struktur gelangtman sozu einemabwech-
selndenEinsatz der jeweiligen Progammezur Simulation der Str•omungs- bzw. Struk-
turgleichungen.Die dabei verwendetenDiskretisierungsgittersind darauf zugeschnitten.
Das Fluidgitter passt sich demnach der Strukturlage an, was typischerweise mit Hil-
fe der \Arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE)"-F ormulierung der Transportgleichungen
geschieht.

UnsereHerangehensweisebasiert dagegenmehr auf der Fluidmechanik. Wir ben•utzen
ein stark vereinfachtes Modell der Strukurphysik in Form von Starrk•orperbewegungs-
gleichungen. Daneben verwenden wir einen Ansatz mit raumfestenGittern, durch die
Eulersche Betrachtungsweiseder Str•omungsmechanik motiviert ist. Daher sind auch un-
sereStr•omungsgleichungenin der •ublichen Eulerschen Notation gehaltenund nicht •uber
ALE beschrieben.
Ver•anderungender GeometriewerdendiesemGitter mitgeteilt, sodassesstets die pas-
sendenFluidgebietebeschreibt. Der Anteil der Struktur wird im Gitter speziellmarkiert
und behandelt.DieseHerangehensweisehabenwir gew•ahlt, um die Implementierung der
Wechselwirkung •ubersichtlich und einfach zu gestalten.

Die Kopplung der Fluid- und Strukturb erechnung geschieht in jedemZeitschritt einmal,
was dem sogenannten \lo osecoupling" aus [Gl•uck 03] entspricht. Wir berechnen also
die Str•omungsl•osungf•ur die aktuelle LageeinesZeitschritts n, sowie die darausresultie-
rendenKr •afte auf die Strukur. Anschlie�end wird mit Hilfe der Starrk•orpergleichungen
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2.4. Grunds•atzlicheszu Fluid-Struktur-Wechselwirkung

Zeitschritt
n ! n + 1

Fluid-L•osung

Fluidlasten

Ausgabe

Struktur-L•osung

Berechnung der
Randgeometrie

Initialisierung

Abbildung 2.5.: •Uberblick der von uns verwendetenschwachen Kopplung .

ermittelt, wie sich die Lageder Struktur f•ur den n•achsten Zeitschritt n + 1 •andert. Dies
ist dann wiederum der Ausgangspunktf•ur die Str•omungssimulation desn•achsten Zeit-
schritts n+ 1. Damit gibt eslediglich eine

"
Iteration\ in der Kopplung. Eine schematische

VisualisierungdieserZusammenh•angegibt die Abbildung 2.5.
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3. Idee der cache-optimalen
Finite-Element-V erfahren

In diesemKapitel m•ochten wir knapp die Grundlagen der cache-optimalen Implemen-
tierung von Finite-Element-Verfahrendarlegen.Dabei st•utzen wir uns vor allem auf die
Arbeiten [G•unther 04] und [P•ogl 04] unsererArbeitsgruppe.
Wir werden auf eine m•oglichst einfache und •ubersichtliche Darstellung der Prinzipien
Wert legenund daf•ur manchmal die tieferen Zusammenh•angeund Details im Sinneder
Informatik hinten anstellen.

3.1. Speicherstrukturen moderner Prozessoren

Bei Betrachtung der Entwicklung neuer Computerkomponenten stellt man seit einiger
Zeit fest, dassdie Geschwindigkeit modernerProzessorenwesentlich schneller w•achst als
die Zugri�sgeschwindigkeit auf die ben•otigten Daten aus dem Hauptspeicher (RAM).
Dies hat zur Folge, dassein Prozessorzwar theoretisch sehr viele Rechenoperationen
pro Zeiteinheit ausf•uhren k•onnte, in der Praxis aber gezwungenist zu warten, bis der
langsamereSpeicher die gew•unschten Variablenwerte liefern kann.
Um diesesProblem zumindestetwaszu beheben, wird eineSpeicherhierarchie angelegt.
Neben dem ,,normalen" und typischerweise recht gro�en aber langsamenRAM f•uhrt
man eine oder mehrere zus•atzliche Speicherbenen ein. Typisch sind die sogenannten
Level-1- und Level-2-Caches (L1, L2), manchmal gibt es mit dem Level-3-Cache (L3)
auch noch eine Hierarchiestufe mehr. DieseZwischenspeicher tragen bei der Rechnung
Kopien der Daten desHauptspeichersund verbergendiesenquasivor der CPU-Einheit.
Einen visuellenEindruck dieserIdee soll Abbildung 3.1 vermitteln.

Die Cachessind zwar um einigeskleiner in ihrem Speichervolumen (bei XEON-Archi-
tektur beispielsweiseL1 nur im Bereich von 64KByte, L2 ca.256- 512KByte), erlauben
aber wesentlich schnellereZugri�szeiten auf die in ihnengespeichertenDaten. Die Latenz
von L1-Caches betr•agt ein bis zwei CPU-Zyklen, die der L2-Caches ca. 5 bis 10. Das
hei�t, der Prozessormuss die jeweilige Zahl an Zyklen warten, bis der ben•otigte Wert
ausdem Cache zur Verf•ugung steht. Im Vergleich zum Hauptspeicher, dessenLatenz in
etwa bei 100bis 500CPU-Zyklen liegt.

Alle Zahlenwerte h•angen nat•urlich vom konkreten Speichersystem einesRechners ab
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Festplatte

RAM

L2

L1

CPU

~ 64 KB

~ 256 - 512 KB  

~ 1 - 4 GB

Abbildung 3.1.: Visualisierunghierarchischer Speicherstrukturen modernerProzessoren.
Die Zahlenwerte rechts geben die ungef•ahre Gr•o�e der Speicher an.

und sind hier eherqualitativ zu verstehen,um einenEindruck der Gr•o�enordnungenzu
bekommen.In 3.1 ist auf der untersten Hierarchieebeneunter dem Hauptspeicher noch
der Festplattenspeicher aufgef•uhrt. Dieserwird dann relevant, wenn die ben•otigten Da-
tenmengendas Fassungsverm•ogendesHauptspeichers •ubersteigen,was bei Str•omungs-
berechnungen durchaus der Fall sein kann. Die Latenz des Plattenspeichers ist dabei
nat•urlich noch einmal um Gr•o�enordnungenh•oher.

Die oben beschriebenehierarchische Struktur der Speicher durch das\ Zwischenlagern\
von Daten in den schnelleren Caches bewirkt einen gewissenGeschwindigkeitsgewinn,
da Variablenwerte, die •ofter verwendet werden,vielleicht noch in einemder Cacheslie-
gen und nicht wieder m•uhsam aus dem Hauptspeicher geladenwerden m•ussen.Einen
derartigen Vorgangbezeichnet man als cache hit, den Vorgangdeserneut notwendigen
Ladensausdem Hauptspeicher als cache miss.
Im Allgemeinen nehmen numerische Programme auf die Struktur des Speichers und
seineVor- und Nachteile wenig bis keine R•ucksicht. Beispielsweisewerden Knoten bei
einfachen Implementierungen von Finite-Element-Verfahren oft so numeriert, dassein
Nachvollziehen f•ur den Programmierer/Benutzer einfach m•oglich ist (z.B. zeilenweise
bei regul•arem Gitter). DiesemVorteil steht jedoch dann der Nachteil gegen•uber, dass
im Speicher Spr•ungebeim Zugri� auf Knotendaten w•ahrend der Berechnung auftreten
k•onnen. Diese Spr•unge bewirken dann eben cache misses,die sich im Laufe der Be-
rechnung aufsummierenund die Laufzeit desProgrammsdurch die erzwungeneCPU-
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3.2. Grundideeder raumf•ullendenKurve

Wartezeit erheblich erh•ohenk•onnen.

Hier setztnun genauderZugangdercache-optimalenImplementierung mittels raumf•ullen-
der Kurven an.

3.2. Grundidee der raumf•ullenden Kurve

Um die im vorigen Abschnitt beschriebenenSpr•unge im Speicherzugri� zu verringern,
wurde in [G•unther 04] und [P•ogl 04] geradeeine geschickte Nummerierungder Knoten
bzw. Zellen desregelm•a�igen Gitters gew•ahlt.

Dabei wird auf die Ideevon raumf•ullendenKurven ausder Analysis zur•uckgegri�en. Die
Grundidee ist, das Einheitsintervall [0;1] surjektiv auf das Einheitsquadrat [0;1]2 bzw.
den Einheitsw•urfel [0;1]3 abzubilden.Ohne hier detailliertere mathematische Aussagen
zu zitieren, m•ochten wir nur feststellen,dasses tats•achlich derartige Kurven gibt, bei-
spielsweisedie Hilbert-Kurve oder die Peano-Kurve. Um die gleiche Kurve f•ur daszwei-
und dreidimensionaleProblem verwendenzu k•onnen,�el die Wahl auf die Peano-Kurve.
Drei Stufen der Rekursionsind in Abbildung (3.2) dargestellt.

Abbildung 3.2.: Geometrieder Peano-Kurve (Abbildung von F. G•unther): Drei Rekur-
sionsstufen.

Wie aus dieserAbbildung bereits deutlich wird, sind wir in Bezug auf unser Problem
nicht an einerramuf•ullendenKurve interessiert,die tats•achlich dasgesamte Grundgebiet
komplett •uberdeckt. Vielmehr reicht uns eineArt Polygonapproximation, die genauein-
mal durch jede Zelle unseresGebietesl•auft, alsoquasi von Mittelpunkt zu Mittelpunkt
benachbarter Zellen. Dabei bewirkt die rekursive De�nition der Peano-Kurve, dassdie
rekursive Struktur unseresGitters an Verfeinerungsstellenideal nachvollzogenwerden
kann.
Umgesetztwurde diesesKonzept f•ur zweidimensionaleAnwendungenin einem Gitter-
generator,beschrieben in [Gleirscher et. al. 03]. Aus ti�-Bildern, die Farbinformationen
•uber den Typ (innen, au�en, Rand) einer Zelle enthalten, liefert diesesWerkzeugeinen
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1 3 4 5 6 7 8 92

Abbildung 3.3.: Prinzip der linearen Abarbeitung (Abbildung von F. G•unther): Blaue
Knoten visualisierenDaten.

Zellbaum aller Level und erzeugtdie zugeh•orige Peano-Kurve.

3.3. Keller als Grundlage der Cache-E�zienz

Nun wollen wir darlegen,wie die im vorigenAbschnitt beschriebeneAbfolgeder Gebiets-
zellenentlang der rekursiven Peano-Kurve genutzt werdenkann, um einecache-optimale
Finite-Element-Methode zu verwirklichen.

Die entscheideneBeobachtung ist, dass bei einem Durchlauf des Gebiets mittels der
Peano-Kurvedie Knoten bzw. die Werte der Freiheitsgradean denKnoten einergewissen
Lokalit •at gen•ugen. Man verwendet beim •Ubergang von einer Zelle zur n•achsten die
Werte einiger Knoten sofort wieder. Andere braucht man erst sp•ater, aber immer in
einergewissenlinearenAbfolge:Sobalddie Peano-Kurve zum erstenMal eineanliegende
Zellebetritt, werdendie Daten in einerRichtung ben•otigt, beim zweitenVorbeilaufender
Kurve dann genauin umgekehrter Richtung. DiesesPrinzip erkennt man in Grundz•ugen
bereits aus der einfachen Figur in Abbildung (3.3). Die blauen Knoten visualisieren
beispielhaftdie Daten, die beim Gebietsdurchlauf gem•a� ihrer Nummerierunglinear hin
und zur•uck bearbeitet werden.

Wenn man also die jeweiligen Werte an jedem Knoten in eine Art Datenpaket packt,
dann kann man die Pakete verschiedenerPunkte im Laufe der Berechnung linear •uber-
einanderstapeln und trotzdem immer noch die passendenPakete dann abholen, wenn
siegebraucht werden.Daf•ur sind dann evtl. mehrereStapel n•otig, um Kon
ikte zu ver-
meiden.Die

"
Stapel\ (engl. \stacks") von Datenpaketen im Speicher nennenwir Keller.

Da ein Keller im Prinzip eineAbfolgevon Datenpaketenim Speicher ist, die genaulinear
abl•auft, so kann man erwarten, dassdie Anzahl der cache hits dadurch wesentlich ver-
bessertwird. Ein Cache kopiert n•amlich nicht nur den einzelnenWert der zugegri�enen
Variable in seinenSpeicher, sondernein gewissesIntervall um diesenWert. Wenn man
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dann linear von diesemWert ausweiterl•auft, sind die dann relevanten Werte meist auch
noch im Cache vorhanden.
Zus•atzlich �ndet innerhalb der Cachesdas sogenannte Prefetching statt. Dabei werden
spekulativ zum aktuellen Datenblock i auch die folgendenBl•ocke bis zum (i � k)-ten
mitgeladen.So k•onnen cache missesauch bei gr•o�erer Datenmengevermiedenwerden.
H•au�g arbeiten die Systemedabei mit einerRichtungserkennung und mit einemZusatz-
block, verwendenalsok = 1.

Da wir alsGrundlagef•ur Mehrgitterberechnungenein hierarchischesErzeugendensystem
verwenden(vgl. [Griebel 94]), reicht die einfache obige •Uberlegungnicht aus. Es kann
vorkommen,dassaufgrund der rekursiven Abarbeitung einer Zelle vor dem Wechsel in
eineNachbarzelleKon
ikte bei der Benutzung der Keller auftreten. Daher musssich die
Zahl der Keller erh•ohen,obwohl man eigentlich daran interessiertist, sowenigKeller wie
m•oglich zu benutzen.

Die Anzahl der ben•otigten Keller h•angt nat•urlich von der Dimension desbetrachteten
Gebietsab. F•ur allgemeineDimension d ist in [Hartmann 04] beschrieben, dass3d + 1
Keller ben•otigt werden. Frank G•unther hat schon in [G•unther 04] f•ur den 2-D-Fall ge-
zeigt, dassman 10 Keller ben•otigt. Dabei werden ein globaler Ein- und Ausgabestack
verwendet (sogenannte 2D-Stacks), um die Daten in der passendenReihenfolgedas er-
ste Mal einzulesenbzw. nach vollst•andiger Berechnung einesKnotens f•ur den n•achsten
Durchlauf abzulegen.Dazwischen be�nden sich niederdimensionaleStacks, die lokale
Kon
ikte abfangenund Daten solangehalten, bis ein Knoten komplett abgearbeitet ist.

Zus•atzlich zum reinenVorhandenseinder Stacks mussnat•urlich auch noch gew•ahrleistet
sein, dass je nach Knoten und Status des Knotens der richtige Stack ben•utzt wird.
Dies geschieht in [G•unther 04] durch ein umfangreiches, aber lokal deterministisches
Regelwerk.

Insgesamt ist alsoein linearesAbarbeiten der Daten entlang einesDurchlaufsder Peano-
Kurve durch das Gebiet m•oglich. Ist man mit dem Gebietsdurchlauf fertig, so startet
man erneut, diesmal aber von hinten, und l•auft r•uckw•arts die Peano-Kurve entlang.
Allerdings bewirkt dasrekursive DurchlaufeneinenanderenZellbaumf•ur jedeRichtung.
Daher stammt auch die Notwendigkeit von zwei getrennten Ein- und Ausgabestacks, die
ihre Funktion beim Umkehrender Durchlaufrichtung ebenfalls geradevertauschen.
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4. Algorithmus zur Str •omungsl•osung

Wir beschreiben in diesemKapitel den Algorithmus zur L•osungder zweidimensionalen
inkompressiblenNavier-Stokes-Gleichungen.
Nach der Darstellung der Grundideein Form der Chorinschen Projektionsmethode wid-
men wir uns intensiv der Betrachtung der Finite-Element-Formulierung. Dies ist grund-
legendf•ur weiterf•uhrende •Uberlegungenwie beispielsweisein Bezugauf die numerische
Berechnung der auftretendenKr •afte.

4.1. Die Chorinsche Projektionsmetho de

Die Grundidee unseresAlgorithmus basiert auf der Chorinschen Projektionsmethode
(vgl. [Chorin 68]). Wir w•ahlen folgendeFormulierung, die sich an [Griebel et al. 95] an-
lehnt und f•ur die Implementierung direkt verwendbar ist. Ausgehendvon den kontinu-
ierlichen Navier-Stokes-Gleichungen

@u
@t

+ (u � r ) u +
1
�

r p � � � u = g (4.1)

r � u = 0 (4.2)

w•ahlt man eine einfache Zeitdiskretisierung •uber Finite Di�erenzen. Die Zeitableitung
der Geschwindigkeit wird mittels

@u
@t

�
u(n+1) � u (n)

� t
durch Vorw•artsdi�erenzen ersetzt. Dies entspricht einem expliziten Eulerverfahren bei
der Zeitintegration. Die Gleichung 4.1 lautet somit zeitdiskret

u(n+1) � u (n)

� t
+

�
u(n) � r

�
u(n) +

1
�

r p � � � u (n) = g(n) (4.3)

F•ur bereits bekannte Geschwindigkeiten u (n) musssich der noch unbekannte Druck p
soeinstellen,dassdie neuenGeschwindigkeiten u (n+1) wiederdie Nebenbedingung(4.2)
erf•ullen. Somit muss

0 = div
�
u(n+1)

�

= div
�
u(n) + � t

�
�

�
u(n) � r

�
u(n) �

1
�

r p + � � u (n) + g(n)

� �
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gelten, was sich als Poissongleichung zur Bestimmung desDrucks zum Zeitpunkt n + 1
deuten l•asst:

� p(n+1) = � div
�

1
� t

u(n) �
�
u(n) � r

�
u(n) + � � u (n) + g(n)

�
(4.4)

Damit kann die neue unbekannte Geschwindigkeit u (n+1) direkt mit Gleichung (4.3)
fortgeschrieben werden.

Die so hergeleiteteMethode f•ur das r•aumlich kontinuierliche Problem wollen wir nun
auf eineOrtsdiskretisierungmittels Finiter Elemente •ubertragen.

4.2. Die Finite-Element-Metho de bei
Str •omungsproblemen

Wir verzichten an dieserStelleauf eineausf•uhrliche Darstellung der Theorie der Finiten
Elemente. Auch in Bezugauf die De�nitionen von schwacher Ableitung, Sobolevr•aumen
und zugeh•origen Normen verweisenwir auf Standardwerke in der Literatur wie z. B.
[Braess97] oder [Knabner et al. 00].

Wir f•uhren im Folgendenwie immer bei den Finiten Elementen folgendegrundlegende
Schritte durch:

� Herleitung der kontinuierlichen schwachen Form,

� Diskretisierung (Galerkin-Ansatz) und

� ElementweiseAssemblierung: Herleitung der Elementmatrizen.

An dieserStellewollen wir bereitsdarauf hinweisen,dasssich unserVerfahrenvon ande-
ren FE-Methoden in der Fluidmechanik unterscheidet. Wir verwendenkeinegemischten
Finiten Elemente f•ur Druck und Geschwindigkeit sondernnur einenFE-Ansatz f•ur die
Geschwindigkeitsvariablen. Der Druck ist aus rein mathematischer Sicht lediglich ein
Lagrange-Multiplikator, der die Ankoppelung der Nebenbedingungr � u = 0 bewirkt.

Obwohl wir in unserenSimulationensp•ater daraufverzichten werden,ber•ucksichtigen wir
in dennachfolgendenHerleitungenauch denGravitationsterm g. Aufgrund der einfachen
Struktur diesesTermsist daskein gro�er zus•atzlicher Aufwand.
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4.2.1. Schwache Form der Impulsgleichungen

Die Methode der Finiten Elemente st•utzt sich wesentlich auf die sogenannte schwache
Form desDi�eren tialgleichungssystems.Dabei geht man von einer punktweisenG•ultig-
keit der Gleichungen •uber auf eine Integral-gemittelte G•ultigkeit und erreicht so, dass
man wesentlich geringereGlattheitsvoraussetzungenan die L•osungenund die Problem-
daten ben•otigt. Man erweitert also den Raum der L•osungsfunktionen,indem die Pro-
blemstellungetwas abgeschw•acht wird.

Zur Herleitung der schwachen Form werdenstets folgendeSchritte durchgef•uhrt:

1.) Multiplik ation der Partiellen Di�eren tialgleichung (PDGL) mit einer geeigneten
Testfunktion s 2 S.

2.) Integration der PDGL •uber 
.

3.) Partielle Integration (Greensche Formeln, Satz von Gau�) unter Einbringung der
Randbedingungen() geringereGlattheitsanforderungen).

Gefordert wird dabei die G•ultigkeit der schwachen Form f•ur beliebigeTestfunktionen s
aus einem passendenFunktionenraum S. Diesermuss zum einen die Glattheitsvoraus-
setzungendes neuen Problems ber•ucksichtigen, zum anderenenth•alt er die Dirichlet-
Randbedingungen:

S :=
�

s 2 H 1;2 (
) j sj � n � n = 0; sj � � � � = 0
	

;

wobei H 1;2(
) den Raum der zweikomponentigen Funktionen bezeichnet, die jeweils in
H 1(
) liegen.Analog de�nieren wir den Raum U der schwachen L•osungenals

U :=
�

u 2 H 1;2 (
) j uj � n � n = w � n; uj � � � � = w � �
	

:

F•ur Szenarienmit einheitlichen Randbedingungen,wie z. B. den Kanal aus 2.2.5, ver-
einfachen sich die R•aumezu

S =
�

s 2 H 1;2 (
) j sj � D = 0
	

U =
�

u 2 H 1;2 (
) j uj � D = w
	

:

Wir kommennun zur Herleitung der SchwachenForm f•ur unserkonkretesProblem.Aus-
gangspunktdaf•ur sind die kontinuierlichen Navier-Stokes-Gleichungen (4.1) und (4.2).
Unsereschwache Form arbeitet dabei wesentlich auf den Impulsgleichungen

@u
@t

+ (u � r ) u +
1
�

r p � � � u = g;

die Kontinuit •atsgleichung wird sp•ater separatbehandelt.

33



4. Algorithmuszur Str•omungsl•osung

1.) Multiplik ation der PDGL mit einer geeignetenTestfunktion s 2 S:

Die Impulsgleichungen lauten nach Multiplik ation mit s

@u
@t

� s + (u � r ) u � s +
1
�

r p � s � � � u � s = g � s:

Hierbei bezeichnet
"
�\ stets das euklidische Skalarprodukt des R2, da u und s

jeweils 2D-vektorwertige Funktionen sind.

2.) Integration der PDGL •uber 
:
Z



_u�s dx +

Z



(u � r ) u �s dx +

1
�

Z



r p�s dx � �

Z



� u �s dx =

Z



g�s dx (4.5)

3.) Partielle Integration unter Einbringung der Randbedingungen:

Um die Glattheitsvoraussetzungenabschw•achen zu k•onnen,f•uhren wir eineparti-
elle Integration auf dem Di�usionsterm durch. Wir n•utzen

div (r u � s) = ei �
@

@x i

�
@uj

@xk
ej ek � slel

�

=
@

@x i

@ui

@xk
sk +

@ui

@xk

@sk

@x i
= � u � s + r u : r s

und den Satz von Gau�, um
Z



� u � s dx =

Z



div (r u � s) dx �

Z



r u : r s dx

=
Z

�
(r u � s) � n da �

Z



r u : r s dx (4.6)

zu erhalten. Dabei stellt n den Vektor der •au�eren Normalen an den Gebietsrand
� dar.

Auch den Integralterm mit dem Druckgradienten integrierenwir partiell:
Z



r p � s dx =

Z



div(p s) dx �

Z



p (r � s) dx

=
Z

�
(p s) � n da �

Z



p (r � s) dx : (4.7)

In Gleichung (4.6) und (4.7) verringert sich der Anteil der Ober
 •achenintegrale
jeweils auf � N = � n � D , da der Raum der Testfunktionen S geradepassendzu
den Dirichlet-Randbedingungengew•ahlt ist.

Damit erhalten wir aus Gleichung (4.5) insgesamt folgendeschwache Form der
Impulsgleichungen
Z



_u � s dx +

Z



(u � r ) u � s dx �

1
�

Z



p (r � s) dx + �

Z



r u : r s dx =

=
Z



g � s dx +

Z

� N

(r u � s) � n da �
1
�

Z

� N

(p s) � n da (4.8)
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4.2. Die Finite-Element-Methode bei Str•omungsproblemen

Die beiden Ober
 •achenintegralterme der rechten Seite lassensich •uber den Zu-
sammenhang(2.31)

� r u � n �
p
�

n = f

auch als integralesSkalarprodukt der Testfunktion s mit der kinematischen Pseu-
dokraft f auf ein in�nitesimalen Ober
 •achenelement desAus
ussrandesdeuten.
W•urde man statt unserer� � Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungendie (im
Kontinuierlichen •aquivalente) � � Formulierung verwenden,soerhielte man an die-
ser Stelle den kompletten Ausdruck desSpannungstensors� und damit die echte
physikalische Kraft F auf die Ober
 •ache im integralen Skalarprodukt mit dem
Normalenvektor n und normiert durch � .

Somit k•onnen wir die schwache Form (4.8) unseresProblems auf folgendeWeise
darstellen

Finde (u; p) 2 U � P, sodassf•ur alle s 2 S gilt:

( _u; s)0 + a(u; s) + b(p;s) = l(s); (4.9)

wobei wir die Bezeichnungen

( _u; s)0 =
Z




@u
@t

� s dx (4.10)

a (u; s) =
Z



[(u � r ) u � s + � r u : r s] dx (4.11)

b(p;s) = �
1
�

Z



p (r � s) dx (4.12)

l(s) =
Z



g � s dx +

Z

� N

f � s da (4.13)

ben•utzen.

Der Druck p in (4.9) l•asst sich - losgel•ost von physikalischer Bedeutung - hier als La-
grangeparameter(-funktion) interpretieren, die •ahnlich wie bei der Variationsrechnung
die NebenbedingungdesMassenerhaltsankoppelt. Damit wird der Druckraum zu

P =
�

p 2 L2 (
) j
Z



p(x) dx = 0; falls p nirgendsexplizit �xiert

�
:

Die Zusatzbedingungentsteht durch die Tatsache, dassder Druck bei inkompressibler
Str•omung nur bis auf eineKonstante bestimmt ist.

Die Kontigleichung r � u = 0 als Bestimmungsgleichung f•ur den Druck p ist in dieser
schwachen Form f•ur die Geschwindigkeiten nicht ber•ucksichtigt. Dies wird im folgen-
den Abschnitt nachgeholt, wo wir den •Ubergangzu einem r•aumlich diskreten System
vollziehen.
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4.2.2. Ritz-Galerkin-Ansatz: R•aumliche Diskretisierung

Grundidee der Finiten-Element-Methode (nach Galerkin) ist die Approximation von
L•osungender schwachen Form durch L•osungenvon endlichdimensionalenVariationsauf-
gaben •uber entsprechendenR•aumen.

Grundlegendf•ur denRitz-Galerkin-Ansatz zur Diskretisierungder schwachenForm (4.9)
ist daherdie Annahme,dassdie endlichdimensionalenR•aumeSh; Uh Teilr•aumevon S; U
sind:

Sh � S; Uh � U

Somit lautet das r•aumlich diskretisierte Problem in abstrakter Formulierung nun

Finde (uh ; ph) 2 Uh � Ph, so dassf•ur alle sh 2 Sh gilt:

( _uh ; sh)0 + a(uh; sh) + b(ph; sh) = l(sh): (4.14)

Fixiert man denendlichdimensionalenRaum der TestfunktionenSh und w•ahlt eineBasis
f � i gi =1 ;:::;N , so kann man jedesElement (also jede Funktion) sh durch eineLinearkom-
bination der Basisvektoren � i darstellen

sh(x; t) =
NX

i =1

�
sx

i (t) � i (x)
sy

i (t) � i (x)

�
:

Insbesondereentspricht ein Test der schwachen Form gegenalle Elemente sh nun einem
Test gegenalle Basisvektoren � i . Wir erhalten somit aus (4.14) ein System von N
Gleichungen:

Finde (uh; ph) 2 Uh � Ph, so dassf•ur alle i = 1; : : : ; N gilt:
�

_uh;
�

� i

� i

��

0

+ a
�

uh;
�

� i

� i

��
+ b

�
ph;

�
� i

� i

��
= l

� �
� i

� i

��
(4.15)

Analog zu den Testfunktionensh besitzt auch die L•osungsfunktionuh eineBasisdarstel-
lung im endlichdimensionalenTeilraum:

uh(x; t) =
NX

i =1

�
ui (t) � i (x)
vi (t) � i (x)

�
: (4.16)

Hierbei machen wir bereits die •ubliche Annahme, dassdie Basisdarstellungf•ur die Ge-
schwindigkeitskomponenten uh und vh bzw. sx

h und sy
h identisch ist. Damit entkoppeln

sich die Basisdarstellungen.Dassdiesnicht zwingendnotwendig ist, zeigendie Betrach-
tungen in [Blanke 04]. Dort werden Basisfunktionenhergeleitet, die bei divergenzfreier
L•osungauf denKanten einesElementes dieseDivergenzfreiheitauf demkompletten Ele-
ment leisten.Dies bewirkt dann geradeeineVerkopplung der Freiheitsgradevon uh und
vh.
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4.2. Die Finite-Element-Methode bei Str•omungsproblemen

N•utzen wir nun die Basisdarstellung(4.16) in (4.15), so erhalten wir mit Vertauschung
von Summation und Integration schlie�lic h

Finde u j (t) f j = 1; : : : ; N g; ph 2 Ph; so dassf•ur alle i = 1; : : : ; N gilt:
NX

j =1

��
_uj � j

_vj � j

�
;
�

� i

� i

��

0

+
NX

j =1

a
��

uj � j

vj � j

�
;
�

� i

� i

��

+ b
�

ph;
�

� i

� i

��
= l

� �
� i

� i

��
(4.17)

4.2.3. Konkrete Wahl von Gitter und Elementen

Bevor wir nun weitereRechenschritte vornhemenk•onnen,gilt es,die zur Diskretisierung
notwendigen Anteile festzulegen.Das betri�t einerseitsdie Zerlegung des Gebiets in
Teilelemente. Andererseitsm•ussenwir die Basisfunktionenauf diesenTeilelementen f•ur
die verschiedenenFreiheitsgradedesSystemsbestimmen.

Wahl des Gitters

Wir verwenden passendzu unseremGrundansatz der raumf•ullenden Peanokurve ein
Gitter, dasausquadratischen Teilelementen besteht. Diesek•onnendurch Drittelung ad-
aptiv verfeinert werden.
F•ur die Freiheitsgradestellt sich das Gitter als ein teilweiseversetztes(\partially stag-
gered") dar. Das bedeutet, dass die Geschwindigkeitsfreiheitsgradein den Ecken der
Elemente liegen, der Druck hingegenim Mittelpunkt einer Zelle angesetztwird, siehe
Abbildung 4.1.

y

x

pe

u; v

u; v u; v

u; v

Abbildung 4.1.: TeilweiseversetztesGitter.

An dieserStelle erkennt man bereits Vor- und Nachteile diesesAnsatzes.Nachteilig ist
die relativ grobe Approximation von Randgeometrien•uber eine Art

"
Kl •otzchenwelt\ .

M•ochte man beispielsweiseeinenKreis einigerma�en passendann•ahern, sobedarf esei-
ner Verfeinerungan dessenR•andern.
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4. Algorithmuszur Str•omungsl•osung

Die einfache Struktur des quadratischen Gitters erm•oglicht dagegenan vielen Stellen
eineeinfache Programmstruktur. Somacht beispielsweiseunsererekursive Beschreibung
mittels der Peanokurve s•amtliches Speichern von Referenzlistenunn•otig. DieseListen
m•ussenz.B. bei beliebigenDreiecksgittern stets mitgef•uhrt werden,damit klar ist, wel-
cher Knoten zu welchen Elementen geh•ort und welche globale Nummer (in Bezug auf
daszu l•osendeGleichungssystem)er besitzt.

Wahl der Elemente

Wir weisennochmals darauf hin, dassin unsererHerleitung der schwachen Form der
Impulsgleichungenlediglich ein FE-Ansatz f•ur die Geschwindigkeitskomponenten u und
v gemacht wurde. F•ur dieseKomponenten m•ussenwir alsoBasisfunktionen� i w•ahlen.
Der Druck dagegenbesitzt in seiner Funktion als Lagrange-Multiplikator nun einen
diskreten Satz an Parametern f pi gi =1 ;:::;M , n•amlich geradesoviele, wie es Gitterzellen
gibt (M ). Ein pi sitzt also (•uberall) in einer Zelle, und wir speichern seinenWert im
Zellmittelpunkt.

Gleichung (4.17)entspricht einemTeil eineslinearenGleichungssystems,mit dessenHilfe
die unbekannten Geschwindigkeitskoe�zien ten uj ; vj ermittelt werdenk•onnen.
Nat•urlich ist esg•unstig, die Matrix diesesSystemssod•unn besetztwie m•oglich zu halten.
Darauf hat man •uber die Wahl der Basisf � i g Ein
uss. Je kleiner der kompakte Tr•ager
einer einzelnenBasisfunktion ist, destowenigerKopplungenmit anderenKnoten treten
in der Matrix •uber derenEintr •ageauf.

Typischerweiseverwendetman einenodaleBasiseinesgewissenPolynomgradesauf Ele-
mentknoten einesGitters. Das bedeutet, dassdie Basisan den Knoten x i gerade

� i (x i ) = 1; � j (x i ) = 0 f•ur alle j 6= i; i; j = 1; : : : ; N

leisten muss.Damit ist der kompakte Tr•agereiner nodalen Basisfunktion � i geradedie
Summe aller Elemente, die den Knoten x i als Ecke besitzen. F•ur unser verwendetes
Gitter ist das in Abbildung 4.2(b) visualisiert.

Aufgrund unsereseinfach strukturierten Gitters ist eineTransformationauf ein Referen-
zelement zur Vereinfachung der Geometriebeschreibung quasiunn•otig. Formfunktionen,
als Pendant der NodalenBasisauf den Referenzelementen, und NodaleBasisselbstent-
sprechen sich gleichsamdirekt, da lediglich ein Faktor h2 beim •Ubergangauftritt. Daher
arbeiten wir im Folgendenstets direkt auf den Basisfunktionen.

Wir w•ahlen relativ einfache Basisfunktionen � i in Form einesbilinearen Ansatzesf•ur
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x

(a)

y

x

I II

III IV

h

h
i

(b)

Abbildung 4.2.: Bilineare Basisfunktion � i (a) und ihr Tr•ager (b).

die Geschwindigkeit:

� i (x)j I = 1
h2 x(h � y)

� i (x)j I I = 1
h2 (h � x)(h � y)

� i (x)j I I I = 1
h2 xy

� i (x)j IV = 1
h2 (h � x)y

9
>>>>>>>=

>>>>>>>;

x; y 2 [0;h]: (4.18)

Die Nummern I-IV beziehensich auf die vier Elemente des Tr•agersvon � i aus Figur
4.2(b). In Abbildung 4.2(a) ist � i selbstvisualisiert.

Die Geschwindigkeit u berechnet sich auf einemElement dann folgenderma�en

u(x) =
1
h2 [u0(h � x)y + u1xy + u2(h � x)(h � y) + u3x(h � y)] :

Die Nummerierung der Koe�zien ten (vgl. Abbildung 4.3) entspricht der kartesischen
Nummerierung,die bereits in [G•unther 04] verwendet wurde und auch in unseremPro-
gramm grundlegendist.

Damit stellt sich die diskretisierte Geschwindigkeit auf einemElement in jedemachsen-
parallelen Schnitt als lineare Funktion dar. Gleichzeitig sind wichtige Voraussetzungen
f•ur die Theorie der Finiten Elemente wie Stetigkeit der Ansatzfunktion auf dem kom-
pletten Gebiet oder eindeutigeL•osbarkeit der lokalen Interpolationsaufgabe erf•ullt.
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10

2 3

y

u
x

v

� 1

� 3

� 2� 4 
 e

Abbildung 4.3.: Nummerierungder Knoten und Teilr•ander auf einemElement 
 e.

4.2.4. Semidiskretisierte Navier-Stok es-Gleichungen

Nachdem nun die Basisfunktionen de�niert sind, k•onnen wir die diskrete Gleichung
(4.17) explizit aufstellen.Es ist zu beachten, dassdie dort auftretenden Integrale •uber
dasgesamte Gebiet 
 nat•urlich auch in Anteile •uber die einzelnenTeilelemente 
 e zerlegt
werdenk•onnen.Wir gehendabei davon aus,dassdie Mengerder 
 e einePartition des
Gesamtgebietes
 darstellen:


 =
M[

e=1



e
; int (
 e) \ int(
 k) = ; falls e 6= k )

Z



: dx =

MX

e=1

Z


 e
: dx: (4.19)

DieseelementweiseBetrachtungsweiseist f•ur unsereImplementierung von gro�em Vor-
teil, da wir mit der Peanokurvegeradedie einzelnenZellenbesuchen.Auch die Basisfunk-
tionen � i sind elementweisede�niert, so dasswir direkt alle Anteile desdiskreten Glei-
chungssystems(4.17) auf jedemElement in Form der Element-Assemblierungsmatrizen
ausschreiben k•onnen:

��
_uj � j

_vj � j

�
;
�

� i

� i

��

0

�
�
�
�

 e

 Ae =
Z


 e

�
� j � i 0

0 � j � i

�
dx (4.20)

a
��

uj � j

vj � j

�
;
�

� i

� i

� � �
�
�
�

 e

 C(uh)e + D e =
Z


 e
(uh � r )

�
� j

� j

�
�
�

� j

� j

�
dx

+
Z


 e

�
�

r � j � r � i

r � j � r � i

�
dx (4.21)

b
�

ph;
�

� i

� i

� � �
�
�
�

 e

 � (M e)T pe = �
Z


 e
pe (r � sh) dx = � pe

Z


 e
(r � sh) dx

= � pe

Z


 e

 
@� i
@x

@� i
@y

!

dx (4.22)
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l
��

� i

� i

�� �
�
�
�

 e

 f e =
Z


 e

�
gx � i

gy � i

�
dx +

Z

� e
N

�
f x � i

f y � i

�
da: (4.23)

Nach Integration ergeben sich f•ur unserenbilinearen Ansatz mit der Nummerierungwie
in Bild 4.3 folgendekonkrete 8 � 8-Elementmatrizen

Ae =
h2

9

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1:0 0:5 0:5 0:25 0 0 0 0
0:5 1:0 0:25 0:5 0 0 0 0
0:5 0:25 1:0 0:5 0 0 0 0
0:25 0:5 0:5 1:0 0 0 0 0

0 0 0 0 1:0 0:5 0:5 0:25
0 0 0 0 0:5 1:0 0:25 0:5
0 0 0 0 0:5 0:25 1:0 0:5
0 0 0 0 0:25 0:5 0:5 1:0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.24)

D e =
�
3

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

2:0 � 0:5 � 0:5 � 1:0 0 0 0 0
� 0:5 2:0 � 1:0 � 0:5 0 0 0 0
� 0:5 � 1:0 2:0 � 0:5 0 0 0 0
� 1:0 � 0:5 � 0:5 2:0 0 0 0 0

0 0 0 0 2:0 � 0:5 � 0:5 � 1:0
0 0 0 0 � 0:5 2:0 � 1:0 � 0:5
0 0 0 0 � 0:5 � 1:0 2:0 � 0:5
0 0 0 0 � 1:0 � 0:5 � 0:5 2:0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (4.25)

die auf Vektorender diskretenGeschwindigkeiten (u0; u1; u2; u3; v0; v1; v2; v3)T bzw. ana-
loge Beschleunigungenangewendet werden. Wir verzichten aus Platzgr•unden auf eine
explizite Darstellungder Konvektionsmatrix, die leicht im Codeeingesehenwerdenkann.

F•ur unserenAlgorithmus verwenden wir stets den Ansatz des masslumpings. Damit
werden s•amtliche Beschleunigungsbeitr•age entkoppelt und die Element-Massenmatrix
wird zu einer gewichteten Einheitsmatrix:

Ae  Ae = � ij

Z


 e
� i dx =

h2

4

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1:0 0 0 0 0 0 0 0
0 1:0 0 0 0 0 0 0
0 0 1:0 0 0 0 0 0
0 0 0 1:0 0 0 0 0
0 0 0 0 1:0 0 0 0
0 0 0 0 0 1:0 0 0
0 0 0 0 0 0 1:0 0
0 0 0 0 0 0 0 1:0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (4.26)

Diesentspricht einerSummationaller Beitr •ageauf Element-level auf denaktuellen Kno-
ten ("row summing\ , vgl. [GreshoSani98]). Programmtechnisch bedeutet dies, wie wir
im kommendenAbschnitt sehenwerden,dasswir keineL•osungeineszus•atzlichen linea-
ren Gleichungssystemsben•otigen, um mit der Chorinschen Projektionsmethode unsere
Geschwindigkeitsver•anderungenberechnen zu k•onnen.
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Mit der Element-Massenmatrix aus (4.26) erhalten wir •ubrigensin globaler Assemblie-
rung genaudie in [Blanke 04] beschriebeneMassenmatrixf•ur regul•are Gitter.

F•ur den diskreten Druckgradienten ergeben sich durch Integration die Druckgewichte
einesElementes

(M e)T =
h
2

�
� 1; 1; � 1; 1; 1; 1; � 1; � 1

� T
: (4.27)

Dies entspricht genauden Zahlenwerten, die wir erhalten, wenn wir die diskrete Konti-
gleichung auf einemElement berechnen:

0 = r � uh ) 0 =
Z


 e
r � uh dx =

Z

� e
uh � n da

=
Z

� 1

vh da+
Z

� 2

uh da �
Z

� 3

vh da �
Z

� 4

uh da

=
h
2

[v0 + v1 + u1 + u3 � v2 � v3 � u0 � u2]

) M e =
h
2

(� 1; 1; � 1; 1; 1; 1; � 1; � 1) :

Die Nummerierungder Teilkanten � i ist hierbei wie in Abbildung 4.3 gew•ahlt.

Wenn wir nun dasGleichungssystem(4.17) komplett aufstellenm•ochten, som•ussenwir
•uber alle Elemente gehenund derenBeitr •agef•ur ihre jeweiligen Knoten berechnen. Da-
mit ergebensich 2N diskreteImpulsgleichungen.Dazukommt noch die Nebenbedingung
desdiskreten Massenerhalts,die noch einmal M Gleichungenliefert.
Insgesamt stellt sich dassemidiskretisierteSystemder Navier-Stokes-Gleichungendann
folgenderma�endar

A _uh + Duh + C(uh; vh)uh � M T
x ph = f x (4.28)

A _vh + Dvh + C(uh; vh)vh � M T
y ph = f y (4.29)

M xuh + M yvh = 0; (4.30)

wobei hier eineAufteilung der Gleichungen in x- und y-Richtung vorgenommenwurde,
die sich aufgrund der entkoppelten Elementmatrizen anbietet.
Die Eintr •ageder Matrizen an den Gebietsr•andern ergeben sich dabei automatisch rich-
tig, indem nur die Beitr •agedesFluidinneren gez•ahlt werden.Nat•urlich sind uh und vh

Vektoren der DimensionN und ph ein Vektor der L•angeM .

Der diskreteDruck ph ist in unsererNotation alsoein Satzvon Lagrange-Multiplikatoren,
die die NebenbedingungdesMassenerhaltsankoppeln.
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4.2. Die Finite-Element-Methode bei Str•omungsproblemen

4.2.5. Diskrete Druck-P oissongleichung

Die semidiskretenNavier-Stokes-Gleichungen(4.28) - (4.30) sind nat•urlich noch zeitab-
h•angig. Auf diesesSystem wenden wir nun die bereits oben beschriebene Chorinsche
Projektionsmethode im semidiskretenFall an. Der kontinuierliche Divergenzoperator
wird dabei durch seindiskretesPendant mittels M x und M y ersetzt.
In [GreshoSani98] �ndet sich ein etwasandererZugang.Dort verwendet man die Zeita-
bleitung der semidiskretenKontinuit •atsgleichung (4.30)

M x _uh + M y _vh = 0

und ersetztdie Ableitungsterme _uh und _vh mit Hilfe der semidiskretenImpulsgleichungen
(4.28) und (4.29). Hierbei ist dasmasslumping erneut hilfreich.

Ergebnisist in beidenF•allenein Gleichungssystemf•ur denDruck, dasalsdiskreteDruck-
poissongleichung interpretiert werdenkann:

�
M A � 1M T

�
p(n+1)

h �
�
M xA � 1M T

x + M yA � 1M T
y

�
p(n+1)

h

= M x A � 1 [� f x + Duh + C(uh; vh)uh] � M x 

uh

� t
+ M yA � 1 [� f y + Dvh + C(uh; vh)vh] � M y 


vh

� t
(4.31)

Hierbei sollenuh; vh die Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt n bezeichnen.
Die beidenTermemit demFaktor 
 stellendendiskretenAnteil einereventuellen Verlet-
zungdesMassenerhaltsdar. In unseremZugangwird dieserTerm ber•ucksichtigt (
 = 1),
wohingegener bei [GreshoSani98] nicht auftritt (
 = 0). Damit kann der Druck bei uns
in einemsp•ateren Zeitschritt eventuelle vorangegangeneUngenauigkeiten noch ausglei-
chen.

Wir m•ochten nochmalsbetonen,dasswir diesesGleichungssystemdurch einekonsistente
Anwendungder Finite-Element-Formulierung f•ur Geschwindigkeiten unter Ber•ucksichti-
gungder NebenbedingungdesMassenerhaltserhaltenhabenund nicht auseinerdirekten
Finite-Element-Form der kontinuierlichen Druckpoissongleichung.

Stellt man eineZeile desglobalenlinearenGleichungssystems(4.31) explizit auf, sobe-
merkt man, dassder Druck aufgrund unseresregelm•a�igen Quadratgitters •uber einen
um 45� gedrehten 5-Punkte-Stern berechnet wird (vgl. Figur 4.4). Am Rand des Ge-
bietes wird dieserStern dann quasi gekappt und seineGewichtung ge•andert, was man
deutlich in den Detailrechnungen zu der Interpretation der Randbedingungenim An-
hang A erkennenkann.
Da f•ur die Druckberechnung alsonur die jeweiligen diagonalenNachbarn relevant sind,
zerf•allt der Druck in zwei unabh•angigeGebiete.
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4. Algorithmuszur Str•omungsl•osung

Abbildung 4.4.: 5-Punkte-Stern der Druckpoissongleichung: im Gebietsinneren(links)
und an verschiedenenRandszenarien

4.3. Iterative L•osung der Druckp oissongleichung

Wir verwendenin unseremAlgorithmus ein •uberrelaxiertesGau�-Seidel-Verfahren zur
L•osungder Druckpoissongleichung (4.31). Wir wollen diesesGleichungssystemschema-
tisch als

Gph = b (4.32)

schreiben und die diagonalenbzw. au�erdiagonalenAnteile von G in den Matrizen

L =

0

B
B
B
@

0 : : : : : : 0
g2;1 0 : : : 0

...
. . . . . .

...
gM ;1 : : : gM ;M � 1 0

1

C
C
C
A

; R =

0

B
B
B
@

0 g1;2 : : : g1;M
...

. . . . . .
...

0 : : : 0 gM � 1;M

0 : : : : : : 0

1

C
C
C
A

;

D = diag(g1;1; : : : ; gM ;M )

sammeln.Damit erh•alt unserVerfahrenf•ur einenIterationsschritt k  k + 1 die Gestalt

Dp(k+1)
h = �

�
� Lp(k+1)

h � Rp(k)
h + b

�
+ (1 � � )Dp(k)

h : (4.33)

Dabei stellt � den Relaxationsparameterdar. F•ur Werte von � gr•o�er als 1 wird dies
auch als SOR-Verfahrenbezeichnet (vgl. beispielsweise[Knabner et al. 00]).

DenRelaxationsparameter� w•ahlenwir im Bereich von � = 1:2. DieserWert hat sich als
bei unserenVergleichsrechnungen als g•unstig erwiesenund wird in [Knabner et al. 00]
auch von der Theorie her untermauert.

Insgesamt m•ussenwir das Gleichungssystem(4.32) nie komplett global assemblieren
sondern k•onnen stets lokal auf Element-level arbeiten, was f•ur die cache-Optimalit •at
entscheidend ist. Au�erdem ist es nicht n•otig, Anteile der Dirichlet-Randbedingungen
der Geschwindigkeiten auf die rechte Seitedes(globalen) Systemszu bringen. Das Pro-
gramm erh•alt stets die passendenWerte vor Ort und macht am Rand nur geringf•ugig
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4.4. Der Grundalgorithmusim •Uberblick

mehr Rechenarbeit alsn•otig, indem esKorrekturen f•ur Dirichlet-Randgeschwindigkeiten
berechnet und sofort wieder vergisst.

Nat•urlich sind wir ausE�zienzgr •unden auch an der Implementierung einesMehrgitter-
verfahrensf•ur unserenAlgorithmusinteressiert.TobiasWeinzierlhat sich in [Weinzierl 05]
intensiv damit besch•aftigt. Leider macht unser zellbasierterAnsatz mit der rekursiven
Peanokurve daszu einer relativ schwierigenAufgabe. Es ist nicht m•oglich, Zelldaten auf
Punkte au�erhalb einer Zelle der aktuellen Gitterfeinheit zu speichern oder abzurufen.
In [Weinzierl 05] wird deshalbauf einenanderenDruckstern ausgewichen, der gleichzei-
tig auch die Diskretisierungder Geschwindigkeit ver•andert. Diesbringt in Bezugauf die
Implementierung wieder andereProbemevor allem an den R•andern mit sich.

4.4. Der Grundalgorithmus im •Uberblick

Wir wollen kurz die Grundstruktur unseresAlgorithmus aufzeigen.Dabei verzichten
wir auf Detailbeschreibungen. Auch die Initialisierung und das postprocessingsollen
hier nicht ber•ucksichtigt werden. F•ur detaillierte Informationen verweisenwir auf die
realtive gute HTML-Dokumentation desCodesunsererArbeitsgruppe, die mit Hilfe von
Doxygen erstellt wurde (vgl. [Doxygen]).

Zeitschleife: n = 0; 1; 2; : : : (t = t0 + n � t)

- Berechne F (un
h ) = Dun

h + C(un
h )un

h

- Druckiteration: k = 1; 2; : : :

pk
h = (1 � � )pk� 1

h + � p̂k
h

- Berechne un+1
h

4.5. Randbedingungen

Die Randbedingungender Navier-Stokes-Gleichungen betre�en nur die Geschwindig-
keitswerte. F•ur den Druck haben wir im Kontinuierlichen keineexpliziten Vorgaben.
Auch diskret arbeitenwir lediglich mit Randwertenf•ur die Geschwindigkeiten. Allerdings
k•onnen wir mittels der konsistenten Druckpoissongleichung (4.31) am Rand herleiten,
wie unsereBerechnungsvorschrift im Grenzfall h ! 0 zu interpretieren ist. Im Anhang A
ist diesausf•uhrlich erl•autert. Wir wollen an dieserStelle nur kurz die Ergebnissedieser
Rechnungenanf•uhren.

Wir stellen fest, dassGeschwindigkeit und Druck die Art der Randbedingung gerade
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4. Algorithmuszur Str•omungsl•osung

u-Dirichlet u-Neumann

p-Dirichlet p-Neumann

vertauschen (vgl. obige Figur). An allen R•andern mit Dirichletvorgabe der Geschwin-
digkeit erhalten wir eine Neumannbedingung f•ur den Druck. Umgekehrt wandeln sich
Neumann-Randwerte der Geschwindigkeiten geradeum zu Dirichlet-Bedingungenan
den Druck.

In Formeln stellt sich das folgenderma�endar (vgl. Anhang A)

@p
@n

= n �
�

�
@u
@t

+ � � u � (u � r )u
�

auf � D

p = �
@un

@n
� f n auf � N :

Hierbei ist der Druck nun in seinerurspr•unglichen Form verwendet, alsonicht als kine-
matischer Druck mit 1=� gewichtet.

4.6. Kraftb erechnung

Um Fluid-Struktur-W echselwirkungenberechnen zu k•onnen,ist esentscheidend,die lo-
kal auftretendenKrafte m•oglichst genauzu ermitteln. Der Rand � K zwischenFluidgebiet
und dem betrachteten K•orper dient quasials Interface,um Ein
 •ussedeseinenBereichs
in den anderenzu •ubermitteln.
Wir wollen in diesemAbschnitt die Vor- und Nachteile von zwei M•oglichkeiten beschrei-
ben, wie man Kr •afte berechnen kann, die durch das Fluid auf Strukturen ausge•ubt
werden.

4.6.1. Kr •afte aus dem diskreten Spannungstensor

Zun•achst ist esnaheliegend,auch die Kraftb erechnung vom Kontinuierlichenins Diskrete
zu •ubertragen. Kontinuierliche Kraft-Randbedingungenhaben wir bereits in Kapitel 2
kennengelernt. Nat•urlich gilt f•ur die Berechnung von Kr •aften dieselbe Formel (2.27) wie
f•ur die Vorgabe:

F = � � n = �
�
r u + (r u)T

�
� n � p n:
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4.6. Kraftberechnung

W•urden wir denechten Wert desSpannungstensorsan einemPunkt der Begrenzung� K

desK•orpers kennen,so k•onnten wir darausdirekt die lokale Kraft an ein Randelement
•ubergeben. Mittels Integration w•are esm•oglich, •uber

FG =
Z

� K

� � n da

die von einenK•orper auf dasFluid wirkendeGesamtkraft zu berechnen.

Da wir aufgrund der L•osungder Str•omungsgleichungen •uber unserenFEM-Ansatz nur
approximative L•osungenzur Verf•ugung haben, k•onnen wir damit nur einen diskreten
Spannungstensoran einemRandpunkt ermitteln:

�
h

= �
�
r u + (r u)T

�
h

� ph: (4.34)

Der Vorteil dieserVorgehensweiseliegt darin, den Anteil desDrucks leicht separatbe-
stimmen zu k•onnen,wenn diesgew•unscht wird.

x

y

uh � 0
h = � 36

@u
@y = � 54

uh = 4
3

H = 1
9

Abbildung 4.5.: Unterschied zwischen echtem (gr•un) und numerischem (rot) Wert von
@u
@y an der Kanalwand auf grobem 27erGitter.

Dagegenist der Fehler relativ gro�, den man aufgrund der numerischen Approximati-
onsl•osungenuh und ph nun auch f•ur �

h
macht. Um daszu verdeutlichen, haben wir ein

einfachesBeispielausgew•ahlt.
Wir betrachten einenfreienKanal mit einerparabolischenDurchstr•omung (vgl. auch Ab-
schnitt 5.2). Ziel ist die Berechnung der Kr •afte auf die beidenhorizontalen W•ande.Die
H•oheH = 1=9 bewirkt, dassan der KanaloberseiteeineGeschwindigkeit mit @u

@y = � 54
herrscht. Dies ist der einzigeAnteil, der bei der Auswertung von r u in diesemFall eine
Rolle spielt. In diesemeinfachen Beispiel ist der Druckanteil p nicht sonderlich interes-
sant, da aufgrund der linearenDruckschichtung die Druckkraft an der oberenWand des
Kanals die untere geradeaufhebt. Dies geschieht kontinuierlich wie diskret. Die lokale
kontinuierliche Kraft an der Wand hat f•ur � = 1 den Wert F = (� 54; 0)T .
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4. Algorithmuszur Str•omungsl•osung

Wenn wir nun vergleichen, was unser FEM-Ansatz als Ableitung der Geschwindigkeit
an der oberstenZelle sieht (vgl. Abbildung 4.5), n•amlich gerade

uh � 0
h

= �
4 � 27

3
= � 36;

sostellenwir einenerheblichenUnterschied fest. Im allgemeinenFall werdenwir in (4.34)
f•ur den Druckterm nochmals einenFehler der Ordnung h machen.

(a)

3 4

1 2
i

C B

A

(b)

Abbildung 4.6.: (a) Motivation und (b) Bezeichnungenf•ur Druckmittelung und -Extra-
polation.

In Bezug auf den Druck haben wir mit unserer Wahl der Elemente noch ein weite-
res Problem: der Druck ist diskret nur im Zellmittelpunkt vorhanden. Aufgrund des
5-Punkte-Sternszerf•allt der Druck geradeam Hindernis in zwei Niveaus, •ahnlich den
bekannten Checkerboard-Mustern (vgl. auch Abbildung 4.6(a)). F•ur einesinnvolle Aus-
wertung am Rand m•ussteman alsoeineMittelung durchf•uhren. In [GreshoSani98] wird
daf•ur beispielsweiseeine gewichtete Mittelung der Druckwerte im Inneren und eine li-
neareExtrapolation auf denRand vorgeschlagen.Diesstellt sich f•ur uns folgenderma�en
dar

pi =

X

j

pj h2

X

j

h2
=

p1 + p2 + p3 + p4

4

pA =
3p1 � p2 + 3p3 � p4

4
; pB =

3p1 + 3p2 � p3 � p4

4
pC = pA + pB � pi : (4.35)

Die Indizierung der Druckgr•o�en ist in Abbildung 4.6(b) visualisiert. Wir haben diese
Druckmittelung auch implementiert. Allerdings bedeutet das zus•atzlich zum h•oheren
SpeicherbedarfeinenerheblichenMehraufwandvon 3 Gebietsdurchl•aufenpro Zeitschritt,
um geradedie interessanten Werte an den R•andern zu erhalten.
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4.6. Kraftberechnung

Insgesamt stellen wir fest, dassder Ansatz der Kraftb erechnung •uber �
h

nach (4.34)
f•ur unserenAlgorithmus nicht sonderlich geeignetist. Anders verh•alt essich mit den im
folgendenAbschnitt beschriebenenkonsistenten Kr •aften.

4.6.2. Konsistente Kr •afte

Die Grundideebei denkonsistenten Kr •aften ist, alle Informationen zu n•utzen,die bereits
bei der Aufstellung der FEM-Gleichungeneingehen.

Wir betrachten neben den N echten Freiheitsgradenu j auf Knoten im Gebiet 
 nun
zus•atzlich virtuelle Freiheitsgradeu j auch auf denDirichlet-Gebietsr•anderndesK•orpers.
Die zugeh•origen Knoten sollen mit N + 1; : : : ; NK nummeriert sein. Damit stellen wir
die approximative FEM-L •osungnun dar als

uh = ~uh +
NX

j =1

uj � j ; ~uh =
NKX

j = N +1

uj
~� j

vh = ~vh +
NX

j =1

vj � j ; ~vh =
NKX

j = N +1

vj
~� j :

Gleichzeitig erhalten wir in der schwachen Form (4.9) nun zus•atzliche Kraftanteile ~F f•ur
den Rand � K , da die zugeh•orige Testfunktion nur Dirichletdaten und keine(virtuellen)
Freiheitsgradenulliert:

Zusatzkraftterm in l(s) =
Z

� K

� ~� i
~� i

�
�
� ~Fx

~Fy

�
da; ~Fx=y =

NKX

j = N +1

~Fx=y;j
~� j : (4.36)

Die Basisfunktionen ~� j der virtuellen Freiheitsgradesollen die gleiche bilineare Form
haben wie � i . Allerdings erstreckt sich ihr Tr•ager nur •uber den jeweiligen Anteil im
Inneren desFluidgebietes.

Wenn wir nun die diskrete schwache Form der Impulsgleichungen (4.28) - (4.29) auch
auf die neuenvirtuellen Freiheitsgradeauf den Knoten i = N + 1; : : : ; NK erweitern, so
erhalten wir folgendenZusammenhang

Z

� K

~� i

NKX

j = N +1

~Fx;j
~� j da =

�
A _uh + Duh + C(uh; vh)uh � M T

x ph � f x

�
i

(4.37)

Z

� K

~� i

NKX

j = N +1

~Fy;j
~� j da =

�
A _vh + Dvh + C(uh; vh)vh � M T

y ph � f y

�
i
: (4.38)

Darin sind die unterschiedlichen lokalen Kr •afte ~Fi an den Randknotennun •uber Anteile
der Randmassenmatrixverkoppelt, sodassman eigentlich ein linearesGleichungssystem
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4. Algorithmuszur Str•omungsl•osung

der Dimension NK � N l•osenm•usste.Wie bei den Geschwindigkeitsfreiheitsgradenim
Fluidgebiet kann man aber auch hier f•ur den Preis einesgewissenGenauigkeitsverlustes
den Ansatz desmasslumpings verwenden.Damit entkoppeln sich die ~Fx=y;i

Z

� K

~Fx � i da = ~Fx;i

Z

� K

� i da;
Z

� K

~Fy � i da = ~Fy;i

Z

� K

� i da

und wir k•onnensieaus (4.37) bzw. (4.38) direkt lokal berechnen:

~Fx;i =
1

R
� K

~� i da

�
A _uh + Duh + C(uh; vh)uh � M T

x ph � f x

�
i

(4.39)

~Fy;i =
1

R
� K

~� i da

�
A _vh + Dvh + C(uh; vh)vh � M T

y ph � f y

�
i
: (4.40)

An festenW•andenentf •allt der Beschleunigungsanteil A _uh bzw. A _vh in (4.40)bzw. (4.40).
Die restlichen Anteile werden im Programmlauf auf Element-level sowiesoschon stets
mitb erechnet, sodasswir keinenzus•atzlichen Rechenaufwand haben. Wir m•ussenledig-
lich daf•ur sorgen,dassdie Kraftinformation am Rand nicht verlorengeht. Daher m•ussen
nun auch die entsprechendenRandpunktdaten •uber die Stacks geschoben werden.Die-
ser Aufwand ist aufgrund der im Verh•altnis zum Fluidinneren relativ geringenZahl an
Randpunkten nicht enorm.
Aufgrund der bilinearen Ansatzfunktionen ergibt sich also ein Faktor 1=

R
� K

~� i da = h
als Gewicht der rechten Seiten.

Will man nun die Gesamtkraft FR berechnen, die auf einen K•orper im Fluid wirkt, so
integriert man die diskreten Kr •afte einfach auf

FR = �
Z

� K

NKX

j = N +1

� ~Fx;j
~� j

~Fy;j
~� j

�
da: (4.41)

F•ur unserRechtecksgitter ist dasbesonderseinfach, da wir stets nur Anteile in Koordi-
natenrichtungen haben.Damit wird die Integration in (4.41) in mit Hilfe der Trapezregel
zu einer einfachen Summation der lokalen Kraftknotenwerte, gewichtet mit der halben
Gitterweite:

FR = �
Z

� K

NKX

j = N +1

� ~Fx;j
~� j

~Fy;j
~� j

�
da (4.42)

Das negative Vorzeichen in (4.41) bzw. (4.42) ist notwendig, da die Kraftrandb edingun-
genja eineKraftv orgabe auf dasFluid beschreiben. Damit erhielte man die sogenannte
St•utzkraft FS. Dieseist mit FS = � FR geradegegengleich zur Reaktionskraft, alsoder
gesuchten Kraft des Fluids auf den K•orper. In der Literatur steckt diesesVorzeichen
h•au�g in der De�nition desNormalenvektors n.

Ein kleiner Nachteil dieser Kraftb erechnungsmethode ist, dass es nicht m•oglich ist,
Kraftanteile aus Druck- und Viskosit•atsein
 •ussenzu trennen. Man erh•alt stets die ge-
samte Kraft, die f•ur uns auch v•ollig ausreichend ist.
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4.6. Kraftberechnung

Vorteilhaft ist auf jeden Fall aber die Genauigkeit dieserMethode. Wir haben das Sze-
nario des freien Kanals aus dem vorigen Abschnitt mit unseremProgramm rechnen
lassen.Die Werte von an den Wandknoten ergeben sich dabei lokal stets zu dem ana-
lytischen Wert von FS = (� 54; 0)T . Dies geschieht unabh•angig von der Gitterweite h!
Auch wenn der freie Kanal nat•urlich einespezielleSituation darstellt, so kann mit den
konsistenten Kr •aften generelldie komplette numerische Genauigkeit genutzt werden,die
der Finite-Element-Ansatz hergibt.
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5. Numerische Ergebnisse

In diesemKapitel stellenwir die Ergebnisseder numerischenSimulationen vor. Zun•achst
betrachten wir einigeallgemeineVorgaben an unserVerfahrenund gehenauf Teile des
Postprocessingsein. Anschlie�end untersuchen wir als Testbeispieledie Str•omung im
freien Kanal sowie den Kreisel
uss. F•ur dieseF•alle k•onnen wir die analytische L•osung
der Navier-Stokes-Gleichungen berechnen und wichtiger Teile des L•osungsalgorithmus
•uberpr•ufen.
Auf Berechnungen zu dem bekannten Szenarioder Nischenstr•omung ("lid-driv en cavi-
ty\ ) haben wir verzichtet. Dazu sind in [Weinzierl 05] einigeBeispieleaufgef•uhrt. Daf•ur
vergleichen wir unsereErgebnissef•ur den Fall der Stufenstr•omung mit numerischen und
experimentellen Daten der Literatur.
DiverseBenchmark-Rechnungenf•ur die Zylinderumstr•omung erm•oglichenunsschlie�lic h
eineValidierung in Bezugauf unsereKraftb erechnung.

Die Berechnung von Str•omungenum einfache bewegteHindernissewie die starre Fahne
sind zumZeitpunkt der AbgabedieserArbeit leidernoch nicht vollst•andigabgeschlossen.

5.1. Allgemeines

Wir m•ochten zun•achst einigegrundlegendeBemerkungenzu den von uns durchgef•uhr-
ten numerischen Berechnungenmachen.
Unser explizites Zeitintegrationsverfahren •uber die Chorinsche Projektionsmethode be-
wirkt, dassausStabilit •atsgr•unden die Beschr•ankung der Zeitschritt weite an die Gitter-
weite h gekoppelt ist. Wir verwendenkeinevariable Schritt weitensteuerung,n•utzen aber
die in [Griebel et al. 95] daf•ur vorgeschlagenenBedingungen

2� t
Re

<
�

1
� x2

+
1

� y2

� � 1

; jumax j� t < � x; jvmax j� t < � y; (5.1)

wobei � x und � y bei unseremGitter identisch mit h sind. Wir k•onendie maximal auf-
tretenden Geschwindigkeiten bei den verschiedenenStr•omungskon�gurationen in etwa
absch•atzen. Zus•atzlich ber•ucksichtigen wir auch einenSicherheitsfaktor der Gr•o�enord-
nung 0.5.

Als Abbruchkriterium f•ur die iterativ e Druckberechnung aus Gleichungssystem(4.31)
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verwendenwir
jj r esk jj 1 � epsjjpk

h jj 1 (5.2)

mit dem Druckresiduum resk des Iterationsschrittes k und der Maximumsnorm jj :jj 1 .
Zus•atzlich k•onnenwir die maximaleAnzahl an Druckiterationen durch einenParameter
K beschr•anken: k � K . Typische Werte von K sind in unserenRechnungen beispiels-
weise K = 100 oder K = 250. Die Toleranz eps ist normalerweise mit eps = 10� 5

vorgegeben.

In Bezug auf die Messungder Cache-Optimalit •at ist zu bemerken, dasswir s•amtliche
Ergebnissedaf•ur ausRechnungenauf eineXeon-Clustersdurchgef•uhrt haben.Die einzel-
nen Knoten sind dabei Intel XEON Doppelprozessorenmit 2.4 GHz und 512KB cache.
Mit dem Werkzeugperfex kann man explizit die auftretendenL2 cache missesmessen.
Allerdings ist esnicht m•oglich, die sogewonnenenDaten in Bezugzu bestimmten Teilen
desCodeszu setzen.
Wir haben bisher darauf verzichtet, Messungenmit cachegrind durchzuf•uhren. Dieses
Tool simuliert die Speicherhierarchie und bewirkt damit eine Laufzeitverl•angerungum
etwa den Faktor 50, was f•ur unsereGesamtlaufzeiten wesentlich zu hoch ist.
F•ur eine detaillierte Beschreibung der verschiedenenMesswerkzeugeverweisenwir auf
die Ausf•uhrungen in [G•unther 04].

Leider war esnicht m•oglich, L2 Cache-Messungenf•ur s•amtliche numerischen Ergebnisse
zu erzielen,da unsnur wenigeProzessorknotenf•ur beschr•ankte Zeitr•aumezur Verf•ugung
standen.Wennwir Messungendurchf•uhrenkonnten, ergabsich f•ur dasGesamtprogramm
stets einecache hit-rate von 98,2% oder besser.

Zur Visualisierung der Ergebnissehaben wir das Open SourceProgrammm OpenDX
verwendet (siehe [OpenDX]). Leider ist es f•ur unserezellweisegegebenen Druckdaten
nicht m•oglich, Isobarendarzustellen.Das streamline-Modul f•ur die Geschwindigkeiten
k•onnen wir zwar im Prinzip verwenden. Allerdings bedarf es einesgro�en Rechenauf-
wandesund die daraus resultierendenBilder waren oft wenig hilfreich. Daher werden
wir alle unsereErgebnissedirekt in Druck und Geschwindigkeiten darstellen.
Aufgrund der vielen Zeitschritte, die wir bei den Berechnungen geradeauf den feinen
Gittern machen m•ussen,k•onnenwir nicht in jedemSchritt die graphischen Daten spei-
chern. Diesw•urde eineenormeMengean Daten bedeutenund auch die e�ektiv e Laufzeit
unseresProgrammsnegativ beein
ussen.Wir schreiben unsereOpenDX-Dateien daher
typischerweisenur alle 500bis 1000Zeitschritte auf die Festplatte.
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5.2. TestbeispieldesfreienKanals

5.2. Testbeispiel des freien Kanals

Um dasVerhalten unseresProgrammsin Bezugauf die Aus
ussbedingungzu beobach-
ten, haben wir einigeTestf•alle zusammengestellt.
Wir betrachten die Situation, die schon in Abbildung 2.2dargestellt ist: Durch einenqua-
dratischen Ausschnitt einesKanals str•omt Fluid von links nach rechts. An den W•anden
gelten Nullrandbedingungen.Interessant ist vor allem das Verhalten am rechten Aus-
str•omrand. Wir erwarten aufgrund der Viskosit•at desFluids die Auspr•agungeiner typi-
schen parabolischen Rohrstr•omung nach Hagen-Poiseuille(vgl. z. B. [Laschka et al. 01]
oder [Batchelor 67]), soweit dasbei demrelativ kurzenKanalst•uck m•oglich ist. Bei allen
Testsben•utzen wir einerelativ kleine ReynoldszahlRe = 1. Da wir stets einekonstante
Dichte � = 1, sowie L 1 = L = 1 verwenden,ist diesgleichbedeutendmit einerViskosit•at
� = 1.

F•ur verschiedeneGitterfeinheiten haben wir zwei unterschiedliche Geschwindigkeitsvor-
gaben am linken (Einstr •om-) Rand ber•ucksichtigt. Im Fall A geben wir eine •uber die
Kanalh•ohekonstante Geschwindigkeitsverteilung vor. Dagegenverwendenwir im Fall B
ein parabolischesPro�l u(y) mit integraler Gr•o�e 1:

u(y) = � 4 h y2 + 4 h y; h =
3
2

: (5.3)

Die H•ohedesKanals in y-Richtung betr•agt 1. Zum Zeitpunkt t = 0 ist dasFluid au�er
am Einlass •uberall in Ruhe, und auch der Druck ist mit Null initialisiert. Physikalisch
gesehenprallt alsoein Fluid in Bewegungauf ein solchesim Ruhezustand.
DieseUnstetigkeit in der Randvorgabe der Geschwindigkeit, die ja einenStart mit einer
nicht divergenzfreienInitiall •osung darstellt, hat zur Folge, dass unser L•oser je nach
Feinheit des Gitters einige Zeitschritte berechnen muss, um die Divergenzfreiheit zu
erreichen. Dies ist gleichsam ein H•artetest f•ur die Berechnung. Wir werden sehen,dass
unserVerfahrendieseAnfangsschwierigkeit aufgrund der Terme � M x 
 uh

dt und � M y 
 vh
dt

in (4.31) meistert, wenngleich die Ergebnisseder ersten Rechenschritte dadurch keine
physikalisch aussagekr•aftigen Ergebnisseliefern. Das st•ort uns an dieserStelle jedoch
nicht sehr,da wir lediglich am station•aren Endzustand interessiertsind.

Aus experimentellen Untersuchungen in der Fluidmechanik ist bekannt, dassaufgrund
der Viskosit•at desFluids in einer laminaren inkompressiblenRohrstr•omung der Druck
linear mit der Lau
 •angeabf•allt, wohingegendie Geschwindigkeit erhaltenbleibt (siehez.
B. [Laschka et al. 01]). Bevor wir die Ergebnisseder numerischen Testsangeben, wollen
wir noch kurz ansprechen, was aus Sicht der kontinuierlichen Gleichungen zu erwarten
ist.
F•ur denstation•arenFall einerkontinuierlichenparabolischenGeschwindigkeitsverteilung
ist die Kontigleichung (2.7) stets erf•ullt:

0 = r � u =
@u
@x

+
@v
@y

= 0 + 0
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5. NumerischeErgebnisse

Au�erdem fallen einigeAnteile in den Impulsgleichungen(2.24) weg.Die zeitliche Ablei-
tung der Geschwindigkeit wird aufgrund der Stationarit •at zu Null. Der konvektive Term
verschwindet, da die Ortsableitungen in x-Richtung (Geschwindigkeitserhalt in Lauf-
richtung) und die vertikale Komponente v den Wert 0 haben. Der y-Anteil desLaplace-
Operators � ergibt bei parabolischem Verlauf einenkonstanten Term, der im Falle der
Modellierungvia (5.3) � 12 betr•agt. Dies ist nach denImpulsgleichungengleichzeitig der
Wert desDruckgradienten:

�
r xp
r yp

�
= �

�
� u
� v

�
=

�
� 12

0

�
:

Mit Hilfe dieserkontinuierlichen •Uberlegungenk•onnen wir nun pr•ufen, ob wir passen-
de Aus
ussrandbedingungengew•ahlt haben. Gleichzeitig haben wir die M•oglichkeit zu
testen,ob die Berechnung desdi�usiv en TermsunseresVerfahrensstimmt. Falsche Ska-
lierungse�ekte etc. k•onnenwir damit rasch feststellen.

In Bezug auf die numerischen Werte f•ur den Druck ist noch anzumerken, dassdiese
nat•urlich von der Wahl der Elemente abh•angen.Bei uns ist der Druck stets in der Mitte
einer Zelle diskretisiert, daher werden wir im Vergleich zur vollen L•ange des Kanals
am Einlass und am Auslassje eine halbe Zellbreite verlieren. Dies werden wir bei den
nachfolgendenVergleichsrechnungen stets ber•ucksichtigen.

Fall A: Konstante Geschwindigkeitsverteilung am Einlass

Wir geben eine •uber den Einlass konstante Geschwindigkeit u(y) = 4
3 vor. Die verwen-

deten regul•aren Gitter l•osendas Einheitsquadrat unterschiedlich fein auf. Dabei treten
zwischen 3 � 3 = 9 und 81� 81 = 6561Zellen auf.

1.) Gitter 3 � 3

Diesererste recht einfache Testfall erm•oglichte uns die direkte Kontrolle und Zu-
ordnung s•amtlicher Werte desProgramms,,per Hand". In Abbildung 5.1 ist der
Druck und die Geschwindigkeit nach 3 Zeitschritten der L•ange� = 0:1 angegeben.
Wir erkennenklar den linearen Druckabfall auf den (vorgegebenen) Randwert 0.
Der Wert in der Einlaufzelle betr•agt exakt pinlet = 8, was mit den obigen •Uber-
legungensch•on •ubereinstimmt: Wir erwarten den Wert 12(1 � 2

6) = 8 in den
linken Zellen.Der Wert 2=6 entspricht hier geradezweimal der halben Gitterweite
h=2 = 1=6. Die Geschwindigkeiten werden vom Einlass gleichsam durchgereicht
und bleiben erhalten, was wiederumeinemParabelpro�l am Auslassentspricht.
Im Gegensatzzu feinerenGittern stellt sich hier bereits nach wenigenZeitschrit-
ten ein station•arer Zustand ein. Auf diesemgroben Level kann dasProgramm die
Unstetigkeiten am Einlauf sehr schnell durch das Gebiet bewegenund die Diver-
genzfreiheitherstellen.
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(a) Druck p (b) Geschwindigkeiten u; v

Abbildung 5.1.: 3 � 3-Gitter im Fall A: 5.1(a) Druckverlauf, 5.1(b) Geschwindikeitsver-
lauf nach dem dritten Zeitschritt.

2.) Gitter 9 � 9

F•ur feinereGitterlevel musszuerst einegewisseZeit gerechnet werden,bevor der
station•areZustanderreicht ist, da wir eineunstetigeund globalnicht divergenzfreie
Initialgeschwindigkeit vorgegeben haben. Daher haben wir in der Abbildung 5.2
beispielhaft die Ergebnissenach dem 38. Schritt der L•ange� = 0:005 aufgef•uhrt.
Dass die Zeitschritt weite nun geringer ist als beim 3 � 3-Gitter, liegt nat•urlich
an unseremexpliziten Verfahren,was � ausStabilit •atsgr•unden an die Gitterweite
koppelt.

Am Einlauf treten aufgrund der konstanten Geschwindigkeit •uber den Rand nun
Drucksingularit•aten auf, die man in 5.2(a) gut erkennenkann. Die an denhorizon-
talen W•andenfestenFluidteilchen dr•angendie neu anstr•omendenmehr zur Mitte
und bewirken so einenvertikalen parabolischen Verlauf von u am Aus
uss.

Der zun•achst unphysikalisch hoheEingangsdruck wird vom L•osererzeugt,um die
bisherim Fluidinneren noch nicht vorhandenenGeschwindigkeiten quasidurch den
Kanal hindurchzureichen. Mit der Laufzeit stabilisierensich dieseWerte nach und
nach auf einemvern•unftigen Niveau, das am Ende dem station•aren Druckverlauf
entspricht.

Der Druck ist au�erhalb der Singularit•atsbereiche wieder linear geschichtet und
hat im Schritt 38 mit pinlet, Mitte = 10:27 fast den Wert, den man aufgrund der
bereits oben erw•ahnten •Uberlegungenmit der halbverschobenenPosition zu 10:66
erwartet. Den Ein
uss der Randsingularit•aten auf den Einlaufdruck werden wir
bei feinerenGittern noch genauerbeobachten k•onnen.
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(a) (b)

Abbildung 5.2.: 9 � 9-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
38. Zeitschritt.

3.) Gitter 27� 27

Hier ist die Situation •ahnlich wie beim 9� 9-Gitter. Erneut w•ahlenwir einekleinere
Schritt weite � = 0:0001,dasProgramm braucht alsonoch etwasmehr Zeitschritte
f•ur den station•aren Zustand. Deshalbvergleichen wir nun den fr •uhen Zeitschritt
10mit demSchritt 1000.Wir beobachten bei konstantem Ein
uss u(y) = 4

3 wieder
dasAusbilden der Ecksingularit•aten desDrucks, die in Richtung desFluidinneren
abklingen,wie man ausden Abbildungen 5.3(a) und 5.4(a) erkennenkann.

Der Druck verh•alt sich hier im erstenDrittel eindeutig nicht so linear, wie man es
aufgrund den analytischen •Uberlegungenerwarten w•urde. Diesegehenaber auch
von einerechten quadratischenRohrstr•omung aus,sodassdiesesErgebnissinnvoll
ist. Wir erhalten im Zeitschritten 1000 einen Ein
asswert des Drucks pinlet, Mitte

von 10.15,im Gegensatzzum analytischen Wert 12
�
1 � 1

27

�
= 11:5�5.

Am Aus
uss bemerken wir wiederdie erw•unschte Ausbildung einesParabelpro�ls
f•ur die Geschwindigkeit.

4.) Gitter 81� 81

DiesesGitter stellt das feinste unter den f•ur diesesBeispiel betrachteten Levels
dar. Die Zeitschritt weite betr•agt mit � = 0:00005nun die H•alfte des27erGitters.
Viele Aussagenlassensich vom 27� 27-Gitter •ubertragen.

Wir verzichten auf eineDarstellung der Ergebnissef•ur Druck und Geschwindigkeit
zu einemfr•uhen Zeitschritt, da dies keineneuenErkenntnisse bringt. Stattdessen
sind in Abbildung 5.5 dieseDaten zum Zeitschritt 1000visualisiert.
Der Druck hat nun am Einlauf den Wert pinlet, Mitte = 10:297, der sich wieder
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(a) (b)

Abbildung 5.3.: 27� 27-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
10. Zeitschritt.

unterscheidet von dem analytischen Wert 11.851.Deutlich sieht man wieder den
Bereich des Druckverlaufes, der durch die Singularit•aten gest•ort wird. Wo der
Ein
uss der Singularit•aten schwach ist, bildet sich daslineareDruckpro�l aus,was
man bei Detailbetrachtung erkennt. Das Druckmaximum der Singularit•at liegt
nun mit ca. 213.7 um etwa den Faktor 3 h•oher als beim 27er Gitter (73.5), da
wir aufgrund Gitterv erfeinerungn•aher an die wirkliche Position der Singularit•at
(Ecke) heranr•ucken.
Wie bei dengr•oberenGitterlevel ergibt sich eineparabolische Geschwindigkeit am
Auslass.
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(a) (b)

Abbildung 5.4.: 27� 27-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
Zeitschritt 1000.

(a) (b)

Abbildung 5.5.: 81� 81-Gitter im Fall A: Druck- und Geschwindigkeitsverlauf nach dem
Zeitschritt 1000.
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Fall B : Parabolische Geschwindigkeitsverteilung am Einlass

Der grundlegendeUnterschied bei der quadratischenEinlaufgeschwindigkeit ist dasFeh-
len der Drucksingularit•aten in den Ecken. Wir erwarten deshalb generell eine sch•one
lineare Druckschichtung und Druckeinlaufwerte nahe an den Werten der analytischen
•Uberlegung.
Die unterschiedlichen Feinheitsstufender Gitter sind wie in Fall A zwischen 3 und 81
Zellen pro Kante gew•ahlt. Auch die Zeitschritt weiten sind jetzt jeweils identisch zu den
BerechnungendesFalls A.

1.) Gitter 3 � 3

Auf diesemgroben Gitterlevel ist f•ur das Programm kein Unterschied zwischen
konstanter und parabolischer Geschwindigkeit zu erkennen. Die einzigenbeiden
GeschwindigkeitsfreiheitsgradedesParabelpro�ls am Einlauf haben den gleichen
Wert 4/3. Daher erhalten wir nat•urlich dieselben numerischen Ergebnissewie im
Fall A (vgl. Abbildung 5.1).

2.) Gitter 9 � 9

(a) Druck p (b) Geschwindigkeiten u; v

Abbildung 5.6.: 9 � 9-Gitter im Fall B : Druck- und Geschwindikeitsverlauf nach Zeit-
schritt 20.

In Abbildung 5.6 sind die Ergebnissef•ur das9 � 9-Gitter nach dem Zeitschritt 20
dargestellt.Wir erkennendie Auspr•agungdesParabelpro�ls auch am Auslassund
die lineare Druckschichtung.
Der Druckwert pinlet = 10:667 am Einlauf entspricht genaudem erwarteten Wert
von 12(1� 1

9) = 10:�6.
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(a) Druck p (b) Geschwindigkeiten u; v

Abbildung 5.7.: 27� 27-Gitter im Fall B : Druck- und Geschwindikeitsverlauf nach Zeit-
schritt 1000.

3.) Gitter 27� 27

Wir betrachten die n•achste VerfeinerungsstufeeinesGitter mit 27� 27 Zellen.Die
Visualisierungder Ergebnissef•ur Druck und Geschwindigkeit desZeitschritts 1000
�nden sich in Abbildung 5.7. Wieder stellt sich der lineare Druckverlauf und das
Parabelpro�l wie erwartet ein.
Am Einlauf erhalten wir einen Druck pinlet = 11:5566,der wieder sehr genauan
dem zu erwartenden Wert von 11:5�5 liegt.

4.) Gitter 81� 81

Die ErgebnissedesfeinstenGitters mit 81� 81 Zellenzum Zeitschritt 1000�nden
sich in Abbildung 5.8. Das Parabelpro�l bildet sich am Auslasswie erwartet aus,
und auch der Druck ist wieder linear geschichtet.
Der numerische Wert des Druckes am Einlass betr•agt pinlet = 11:94. Dies passt
sch•on zum analytischen Wert von 11:935.

Als Fazit der Betrachtungen der F•alle A und B l•asstsich festhalten,dassdie Druck- und
Geschwindigkeitswerte mit parabolischer Einlaufgeschwindigkeit keineSt•orungendurch
Singularit•aten und dazugeh•orige Abklinggebiete enthalten. Daher werden wir bei allen
sp•ateren Kanalrechnungen als Einlaufbedingungenstets parabolische statt konstante
Werte w•ahlen.

Abschlie�end wollen wir noch erw•ahnen,dasswir der Vollst•andigkeit halber f•ur s•amtliche
Gitterweiten auch einenentsprechendeTests f•ur die Vorgabe von divergenzfreienIniti-
albedingungen(parabolischesGeschwindigkeitsfeld auf gesamten Rechengebiet)durch-
gef•uhrt haben. Alle dieseTestshaben qualitativ und quantitativ die gleichen Ergebnisse
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(a) Druck p (b) Geschwindigkeiten u; v

Abbildung 5.8.: 81� 81-Gitter im Fall B : Druck- und Geschwindikeitsverlauf nach Zeit-
schritt 1000.

wie die nicht divergenzfreienparabolischen Startgeschwindigkeiten ergeben. Einzig die
Berechnung bedurfte weniger Zeitschritte, da die Startl •osung der Geschwindigkeit ja
bereits korrekt vorlag und nur der Druck noch den passendenWert annehmenmusste.

Nat•urlich haben wir auch eine alternative Steuerungimplementiert, die die Einlaufge-
schwindigkeit innerhalb einer vorgegebenenZeitspannelinear auf den endg•ultig vorge-
sehenenWert hochf•ahrt. DieseSteuerungliefert dieselben Ergebnisseund erweist sich
bei Problemenmit vielen Freiheitsgradenals sinnvoll, da die Rechenzeit etwas geringer
wird.
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5.3. Testbeispiel des Kreisel
usses

Einen weitereneinfachen Testfall bietet einezweidimensionaleKreiselstr•omung. Die Ge-
schwindigkeiten der Str•omung verhalten sich dabei •ahnlich wie auf einem rotierenden
Festk•orper; sie h•angenalso lediglich vom Abstand zum Drehzentrum ab:

u = y (5.4)

v = � x: (5.5)

Damit ergibt sich eineStr•omung, die die Kontinuit •atsgleichung erf•ullt

@u
@x

+
@v
@y

= 0 + 0 = 0:

Die Impulsgleichungen

0 =
@u
@t

+ (u � r )u � � � u +
1
�

r p

lauten mit (5.4) und (5.5) f•ur � = 1

�
0
0

�
=

�
0
0

�
+

�
u@u

@x + v@u
@y

u @v
@x + v@v

@y

�
� �

�
0
0

�
+

�
r xp
r yp

�
=

�
� x
� y

�
+

�
r xp
r yp

�
:

Der Druckgradient ist so an jeder Position unabh•angig von der Viskosit•at � festgelegt
und esergibt sich ein Druck, der bis auf eineKonstante c bestimmt ist:

r xp = x
r yp = y

�
p =

1
2

�
x2 + y2

�
+ c: (5.6)

Wir w•ahlen im Folgendenstets c = 0, starten alsomit einemDruck p = 0 im Drehmit-
telpunkt.

Nun wollen wir vergleichen, was unsernumerischer L•oserf•ur diesesSzenarioliefert.
Wir w•ahlendazualsGrundgebiet
 dasEinheitsquadrat [0;1]2 in zwei Au
 •osungsstufen.
Die Geschwindigkeiten sind tangential und normal zum Rand durch dessenKoordinaten
festgelegt.Auch im InnerendesGebietesgebenwir in der Initialisierung schon die richti-
genGeschwindigkeiten vor, damit der L•oserlediglich noch den Druck passendeinstellen
muss. Damit sparen wir ein zeitliches Rechnen, das im selben (station•aren) Zustand
angelangenmuss.

Als Referenzwert f•ur den Druck wollen wir stets die rechte obereEcke desEinheitsqua-
dratesbetrachten. Bei der Herleitung von Gleichung (5.6) sind wir von einemKoordina-
tenursprung im Drehzentrum ausgegangen.Deswegenm•ussenwir beim Einheitsquadrat
alle Koordinaten auf diesePosition referenzieren.
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(a) Druck p (b) Druck p: 3D-Visualisierung (c) Geschw. u; v

Abbildung 5.9.: Kreisel
uss auf 
 = [0;1]2: 9 � 9-Gitter.

� 9 � 9 Zellen

Da bei unsererDiskretisierungder Druck in der Mitte jeder Zellesitzt, m•ussenwir
auch diesePosition als Referenzbei den analytischen Werten verwenden.Somit
ergibt sich

x = y =
�

0:5 �
1

2 � 9

�
= 0:�4 (5.7)

und damit •uber (5.6) ein Druck von p = 0:1975.

Die numerischen Ergebnissesind in Abbildung (5.9) dargestellt. Sie zeigen,dass
mit dem Eckendruck von pE = 0:1360und einemReferenzwert von cnum = pZ =
� 0:0615 im Drehzentrum insgesamt genaup = pE � pZ = 0:1975erreicht wird.
Au�erdem sieht man sehrsch•on die Symmetrieder L•osung.

� 27� 27 Zellen

Als Referenzposition f•ur die rechte obere Ecke m•ussenwir wieder die lokale Git-
terweite mit ber•ucksichtigen:

x = y =
�

0:5 �
1

2 � 27

�
= 0:4814: (5.8)

Wir erhalten mit (5.6) alsoeinenDruck von p = 0:2317.

Abbildung (5.10) visualisiert die numerischen Ergebnisse.Erneut zeigt sich, dass
mit einemEckendruck von pE = 0:1554und einemReferenzwert von cnum = pZ =
� 0:0763im Drehzentrum insgesamt genaup = pE � pZ = 0:2317erreicht wird.

Generellist noch anzumerken, dassin diesemBeispielder di�usiv e Term keinenEin
uss
auf die Str•omungsverh•altnisse hat. Der Konvektionsteil liefert als einzigenNicht-Null-
Beitrag Kr •afte normal zur Str•omungsrichtung. Wir k•onnenmit diesemTestbeispielalso
nur pr•ufen, ob unser Konvektionsterm des Algorithmus in normaler Richtung stimmt
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(a) Druck p (b) Druck p: 3D-Visualisierung (c) Geschw. u; v

Abbildung 5.10.:Kreisel
uss auf 
 = [0;1]2: 27� 27-Gitter.

und ob die Skalierung generelldie richtige Gr•o�enordnung besitzt (und nicht beispiels-
weiseein Faktor h falsch gesetztist). Tats•achlich erh•alt man obigeErgebnisseauch mit
einem Konvektionsterm, der mit einer Indexvertauschung in der Herleitung berechnet
und implementiert wurde und aufgrund der Symmetrien in unseremTestfall nicht zu
erkennenist.

66



5.4. Stufenstr•omung

5.4. Stufenstr •omung

Die Stufenstr•omung bzw. "backward-facing step\ -Str•omung stellt ein interessantes Bei-
spiel dar, da uns hierf•ur einigeexperimentelle und numerische Vergleichsdatenzur Ver-
f•ugung stehen.
Bei diesemBeispielstr•omt Fluid von links nach rechts durch einenKanal, der sich bald in
Str•omungsrichtung nach unten weitet und soeineStufeerzeugt.Nach [Wall 99]verhalten
sich Str•omungen f•ur Reynoldszahlenkleiner als 1200laminar. Nach einem •Ubergangs-
bereich 1200< Re < 6600schl•agt dasVerhalten in Turbulenz um. Daher haben wir mit
Re = 100,250,500,830Szenariengew•ahlt, die noch eindeutig laminar sind.

s = 1
27

H = 2
27

L = 1

l = 2s = 2
27

x1

x3

x2

Abbildung 5.11.:Geometrieder "backward-facingstep\ -Str•omung mit De�nition der re-
levanten Vergleichsgr•o�en.

In Abbildung (5.11) ist die GeometriedieserStr•omungskon�guration dargestellt. Auf-
grund unseresspeziellenquadratischen Gitters haben wir Probleme, das bei [Wall 99]
und [Armaly et al. 83] beschriebeneVerh•altnis von Einstr•omkanalh•ohe/Stufenh•ohe ex-
akt gleich 5.2/4.9 zu w•ahlen. Dazu kommt noch die Tatsache, dasswir Geometriebe-
randungennur auf Kanten des gr•obsten betrachteten Gitters legen k•onnen, wenn wir
sicherstellen wollen, dasswir bei Gitterv erfeinerungnoch dieselbe Geometrie rechnen.
Daher haben wir f•ur unsereSimulationen ein Verh•altnis (H � s)=s = 1 gew•ahlt, wie es
auch bei [Griebel et al. 95] verwendet wird.

Neben der Geometriebeschreibung �nden sich in Abbildung (5.11) auch die De�nitio-
nen der Vergleichsgr•o�en x1, x2 und x3. Diese sogenannten "Reattachment\ -L•angen
erm•oglichen uns zusammenmit der Stufenh•ohes einenquantitativ en Vergleich mit den
Ergebnissender geradezitierten Literatur.
Bei der Ermittlung der Reynolszahlverwendenwir wie [Armaly et al. 83] und [Wall 99]
als charakteristische L•angeL1 denhydraulischen Durchmesser(doppelte Einstr•omh•ohe
2(H � s) = 2=27) und als charakteristische Geschwindigkeit die mittlere Einstr•omge-
schwindigkeit U1 = uin = 1 der parabolischen Einlaufvorgabe.

Wir haben f•ur alle Reynoldszahlenje zwei Simulation mit unterschiedlich feinen re-
gul•aren Gittern aufgef•uhrt. Das gr•obere der beiden Gitter wird im Folgendenals 243-
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Gitter bezeichnet. Es besitzt 35 = 243 Zellen auf die Gesamtl •ange L = 1 und damit
insgesamt 4212Elemente. Dagegenhat das feinere729-Gitter 37908innere Zellen. Im
Vergleich dazu rechnet [Wall 99] beispielsweisemit 7128Elementen, die allerdings den
Str•omungsverh•altnissenetwas angepasstsind.

Bevor wir die ErgenisseunsererSimulationsl•aufe f•ur die verschiedenenReynoldszahlen
au
isten, wollen wir noch kurz ansprechen,dassesbei der Ermittlung und demVergleich
der Reattachement-L •angenzwei Schwierigkeiten gibt. Einerseits haben wir geradeauf
dem groben 243-Gitter einen gewissenSpielraum bei der L•angenmessung.Wir haben
versucht, hierbei m•oglichst objektiv und einheitlich vorzugehen.Andererseitshaben wir
alsVergleichswerte in Bezugauf [Armaly et al. 83]nur die dort aufgef•uhrten Diagramme
zur Verf•ugung.DasAblesender Werte ist nicht immer ganzeinfach und sicher auch nicht
immer sehrexakt.

Ergebnisse auf dem 243-Gitter

Hinter der Stufe entsteht durch das dar•uberstr•omendeFluid ein Wirb el, der bei zu-
nehmenderReynoldszahlgr•o�er wird. Ab einemWert von Re � 500 zieht die sinkende
Viskosit•at die Str•omung im Nachlauf desWirb elsnach unten und erzeugtsoeinenwei-
teren Wirb el an der OberseitedesKanals.

Tabelle 5.1.: •Uberblick: Reattachment-L •angenx i zu Stufenh•ohes.

243- [Griebel et al. 95] [Wall 99] [Armaly et al. 83] [Armaly et al. 83]
Gitter (num.) (num.) (experimentell) (num.)

Re=100
x1/s 2.94 3.8 2.9 3.0 2.9

Re=250
x1/s 5.83 5.8 - 5.6 5.65

Re=500
x1/s 7.2 8.3 - 10.0 8.8
x2/s 6.6 9.1 - 4.1 3.8
x3/s 5.8 6.2 - 7.5 6.9

Re=830
x1/s 9.0 - 11.9 14.0 7.6
x2/s 7.6 - 10.3 8.6 6.2
x3/s 10.7 - 9.9 11.4 5.3

In Tabelle5.1haben wir die von unsgemessenenReattachment-L •angenx i im Verh•altnis
zur Stufenh•ohe s aufgelistet. Dort �ndet man auch die jeweiligen Vergleichswerte aus
[Griebel et al. 95], [Wall 99] und [Armaly et al. 83].
Die relativ gro�en Diskrepanzenzwischen experimentellen Daten aus [Armaly et al. 83]
und allen numerischen Simulationen ab einerReynoldszahlvon 500erkl•arensich ausder
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Tatsache, dassim Experiment dreidimensionaleE�ekte auftreten, die man mit einem
zweidimensionalenModell nat•urlich nicht erfassenkann. Au�erdem vernachl•assigenalle
numerischen Berechnungen den wenn auch geringen Ein
uss des Eigengewichtes des
Fluids.

Re=100Re=830

Abbildung 5.12.:Stufenstr•omung: Geschwindigkeiten und Druck f•ur Re = 830 (links)
und Re = 100(rechts). Die Bilder f•ur das243-Gitter sind jeweils zwei-
fach •uberh•oht dargestellt.

Weiterhin haben wir in Abbildung 5.12 beispielhaft Druck- und Geschwindigkeitswerte
f•ur die F•alle Re = 100 und Re = 830 visualisiert. Dabei ist zu beachten, dass der
dargestellte Bereich zweifach •uberh•oht ist und zudem nicht die tats•achliche L•ange L
desKanals zeigt, sondernnur 0:75� L. Man erkennt auf den beidenunteren Bildern die
Drucksingularit•aten an der Stufenecke.

Um die Wirb el zu erkennen,sind die •Uberblicksdarstellungenin 5.12allerdingszu klein.
Wir haben deshalbdie interessanten Bereiche f•ur Re = 100 in Abbildung 5.13(a) bzw.
f•ur Re = 830in Abbildung 5.13(b) noch einmal vergr•o�ert dargestellt. In denBildern ist
die Geschwindigkeit in Form von Nadelnvisualisiert, derenL•angeund Farbe denBetrag
am jeweiligen Punkt beschreiben.

F•ur den Fall Re = 100 haben wir die Berechnung mit Cache-Messungendurchf•uhren
k•onnen.Der Wert der L2-cache missesliegt f•ur den gesamten Programmlauf bei 1.31%,
was gleichbedeutendist mit einer cache hit rate von 98.69%.
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(a) Re = 100

(b) Re = 830

Abbildung 5.13.:Wirb el im Nachlauf der Stufe f•ur Re = 100und Re = 830.
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Ergebnisse auf dem 729-Gitter

Tabelle 5.2.: Stufenstr•omung auf 729-Gitter: x i =s f•ur 100< Re < 830

Re = 100 Re = 250 Re = 500 Re = 830
x1/s 3.05 5.79 8.10 8.75
x2/s - - 7.31 10.37
x3/s - - 6.62 7.01

Wir betrachten nun knapp die Ergebnissef•ur dieselben Szenarienwie oben, allerdings
auf einem einmal mehr verfeinerten Gitter. Nat•urlich verh•alt sich die Str•omung mit
einembzw. zwei Wirb eln im Nachlauf analogzum groben Gitter.

In Tabelle 5.2 haben wir die Verh•altnissevon Reattachement-L •angenx i zu Stufenh•ohe
s dargestellt. Erneut stellt man f•ur die eherkleinerenReynoldszahlen100und 250eine
recht gute •Ubereinstimmung mit den experimentellen und numerischen Daten fest (vgl.
Tabelle 5.1).

Re=830 Re=100

Abbildung 5.14.:Stufenstr•omung: Geschwindigkeiten und Druck f•ur Re=830(links) und
Re=100 (rechts). Die Bilder f•ur das 729-Gitter sind jeweils zweifach
•uberh•oht dargestellt.

Auch die Visualisierung f•ur Druck und Geschwindigkeit in den beidenF•allen Re = 100
und Re = 830 in Abbildung 5.14zeigt dasvom groben Gitter bekannte Bild.

Den ersten Nachlaufwirbel haben wir f•ur das feine Gitter in Abbildung 5.15(a) und
5.15(b) vergr•o�ert visualisiert.

71



5. NumerischeErgebnisse

(a) Re = 100

(b) Re = 830

Abbildung 5.15.:Wirb el im Nachlauf der Stufe f•ur Re = 100 und Re = 830 auf dem
729-Gitter.
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5.5. Zylinderumstr •omung

Die station•are bzw. zeitabh•angigeUmstr•omung einesZylinders ist das,,klassische" Bei-
spiel einer inkompressiblenzweidimensionalenStr•omung. Neben vielen experimentellen
Daten gibt eseineganzeMengean Literatur zur numerischen Simulation diesesSzenari-
os.Die BerechnungendesDFG-Benchmark [Turek et al. 97] zeigenaber auch, dassdiese
Str•omungskon�guration nach wie vor einenH•artetest f•ur Navier-Stokes-L•oserdarstellt.

Nach [Wall 99]werdenbei derZylinderumstr•omung folgendecharakteristischeStr•omungs-
bereiche unterschieden:

� station•are Umstr•omung Re < 49
� laminare Wirb elabl•osung 49 < Re < 140� 190
� •Ubergangzu 3D-Wirbelbildung 190< Re < 260
� •Ubergangzu turbulenter Abl•osung 260< Re

Interessant ist vor allem das Ph•anomen der laminaren Wirb elabl•osung, das auch als
K�arm�ansche Wirb elstra�e bekannt ist. Dabei bewirkt eine Instabilit •at der laminaren
Str•omung ein Abl•osender beidengegengleichen Wirb el im Nachlauf desZylinders. Mit
einer gewissenFrequenzschwingen die Nachlaufwirbel dann abwechselndund l•osenab.

Wir haben im Folgendennumerische Beispieleaus den beiden Bereichen gew•ahlt, die
einerein zweidimensionaleCharakteristik aufweisen:die station•areZylinderumstr•omung
bei Re = 20 und Re = 40 sowie die laminare Wirb elabl•osungbei Re = 100. F•ur diese
Reynoldszahlenhabenwird einReihenumerischer Vergleichswerte aus[Griebel et al. 95],
[Turek 98] und [Wall 99] zur Verf•ugung.

H = 1
9

ccy

ccx

L = 2
3

d

Abbildung 5.16.:Geometrie der Zylinderumstr•omung. Der Zylinder mit Zentrum in
(ccx ; ccy) = (0:0555; 0:0535)besitzt den Durchmesserd = 0:025.

In Abbildung 5.16sind geometrischen Daten f•ur die folgendenStr•omungsberechnungen
dargestellt. DieseWahl der Geometrie entspricht bis auf eine geringf•ugig gr•o�ere Ka-
nall•angegenauden Vorgaben aus [Griebel et al. 95] und [Turek et al. 97]. In [Wall 99]
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wird bei Re = 40 dagegenein Zylinder im freien Fluid betrachtet, so dassgewisseUn-
terschiede in den Vergleichsrechnungen zu erwarten sind.

Wir habendie jeweiligenVergleichsf•alle f•ur zwei Gitterfeinheiten berechnet. Dasgr•obere
243-Gitter besitzt 4374Zellen im Str•omungsgebiet,wohingegendas feinere 729-Gitter
mit 39366Zellen aufgel•ost ist. Damit liegenwir in Bezugauf die Anzahl der Elemente
auf dem 243-Gitter im Vergleich zu [Turek 98] zwischen den Levels 3 und 4 und auf
dem 729-Gitter zwischen den Levels 5 und 6. [Turek 98] weist darauf hin, dassf•ur gute
qualitativ e Ergebnissemindestensca. 8000 Zellen notwendig sind. M•ochte man auch
quantitativ aussagekr•aftige Daten erhalten, sobedarf es30000Zellen oder mehr.

Aufgrund unsererver•anderten Geometriedatengegen•uber [Griebel et al. 95], [Wall 99]
und [Turek et al. 97] haben wir nat•urlich eineeineanderecharakteristische L•angeL1 =
d = 0:025.Wir haben f•ur alle folgendenSimulationen ein linear anwachsendesparaboli-
schesEinlaufpro�l •uber die Kanalh•ohevorgegeben. Fernerhat die Dichte stetsdenWert
� = 1:0.

5.5.1. Station •arer Str •omungszustand

Re = 20

DiesesBeispiel entspricht genaudem station•aren 2D-Testfall aus [Turek et al. 97]. Die
hierbei relevanten Vergleichsdaten sind: L•angeder RezirkulationszoneL � im Nachlauf
desZylinders, Druckdi�erenz � p zwischen Staupunkt vorne am Zylinder und dem ge-
gen•uberliegendenPunkt auf der Zylinderr•uckseite, sowie die Druckbeiwerte

cd =
2Fx

� u2
in L1

; cl =
2Fy

� u2
in L1

:

Abbildung 5.17.:Zylinderumstr•omung bei Re = 20:Widerstands-(links) und Auftriebs-
beiwert (rechts).

F•ur unsereWahl der Str•omungskon�guration bedeutetdies,dasswir die Kraft werte des
Programms jeweils mit einem Faktor 80 gewichten m•ussen,um die Druckbeiwerte zu
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(a) (b)

(c)

Abbildung 5.18.:Zylinderumstr•omung bei Re = 20: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessenNachlaufzone(c). Hier ist
auch der echte Zylinder und dasdarausvom Programmermittelte Hin-
dernis visualisiert.

erhalten. Die charakteristische L•angeL1 = d = 0:025ist bei uns genauvier mal kleiner
als in [Turek et al. 97]. DiesenGeometriefaktor G = 4 m•ussenwir bei L•angenangaben
stets ber•ucksichtigen.

In Abbildung 5.18 haben wir Str•omungsverh•altnisse im station•aren Zustand f•ur das
243-Gitter dargestellt. Das Ablesen der Rezirkulationsl•ange ist auf diesem eher gro-
ben Gitter mit Schritt weite h = 1=243 nat•urlich nicht ganz eindeutig. Wir messen
L � � 5h = 0:0205,was mit dem oben erw•ahnten Geometriefaktor G zu GL � � 0:0823
wird. Im Vergleich dazu wird in [Turek et al. 97] ein Bereich von 0.0842bis 0.0852an-
gegeben.
In Bezugauf die Druckdi�erenz � p direkt vor und hinter dem Zylinder verwendenwir
gemittelte Vergleichswerte wie in (4.35). Damit erhalten wir einenWert von � p = 2:28,
der im Vergleich zum Referenzwert 0.117wesentlich zu hoch ist.
Eine Visualierung der Druckbeiwerte �ndet sich in Abbildung 5.17. Wir beobachten
einen Einschwingvorgang aufgrund des Erreichens des vollen Parabelpro�ls erst nach
T = 0:1 und aufgrund der relativ engenVorgabe von K = 100in Bezugauf die maximal
erlaubte Anzahl von Druckiterationen. Danach stabilisierensich Widerstands-und Auf-
triebsbeiwert im station•arenZustandbei cd = 4:728bzw. cl = 0:025.Die Vergleichswerte
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aus [Turek et al. 97] betragencd = 5:580und cl = 0:0107.

Wir wollen abschlie�end die Ergebnisseder selben Kon�guration auf dem feinen 729-
Gitter darstellen.

Bei der Kraftb erechnung konnten wir einen kleinen aber wirkungsvollen Programmier-
fehler leider erst knapp vor der Fertigstellung dieserArbeit eliminieren. Dieser Fehler
betri�t lediglich daskorrekte Aufsammelnder Kraftanteile in y-Richtung. F•ur die Simu-
lationen auf dengrobenGittern stellt daskein Problem dar, wir konnten die Berechnun-
geneinfach wiederholen.In Bezugauf die feinen729-Gitter sind die Ersatz-Simulationen
aufgrund der langenLaufzeit derzeit noch nicht abgeschlossen.
Deshalbk•onnen wir alle Vergleichsdatenbis auf die korrekten Auftriebsbeiwert cl dar-
stellen. Insbesonderesind bei dem festen Hindernis die Str•omungsverh•altnisse durch
Fehler in der Kraft nat•urlich nicht betro�en, so dassdie Visualisierungenstimmen.

(a) (b)

(c)

Abbildung 5.19.:Zylinderumstr•omung bei Re = 20: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessenNachlaufzone(c) auf dem
729-Gitter.

In Abbildung 5.19 sind die Ergebnissedes feinen Gitters dargestellt. Wir haben die
Nachlaufzonediesmalmit Geschwindigkeitspfeilenvisualisiert, damit man dasHindernis
gut identi�zieren kann.
Wir messeneineNachlau
 •angevon L � � 17h, wasmit dem Geometrieskalierungsfaktor
G = 4 einen Wert von 0.0932 liefert. Die Druckdi�erenz ergibt mit � p = 2:62 wie
beim groben Gitter einenh•oherenWert als in [Turek et al. 97].Der Widerstandsbeiwert
cd = 5:317 liegt auf dem feinenGitter nun n•aher am Vergleichswert 5.58.
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Alle Ergebnissesind im •Uberblick in Tabelle 5.3 nochmals den Werten desDFG-Bench-
marks gegen•ubergestellt.

Tabelle 5.3.: Zylinderumstr•omung bei Re = 20: •Uberblick der Referenzwerte.

L � cd cl � p
243-Gitter 0.0823 4.728 0.025 2.29
729-Gitter 0.0932 5.317 - 2.62

[Turek et al. 97] 0.0847 5.580 0.0107 0.117

Im Anhang B ist mit B.1 eine Abbildung des station•aren Str•omungszustandesf•ur Re
= 26 enthalten, die ausexperimentellen Untersuchungenentstand und in [Van Dyke 82]
zu �nden ist. Man erkennt dort sch•on die beidengegenl•au�gen Nachlaufwirbel, die wir
auch in unsererSimulation erhalten haben.

Re = 40

Die station•are Zylinderumstr•omung bei einer Reynoldszahlvon 40 wird in [Wall 99]
beschrieben. Leider werden dort als Referenzwerte nur das Verh•altnis von Rezirkula-
tionsl•angezu Zylinderradius 2L � =d und der Winkel � desAbl•osepunktesam Zylinder
angegeben. Die Druckdi�erenz � p l•asstsich ausdem dort angegebenenDruckverlauf zu
� p = 0:95 bestimmen.

Den Winkel � k•onnenwir auf dem groben 243-Gitter nicht wirklich messenund selbst
beim feinen Gitter ist das nicht sehr genau.Daher beschr•anken wir uns auf einen Ver-
gleich von 2L � =d.
Die ErgebnisseunsererSimulation sind in Abbildung 5.20dargestellt.Wie erwartet wird
die Nachlaufzoneaufgrund der h•oherenReynoldszahlim Vergleich zum vorhergehenden
Beispiel mit Re = 20 nun l•anger.
Wir ermitteln aus Abbildung 5.20(c) ein Verh•altnis 2L � =d � 3:52. Dagegengibt Wall
einenWert von 4.27an. In Bezugauf denDruckunterschied erreichen wir mit � p = 1:99
wieder einenerheblich h•oherenWert als die Referenz.

Bevor zu den Ergebnissendesfeineren729-Gitters kommen,geben wir noch die Druck-
beiwerte im station•aren EndzustandunsererRechnung an:

cd = 3:409; cl = � 0:014:

Auf dem729-Gitter �nden wir dasobenbeschriebeneVerhaltenbest•atigt. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 5.21zusammengefasst.

Der Druckunterschied � p ist •ahnlich zum groben Gitter mit � p = 2:33 wieder relativ
hoch. Dagegenist das Verh•altnis von Rezirkulationsl•ange zu Zylinderradius 2L � =d =
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(a) (b)

(c)

Abbildung 5.20.:Zylinderumstr•omung bei Re = 40: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessenNachlaufzone(c).

4:279 jetzt praktisch identisch mit dem in [Wall 99] angegebenen Wert von 4.27. F•ur
den Widerstandsbeiwert erhalten wir cd = 3:88. Der Winkel � zwischen x-Achse mit
Zentrum im Zylinderzentrum und der Position der Abl •osungder Nachlaufwirbel betr•agt
etwa 48� .

Tabelle 5.4.: Zylinderumstr•omung bei Re = 20: •Uberblick der Referenzwerte.

L � =R cd � p �
243-Gitter 3.520 3.40 1.99 -
729-Gitter 4.279 3.88 2.33 48�

[Wall 99] 4.270 - 0.95 52�

In Tabelle 5.4 sind die Vergleichswerte nochmals aufgelistet.

Die Visualisierungeineszu dieserKon�guration nahezuidentischen Experimentes ist in
Anhang B zu �nden. Dort wird in B.2 ein freier Zylinder bei Re = 41 umstr•omt. Man
erkennt sehrsch•on die Rezirkulationszonemit den beidenstation•aren Wirb eln.
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(a) (b)

(c)

Abbildung 5.21.:Zylinderumstr•omung bei Re = 40: Geschwindigkeits- (a) und Druck-
verlauf (b) um den Zylinder, sowie dessenNachlaufzone(c) auf dem
729-Gitter.
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5.5.2. Instation •arer Str •omungszustand: K�arm�ansche Wirb elstra�e

In diesemAbschnitt stellen wir die numerischen Ergebnissef•ur die instation•are Zylin-
derumstr•omung vor. Wie bei den vorherigen Beispielenvergleichen wir auch hier das
gr•obere 243-Gitter mit dem 729-Gitter. Wir vergleichen einerseitsdie Referenzwerte
aus [Turek et al. 97], andererseitshaben wir mit den Bildern aus [Turek 98] auch einen
direkten graphischen Vergleich in Bezugauf die Druckbeiwerte.

Alle Rechnungenliefenbis zu einerGesamtzeit von T = 2 Sekundenin unsererZeitskala.
Dasentspricht aufgrundder dimensionslosenZusammenh•angeeinerEndzeit von TD F G =
8 in der Skala von [Turek 98], die bei ihren Vergleichsrechnungen TD F G = 5 verwenden.

t = 1:92

t = 1:90

t = 1:88

Abbildung 5.22.:Zylinderumstr•omung bei Re = 100: L•osungzu drei Zeitschritten, die
zusammeneinehalbe Periode ergeben: 0:04 � 0:0838=2.

Wir stellen nun unsereErgebnissedes243-Gitters vor. Die Ver•anderungvon Druck und
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Geschwindigkeit •uber etwa die H•alfte einer Periode sind in Abbildung 5.22 dargestellt.
Die PeriodendauerTper konnten wir mit Hilfe der Kraftk oe�zien ten auf Tper = 0:0838
Sekundenermitteln. Damit ergibt sich eineStrouhalzahl von

St :=
L1

�uin Tper
=

0:025
0:0838

= 0:298 (5.9)

DiesesErgebnisstimmt sehr gut mit dem Referenzwert von St = aus [Turek et al. 97]
•uberein. Wir erhalten ferner eineDruckdi�erenz von � p = 1:87 sowie maximale Druck-
beiwerte cd;max = 2:63 und cl ;max = 497. Die Vergleichsdatenaus [Turek et al. 97] sind
� p = 2:48, cd;max = 3:23 und cl ;max = 1:0. Wir sehenalso, dassder dort beschriebene
E�ekt f•ur grobe Gitter tats•achlich eintritt: Obwohl die Str•omung die typische Wir-
belabl•osung aufweist, sind die quantitativ en Ergebnissenicht sonderlich nahe an der
Realit•at. Eine •Uberpr•ufungender Rechnungen

"
nach Optik\ liefert alsokeineGarantie

f•ur ein gutesVerfahrenbzw. eineausreichendeDiskretisierung.

Abbildung 5.23.:Zylinderumstr•omung bei Re = 100:Auftriebsbeiwert cl unsererRech-
nungen(links) und Graphik aus [Turek 98] (rechts).

Au�erdem haben wir den zeitlichen Verlauf der Widerstand- und Auftriebsbeiwerte in
Abbildung 5.23bzw. 5.24zusammenmit den entsprechendenGraphiken aus [Turek 98]
dargestellt. Wir be�nden uns mit dem 243-Gitter in Bezug auf die Anzahl an Zellen
geradezwischen Level 3 (hellblau) und Level 4 (pink) der DFG-Rechnungen.Dies wird
am Auftriebsbeiwert in 5.23 besondersdeutlich, wo unsereWerte auch genauzwischen
den Verl•aufendieserbeidenLevels liegen.

Die Messungenin Bezugauf die Cache-PerformancehabeneinenAnteil von 1.52%cache
missesergeben. DieserWert entspricht wieder einer guten cache hit rate von 98.48%.
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5. NumerischeErgebnisse

Abbildung 5.24.:Zylinderumstr•omung bei Re = 100: Widerstandsbeiwert cd unserer
Rechnungen(links) und Graphik aus [Turek 98] (rechts).

Wenn wir die numerischen Ergenisseunseresfeinen 729-Gitters betrachten, so stellen
wir einedeutliche Verbesserungin Bezugauf die Referenzwerte fest. Aus den Verl•aufen
der Druckbeiwerte l•asstsich einePeriodendauerTper = 0:084ableiten. Dies ergibt nach
(5.9) zusammenmit dem Zylinderdurchmesserd eineStrouhalzahl von St = 0:297.
Fernererhalten wir maximaleDruckbeiwerte von cd = 3:25 und 1:05.Die Druckdi�erenz
bel•auft sich nun auf � p = 2:23.
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Abbildung 5.25.:Zylinderumstr•omung bei Re = 100 auf dem 729-Gitter: Auftriebsbei-
wert cl (links) und Widerstandsbeiwert cd (rechts).

In Abbildung 5.26sind die Ergebnissef•ur Druck und Geschwindigkeit visualisiert. Wie-
der betr•agt der ausgew•ahlte Zeitraum in etwa einehalbe PeriodendauerTper = 0:084.

Schlie�lic h sind die zeitlichen Verl•aufevon Auftriebs- und Widerstandsbeiwerten in Ab-
bildung 5.25dargestellt.
Der Auftriebsbeiwert ist aufgrunddesobenerw•ahnten Programmierfehlersbei der Kraft-
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5.5. Zylinderumstr•omung

berechnung nur bis Zeitschritt 54000dargestellt,da die Ersatzsimulation erst bis dorthin
gerechnet hat. Man sieht aber in Analogie zum groben Gitter, dassdie endg•ultige Am-
plitude der Schwingungenschon erreicht ist, sodassder cl -Verlauf bereitsaussagekr•aftig
ist.

Tabelle 5.5.: Zylinderumstr•omung bei Re = 100: •Uberblick der Referenzwerte.

cd;max cl ;max St � p
243-Gitter 2.63 0.49 0.298 1.87
729-Gitter 3.25 1.05 0.297 2.23

[Turek et al. 97] 3.23 1.00 0.299 2.48

S•amtliche Ergebnissef•ur die Referenzwerte desgrobenund feinenGitters sind in Tabelle
5.5 nochmals den Vergleichsdaten aus [Turek et al. 97] gegen•ubergestellt. Mit dem fei-
neren 729-Gitter erhalten wir wie erho�t eindeutig bessereErgebnisse.Allerdings liegt
die Zahl der ca. 39000Gitterzellen nur knapp •uber der desLevel 5 aus [Turek 98]. Dies
erkennt man auch am Verlauf unseresWiderstandsbeiwertes:Das Niveau,um dascd in
5.25(b) schwingt, entspricht relativ genaudem von Level 5 (rot) in 5.24(b).

Abschlie�end verweisenwir auf Anhang B, wo in Abbildung B.3 ein experimentelles Er-
gebnisder K�arm�anschen Wirb elstra�e f•ur Re = 105 aus [Van Dyke 82] dargestellt ist.
Die abl•osendenWirb el k•onnensich dort nat•urlich relativ ungest•ort vertikal ausdehnen,
da die W•andedesExperimentalkanalseinenwesentlich gr•o�eren Abstand zum Zylinder
besitzen.
Auch in der Natur tritt das Ph•anomender K�arm�anschen Wirb elstra�e auf. So ist bei-
spielsweisein [Griebel et al. 95] mit Bild 11.9auf Seite185ein Satellitenbild dargestellt,
dasdie an einer Insel im Atlantik abl•osendeWolkenverwirbelung zeigt.
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5. NumerischeErgebnisse

t = 1:928

t = 1:896

t = 1:880

t = 1:912

Abbildung 5.26.:Zylinderumstr•omung bei Re = 100: L•osungen•uber ca. eine halbe Pe-
riode Tper = 0:084.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Zum Schluss dieser Arbeit m•ochten wir die wesentlichen Ergebnissezusammenfassen
und einenAusblick auf sinnvolle Erweiterungengeben.

Wir haben gesehen,dassdie Cache-E�zienz der zugrundeliegendenProgrammstruktur
aus[G•unther 04] bei Erweiterung auf die L•osungder Navier-Stokes-Gleichungenim We-
sentlichen erhalten bleibt. Obwohl wir einigeZusatzdatenin den Knoten •uber die Keller
schicken m•ussen,bewegt sich die cache hit rate immer in einem Bereich oberhalb von
98%.
Die Testf•alle desfreienKanals und desKreisel
usseshaben sich geradewegenihrer Ein-
fachheit als wirksamesund sinnvolles Instrument erwiesen.Damit konnten wir •Ande-
rungen im Programmcode auf groben Gittern schnell und einfach •uberpr•ufen.
Bei den anspruchsvolleren Szenarienwie der einspringendenStufe und der Zylinderum-
str•omung konnten wir qualitativ und quantitativ recht gute Ergebnisseerzielen.Gerade
die Kraftb erechnung mit Hilfe der konsistenten Kr •afte hat durch ihre Genauigkeit und
ihre einfache Struktur in unseremProgrammansatz•uberzeugt.

Die in unserenAugendringlichsteAufgabebesteht im Moment darin, die Gesamtlaufzeit
desVerfahrenszu verbessern.Dazu gibt esverschiedeneEbenen,auf denengleichzeitig
vorgegangenwerdenk•onnte.
Aufgrund der historischen Entwicklung desProgrammswerdenderzeit verschiedeneBe-
rechnungen jeweils einzeln behandelt. Damit durchlaufen wir in jedem Zeitschritt das
Gebiet wesentlich h•au�ger als n•otig. Eine geschickte Kombination der unterschiedlichen
Aufgaben in wenigeZellbaumdurchl•aufe w•urde diesenNachteil beseitigen.
Au�erdem ist eineErweiterung desVerfahrensauf a priori adaptive (aber w•ahrend des
Programmlaufesfeste) Gitter n•otig. Es gilt, die bereits erarbeiteten Grundlagenhierzu
noch vollends umzusetzen.So k•onnte man eine gezielteVerfeinerungdesGitters in in-
teressanten Bereichen desStr•omungsgebietesvor dem Programmstart festlegen.
Praktisch w•are auch die M•oglichkeit desEinsatzesvon Mehrgitterverfahrenzur L•osung
der Druckpoissongleichung. Die Zeitersparnis im Programmlauf w•urde dabei auf alle
F•alle weiterhelfen.WesentlicheAns•atzeder Mehrgitteralgorithmik f•ur denPeano-Ansatz
sind bereits in [Weinzierl 05] erarbeitet worden.

Eine Erweiterung des Verfahrensauf Probleme der Raumdimensiondrei ist nicht nur
aufgrund der vielf•altigen interessanten Anwendungsaspekte w•unschenswert. Zus•atzlich
lie�en sich soandereErgebnisseunsererArbeitsgruppe verwenden,wie beispielsweisedie
Umsetzungder Parallelisierung(vgl. [Herder 05] und [Langlotz 04]). Auch die Ans•atze
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6. Zusammenfassungund Ausblick

zu Adaptivit •at und Extrapolation aus[Dieminger 05] und [Krahnke 05] bieten sinnvolle
Erweiterungsoptionen.
Till Wagnerbefasstsich in [Wagner05] mit einer verbessertenRandbehandlung.Diese
ist geradein Hinblick auf die Interaktion von Fluid und Struktur von Interesse.

Wir sehenalso, dass noch einiges Potential im Ansatz der cache-optimalen Finite-
Element-Implementierung vorhandenist, dasesin Zukunft auszusch•opfen gilt.
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A. Randbedingungen f•ur die
Druckp oissongleichung

Die Randbedingungenunsereszu l•osendenProblemssind in Form von Bedingungenan
die Geschwindigkeiten formuliert. Ziel diesesAbschnitts ist es darzustellen, wie diese
Geschwindigkeitsrandbedingungendurch unserenFinite-Element-Ansatz in Bezug auf
den Druck zu interpretieren sind.
Entscheidend ist hierbei erneut der Massenerhaltr � u = 0, der auch auf dem Rand �
erf•ullt seinmuss.

Wir halten uns bei der Herleitung der Randbedingungenan das Konzept von Gresho
und Sani, das beispielsweisein [GreshoSani87] dargestellt ist. Dabei geht man von der
Zeitableitung der r•aumlich diskretisierten Kontinuit •atsgleichung auf einemElement aus
(Schritt 1) und ersetzt die auftretenden freien Beschleunigungendurch die Anteile, die
die semidiskretisiertenImpulsgleichungen(4.28)und (4.29) liefern (Schritt 2). Nach einer
Taylorentwicklung um denMittelpunkt desbetrachteten Elementes (Schritt 3) fasstman
alle Termezusammenund f•uhrt einenGrenz•ubergangh ! 0 durch (Schritt 4).

Ausgangspunkt ist also das semidiskretisierteSystem der Navier-Stokes-Gleichungen,
hier nochmals explizit f•ur beideRaumrichtungen x und y notiert:

A _uh + Duh + C(uh; vh)uh � M T
x ph = f x (A.1)

A _vh + Dvh + C(uh; vh)vh � M T
y ph = f y (A.2)

M x _uh + M y _vh = 0: (A.3)

Wir verzichten zuk•unftig auf den Index h, der die r•aumliche Diskretisierung •uber Finite
Elemente bezeichnet, um die •Ubersichtlichkeit der Notation zu erleichtern. Der Last-
vektor (f x ; f y)T der rechten Seite enth•alt eventuelle Anteile aus Volumenkr•aften und
nat•urlichen Randbedingungen.F•ur unserekonkrete Problemstellungentfallen diesebei-
den Anteile. Die Beitr •ageder inhomogenenDririchlet-Bedingungender Geschwindigkei-
ten am Rand sollenin dieserNotation der Gleichungennoch wie echte Geschwindigkeits-
Freiheitsgradeauf der linken Seitevorhandensein.
Die Kontinuit •atsgleichung ist in der Form (A.3) gegen•uber unsererurspr•unglichen Nota-
tion (4.30) lediglich einmal nach der Zeit abgeleitet.Au�erdem werdenwir im Folgenden
die dimensionsloseFormulierung der Navier-Stokes-Gleichungen verwenden(1/Re statt
� beim di�usiv en Term). Damit sparenwir uns ein unn•otiges Mitziehen der Dichte als
Faktor, ohnedie G•ultigkeit der Ergebnissezu beeintr •achtigen.
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A. Randbedingungenf•ur die Druckpoissongleichung

A.1. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randb edingungen an
Kanten

1
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8 97
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Abbildung A.1.: NotwendigeElemente und Knoten f•ur eine Dirichlet-Kante links. Be-
trachtet wird Element 3.

Zun•achst wollen wir den Fall betrachten, dassauf einer Kante unseresGebietsdie Ge-
schwindigkeiten durch Dirichlet-Bedingungen�xiert sind. Konkret visualisiert ist der
diskrete Bereich, der bei der Herleitung f•ur ein Element notwendig ist, in Abbildung
A.1. Ziel aller folgendenSchritte ist alsodie Ableitung der Bedingungf•ur den Druck p3

im Element 3 in Konsistenzmit dem Massenerhalt.

1.) Schritt: semidiskreteKontinuit •atsgleichung auf Element 3

Mit unserenDiskretisierungsoperatoren erhalten wir

h
2

(� _u7 + _u8 � _u4 + _u5) +
h
2

( _v7 + _v8 � _v4 � _v5) = 0: (A.4)

Dirichletrandbedingungen�xieren die Geschwindigkeiten der Knoten 1, 4, 7 und
10, also sind insbesondere _u4, _u7, _v4 und _v7 festgelegt.Die Beschleunigungen _u5,
_u8, _v5 und _v8 sind dagegenfrei; f•ur diesem•ussenalsodie Anteile aus den Impuls-

gleichungen(A.1) und (A.2) eingesetztwerden.

2.) Schritt: Anteile der freien Beschleunigungenausden Impulsgleichungen

Im Prinzip sind die Beschleunigungen _ui •uber die Massenmatrix A verkoppelt.
Wie beim L•osungsalgorithmus verwendenwir hier nun auch ein masslumping zur
Entkopplung.
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A.1. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungenan Kanten

Ferner wird sich im Laufe der Rechnung zeigen,dassdie exakte Form der semi-
diskreten konvektiven Anteile nicht wirklich relevant sein wird, so dasswir diese
Termein verk•urzter Notation behandelnwerden,um die •Ubersichtlichkeit der Re-
chenschritte zu gew•ahrleisten.Wir wollen mit Cu

i bzw. Cv
i denkonvektiven Beitrag

von u bzw. v in Zelle i bezeichnen. In [GreshoSani98] wird daf•ur einevereinfachte
Berechnungsvorschrift •uber eine 1-Punkt-Quadratur vorgeschlagen. Diese lautet
zum Beispiel am Element 1 in unseremFall folgenderma�en

Cu
1 =

1
4

(u1 + u2 + u4 + u5)
1

2h
(u2 � u1 + u5 � u4)

+
1
4

(v1 + v2 + v4 + v5)
1

2h
(u4 � u1 + u5 � u2);

Cv
1 =

1
4

(u1 + u2 + u4 + u5)
1

2h
(v2 � v1 + v5 � v4)

+
1
4

(v1 + v2 + v4 + v5)
1

2h
(v4 � v1 + v5 � v2):

Mit dieserNotation stellt sich Gleichung (A.1) f•ur Knoten 5 aufgel•ost nach h2 _u5

folgenderma�endar:

h2 _u5 =
1

3Re
(� 8u5 + u1 + u2 + u3 + u4 + u6 + u7 + u8 + u9)

�
h2

4
(Cu

1 + Cu
2 + Cu

3 + Cu
4 ) �

h
2

(� p3 + p4 � p1 + p2) : (A.5)

Analog verf•ahrt man mit _v5, _u8 und _v8 und erh•alt damit

h2 _v5 =
1

3Re
(� 8v5 + v1 + v2 + v3 + v4 + v6 + v7 + v8 + v9)

�
h2

4
(Cv

1 + Cv
2 + Cv

3 + Cv
4 ) �

h
2

(p3 + p4 � p1 � p2) ; (A.6)

h2 _u8 =
1

3Re
(� 8u8 + u4 + u5 + u6 + u7 + u9 + u10 + u11 + u12)

�
h2

4
(Cu

3 + Cu
4 + Cu

5 + Cu
6 ) �

h
2

(� p5 + p6 � p3 + p4) ; (A.7)

h2 _v8 =
1

3Re
(� 8v8 + v4 + v5 + v6 + v7 + v9 + v10 + v11 + v12)

�
h2

4
(Cv

3 + Cv
4 + Cv

5 + Cv
6 ) �

h
2

(p5 + p6 � p3 � p4) : (A.8)

N•utzen wir nun dieseDarstellung der freien Beschleunigungenund setzen(A.5) -
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A. Randbedingungenf•ur die Druckpoissongleichung

(A.8) in Gleichung (A.4) gewichtet mit 1
h ein, so erhalten wir schlie�lic h

0 =
1
2

(� _u7 + _u8 � _u4 + _u5) +
1
2

( _v7 + _v8 � _v4 � _v5)

= �
1
2

( _u4 + _u7) +
1
2

( _v7 � _v4) �
1

4h
(p2 � p1 + 2(p4 � p3) + p6 � p5)

�
1

4h
(p1 + p2 + p5 + p6 � 2(p3 + p4))

+
1

6h2Re
(� 7u5 � 7u8 + u1 + u2 + u3 + 2(u4 + u6 + u7 + u9) + u10 + u11 + u12)

+
1

6h2Re
(9v5 � 9v8 � v1 � v2 � v3 + v10 + v11 + v12)

�
1
8

(Cu
1 + Cu

2 + 2Cu
3 + 2Cu

4 + Cu
5 + Cu

6 ) �
1
8

(Cv
5 + Cv

6 � Cv
1 � Cv

2 ): (A.9)

3.) Schritt: Taylorentwicklung der Termeum Element 3

Die Darstellung der Formeln f•ur die zweidimensionaleTaylorentwicklung um den
Mittelpunkt von Element 3 k•onnenwir aufgrund unsererquadratischen Elemente
etwasvereinfachen,da die Gitterweite h sowohl f•ur die x� alsauch die y� Richtung
gilt.
F•ur die Druckanteile verwendenwir folgendenZusammenhang

p(x) = p3 + r pT (x � x3) +
1
2!

(x � x3)T

�
r xx p r xy p
r yxp r yyp

�
(x � x3) + O(h3)

pi = p3 + h(ai r xp + bi r yp)

+
h2

2!
(a2

i r xx p + ai bi r xy p + bi ai r yxp + b2
i r yyp) + O(h3) (A.10)

mit den Abk•urzungen

r x i p =
@p
@x i

(x3); r x i x j p =
@

@x j

�
@p
@x i

�
(x3)

sowie
p1 : a1 = 0 b1 = � 1
p2 : a2 = 1 b2 = � 1
p4 : a4 = 1 b4 = 0
p5 : a5 = 0 b5 = 1
p6 : a6 = 1 b6 = 1

(A.11)

N•utzen wir die Formel (A.10) f•ur den Druckterm 1
4h (p2 � p1 + 2(p4 � p3) + p6 � p5)
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A.1. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungenan Kanten

ausGleichung (A.9), so gen•ugensogardie Glieder erster Ordnung um

1
4h

(p2 � p1 + 2(p4 � p3) + p6 � p5) =

=
1

4h
[ p3 � hr yp + hr xp � p3 + hr yp + 2(p3 + hr x � p3)

+ p3 + hr x p + hr yp � p3 � hr yp ] +
1
h

O(h2)

=
4h
4h

r xp +
1
h

O(h2) =
@p
@x

(x3) + O(h) (A.12)

zu erhalten.

F•ur den zweiten Druckterm aus (A.9) berechnen wir unter Ber•ucksichtigung der
Glieder zweiter Ordnung

�
1

4h
(p1 + p2 + p5 + p � 2(p3 + p4)) =

= �
h2

2 � 4h
[ r yyp + r xx p � r yxp � r xy p + r yyp + r xx p

+ r xy p + r yxp + r yyp � 2r xx p ] + O(h2)

= �
h
2

@
@y

�
@p
@y

�
(x3) + O(h2): (A.13)

F•ur die Taylorentwicklung der ebenfallszellbasiertdargestelltenKonvektionsterme
Cu=v

i k•onnen wir die selben Formeln (A.10) und (A.11) verwenden wie f•ur den
Druck. Damit ergibt sich

�
1
8

(Cu
1 + Cu

2 + 2Cu
3 + 2Cu

4 + Cu
5 + Cu

6 ) = � Cu
3 + O(h) (A.14)

�
1
8

(Cv
5 + Cv

6 � Cv
1 � Cv

2 ) = �
h
2

@Cv
3

@y
+ O(h2): (A.15)

Schlie�lic h fehlennoch die di�usiv en Anteile sowie die auf demRand vorgegebenen
Beschleunigungenaus Gleichung (A.9). Die Entwicklungsformeln hierf•ur k•onnen
wir in analogerSchreibweisefolgenderma�endarstellen:

u(x) = u3 + r uT (x � x3) +
1
2!

(x � x3)T

�
r xx u r xy u
r yxu r yyu

�
(x � x3) + O(h3)

ui = u3 +
h
2

(ai r xu + bi r yu)

+
h2

2! � 4
(a2

i r xx u + ai bi r xy u + bi ai r yxu + b2
i r yyu) + O(h3); (A.16)

wobei wir aufgrund der Versetztheit des Geschwindigkeitsgitters gegen•uber dem
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A. Randbedingungenf•ur die Druckpoissongleichung

Druck folgendeKoe�zien ten haben

u1 : a1 = � 1 b1 = � 3 u7 : a7 = � 1 b7 = 1
u2 : a2 = 1 b2 = � 3 u8 : a8 = 1 b8 = 1
u3 : a3 = 3 b3 = � 3 u9 : a9 = 3 b9 = 1
u4 : a4 = � 1 b4 = � 1 u10 : a10 = � 1 b10 = 3
u5 : a5 = 1 b5 = � 1 u11 : a11 = 1 b11 = 3
u6 : a6 = 3 b6 = � 1 u12 : a12 = 3 b12 = 3:

(A.17)

Damit erhalten wir f•ur die di�usiv en Anteile

1
6h2Re

(� 7u5 � 7u8 + u1 + u2 + u3 + 2(u4 + u6 + u7 + u9) + u10 + u11 + u12) =

=
h2

2 � 4 � 6h2Re
(48r xx u + 48r yyu) + O(h) =

1
Re

� u(x3) + O(h); (A.18)

1
6h2Re

(9v5 � 9v8 � v1 � v2 � v3 + v10 + v11 + v12) =

=
h2

2 � 4 � 6h2Re
(0) + O(h) = O(h): (A.19)

Die Dirichlet-Beschleunigungenergeben sich zu

�
1
2

( _u4 + _u7) = �
1
2

(2 _u � h=2r x _u � h=2r y _u � h=2r x _u + h=2r y _u) + O(h2)

= �
@u
@t

(x3) + O(h); (A.20)

1
2

( _v7 � _v4) = �
1
2

(� h=2r x _v + h=2r y _v + h=2r x _v + h=2r y _v) + O(h2)

=
h
2

@
@y

�
@v
@t

�
(x3) + O(h2): (A.21)

4.) Schritt: Zusammenfassenaller Terme,h ! 0

Wir setzennun die ErgebnissederTaylorentwicklung (A.12), (A.13), (A.14), (A.15),
(A.18), (A.19), (A.20) und (A.21) in Gleichung (A.9) ein und bringen noch den
ersten Druckterm 1

4h (p2 � p1 + 2(p4 � p3) + p6 � p5) auf die andereSeite. Damit
erhalten wir als Randbedingungan den Druck in Element 3

@p
@x

= �
@u
@t

+
1

Re
� u � (u � r )u +

h
2

@
@y

�
@v
@t

�
+ O(h)

und nach Grenz•ubergangh ! 0 schlie�lic h

@p
@x

= �
@u
@t

+
1

Re
� u � (u � r )u: (A.22)
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A.2. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randbedingungenan Ecken

Wir habensomit ausdenDirichlet-GeschwindigkeitsvorgabeneineNeumann-Randbedingung
f•ur den Druck abgeleitet,die genaudem x� Anteil der Impulsgleichungenentspricht.
W•urden wir statt einer linken Kante den Fall einer rechten Randkante untersuchen, so
erhielten wir mit den analogenSchritten wie oben wieder Gleichung (A.22), lediglich
auf beiden Seiten mit einem Faktor -1 multipliziert. Das liegt daran, dassdie freien
Anteile der Impulsgleichungen _u5 und _u8 dabei mit jeweils anderemVorzeichen in die
Kontinuit •atsgleichung (A.4) eingehen.

Mit analogerVorgehensweisef•ur Kanten an oberenoder unteren R•andern erhalten wir
ebenfallsals Ergebnissewieder Neumann-Druck-Randbedingungen,die diesmalder Im-
pulsgleichung in y� Richtung entsprechen:

@p
@y

= �
@v
@t

+
1

Re
� v � (u � r )v:

Insgesamt erhalten wir die allgemeineForm der Neumann-Druckrandbedingungenan
reinen Kanten unter VerwendungdesNormalenvektors n:

@p
@n

= n � r p = n �
�

�
@u
@t

+
1

Re
� u � (u � r )u

�
: (A.23)

Wennwir (A.23) f•ur unserelinke Kante (alsof•ur n = (� 1; 0)T ) ausschreiben, soerhalten
wir bis auf einenFaktor -1 auf beidenSeitengenauwieder (A.22). Die Orientierung des
Normalenvektors einerKante sorgt alsodaf•ur, dassgenaudie n•otigen Vorzeichenwechsel
auf beiden Seiten der Randbedingung (A.23) erfolgen, die wir bei unserer expliziten
Herleitung der linken Kante im Vergleich zur rechten auch beobachtet haben.

A.2. Geschwindigkeits-Dirichlet-Randb edingungen an
Ecken

In diesemAbschnitt wollen wir analogzum Vorgehenbei reinen Kanten die passenden
Druckrandbedingungenf•ur Eckelemente herleiten.Wir w•ahleneinelinkeobereFluidecke
wie in Abbildung A.2 dargestellt.Um Teileder Ergebnisseder obigenRechnungendirekt
ben•utzen zu k•onnen,tr •agt dasEckelement wieder die Nummer 3.

1.) Schritt: semidiskreteKontinuit •atsgleichung auf Element 3

Der Massenerhaltf•ur Element 3 in Beschleunigungsformlautet (ohne den Faktor
h)

1
2

(� _u7 + _u8 � _u4 + _u5) +
1
2

( _v7 + _v8 � _v4 � _v5) = 0: (A.24)
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h

h
x

y

1

3 4

2

321

5 6

8 97

4

n=(�1,1)

Abbildung A.2.: NotwendigeElemente und Knoten f•ur eine Dirichlet-Ecke links oben.
Betrachtet wird erneut Element 3.

2.) Schritt: Anteile der freien Beschleunigungenausden Impulsgleichungen

In unseremEckelement sind die Geschwindigkeiten an den Knoten 4, 7 und 8
vorgegeben. Damit sind auch die entsprechendenBeschleunigungen _u4, _u7 und _u8

fest und wir haben lediglich einenfreien Term _u5. Daf•ur k•onnenwir die aufgel•oste
Form der Impulsgleichungen (A.5) und (A.5) n•utzen. Insgesamt ergibt sich dann
mit (A.24)

0 =
1
2

(� _u7 + _u8 � _u4 + _u5) +
1
2

( _v7 + _v8 � _v4 � _v5)

=
1
2

( _u8 � _u4 � _u7) +
1
2

( _v7 + _v8 � _v4)

�
1

4h
(p2 � p1 + p4 � p3) +

1
4h

(p3 � p1 + p4 � p2)

+
1

6h2Re
(� 8u5 + u1 + u2 + u3 + u4 + u6 + u7 + u9)

�
1

6h2Re
(� 8v5 + v1 + v2 + v3 + v4 + v6 + v7 + v9)

�
1
8

(Cu
1 + Cu

2 + Cu
3 + Cu

4 ) +
1
8

(Cv
1 + Cv

2 + Cv
3 + Cv

4 ): (A.25)

3.) Schritt: Taylorentwicklung der Termeum Element 3

Wie im vorigen Abschnitt f•ur die Kanten entwickeln wir nun auch f•ur die Ecke
s•amtliche Anteile in einezweidimensionaleTaylordarstellung um den Mittelpunkt
von Element 3.
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Damit erhalten wir f•ur die Druckanteile

p(x) = p3 + r pT (x � x3) + O(h2)

p1 = p3 � hr yp + O(h2) (A.26)

p2 = p3 + hr xp � hr yp + O(h2) (A.27)

p4 = p3 + hr xp + O(h2): (A.28)

Wir n•utzen (A.26) - (A.28), um

�
1

4h
(p2 � p1 + p4 � p3) = �

1
2

r xp + O(h) (A.29)

1
4h

(p3 � p1 + p4 � p2) =
1
2

r yp + O(h) (A.30)

zu berechnen.Analog k•onnenwir wiederf•ur die konvektiven Anteile vorgehenund
erhalten

�
1
8

(Cu
1 + Cu

2 + Cu
3 + Cu

4 ) = �
1
2

Cu
3 + O(h) (A.31)

1
8

(Cv
1 + Cv

2 + Cv
3 + Cv

4 ) =
1
2

Cv
3 + O(h): (A.32)

F•ur die Taylorentwicklung der Geschwindigkeitsgr•o�en verwendenwir in Analogie
zum Kantenfall die Darstellung (A.16)

ui = u3 +
h
2

(ai r xu + bi r yu)

+
h2

2! � 4
(a2

i r xx u + ai bi r xy u + bi ai r yxu + b2
i r yyu) + O(h3);

wobei wir wieder die folgendenKoe�zien ten haben

u1 : a1 = � 1 b1 = � 3 u6 : a6 = 3 b6 = � 1
u2 : a2 = 1 b2 = � 3 u7 : a7 = � 1 b7 = 1
u3 : a3 = 3 b3 = � 3 u8 : a8 = 1 b8 = 1
u4 : a4 = � 1 b4 = � 1 u9 : a9 = 3 b9 = 1
u5 : a5 = 1 b5 = � 1:
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A. Randbedingungenf•ur die Druckpoissongleichung

Damit ergibt sich

1
6h2Re

(� 8u5 + u1 + u2 + u3 + u4 + u6 + u7 + u9) =

=
1

6h2Re
h2

2! � 4
(24r xx u + 24r xx u) + O(h)

=
1

2Re
� u3 + O(h) (A.33)

�
1

6h2Re
(� 8v5 + v1 + v2 + v3 + v4 + v6 + v7 + v9) =

= �
1

6h2Re
h2

2! � 4
(24r xx v + 24r xx v) + O(h)

= �
1

2Re
� v3 + O(h) (A.34)

Schlie�lic h erhalten wir noch die Entwicklungstermeder festenBeschleunigungen
zu

1
2

( _u8 � _u4 � _u7) = �
1
2

_u3 + O(h) (A.35)

1
2

( _v7 + _v8 � _v4) =
1
2

_v3 + O(h): (A.36)

4.) Schritt: Zusammenfassenaller Terme,h ! 0

Die ErgebnissederTaylorentwicklung (A.29), (A.30), (A.31), (A.32), (A.33), (A.34),
(A.35) und (A.36) setzenwir nun in Gleichung (A.25) ein. Dabei bringen wir den
Druckterm auf die andereSeiteund kommeninsgesamt alsoauf

1
2

(r xp � r yp) =
1

2Re
(� u3 � � v3) �

1
2

( _u3 � _v3)

�
1
2

[ Cu
3 � Cv

3 ] + O(h):

Ein Grenz•ubergangh ! 0 ergibt schlie�lic h die gew•unschte Randbedingungin der
Ecke:

1
2

�
@p
@x

�
@p
@y

�
(x3) =

1
2Re

(� u � � v) (x3) �
1
2

�
@u
@t

�
@v
@t

�
(x3)

�
1
2

[ (u � r )u � (u � r )v ] (x3): (A.37)

DieseRandbedingung l•asst sich erneut •uber den Normalenvektor n beschreiben,
der in der Ecke geradein diagonalerRichtung liegt:

p
2n = (� 1; 1)T Damit lautet

die allgemeineForm wieder

@p
@n

= n � r p = n �
�

�
@u
@t

+
1

Re
� u � (u � r )u

�
(A.38)
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Wir weisendaraufhin, dassanalogzum Kantenfall die Form (A.38) bis auf einen
Faktor �

p
2 auf beidenSeiten identisch ist zu Gleichung (A.37). H•atten wir eine

andereEcke alsgeradedasElement links obengew•ahlt, sow•urden wir in expliziter
Form eine Darstellung erhalten, die durch den jeweiligen Normalenvektor wieder
(A.38) entspricht.

A.3. Geschwindigkeits-Neumann-Randbedingungen an
Kanten

An Aus
ussr•andern herrschen Neumann-Randbedingungenan die Geschwindigkeit. Im
Folgendenwerdenwir sehen,dasssich dieseBedingungenalsDirichlet-Randbedingungen
f•ur den Druck am Auslassinterpretieren lassen.

Um ein konkretes Rechenszenariozu scha�en, gehenwir erneut davon aus, dass der
Neumann-Randdie linke Kante in Figur A.1 ist. Damit k•onnenwir teilweiseauf bereits
hergeleiteteAusdr•ucke desDirichlet-Falleszur•uckgreifen.

1.) Schritt: semidiskreteKontinuit •atsgleichung auf Element 3

Die Kontinuit •atsgleichung lautet wieder

h
2

(� _u4 � _u7 + _u5 + _u8) +
h
2

( _v7 � _v4 + _v8 � _v5) = 0: (A.39)

2.) Schritt: Anteile der freien Beschleunigungenausden Impulsgleichungen

S•amtliche Beschleunigungenin (A.39) sind nun frei und m•ussendurch die entspre-
chendenAnteile der diskreten Impulsgleichungenersetzt werden.

Da der Tr•agerder Basisfunktionen� i am Randnur mehrhalb sogro� ist, ver•andert
sich die Massenmatrixam Rand und wir erhaltennach masslumping einenFaktor
1=2 bei den Beschleunigungen.Auch die Termeder Konvektion, Di�usion und des
Druckgradienten •andernsich am Rand geradepassendab, indem nur die Elemente
im Fluidgebiet Anteile liefern.
Au�erdem tauchen aufgrund des Ober
 •achenintegrals in (4.13) der schwachen
Form nun zus•atzliche Kraftanteile f auf. Wir wollen dieseAnteile, die ja in Koor-
dinatenrichtung de�niert sind, •uber den Zusammenhang

f n = f � n =
�

f x

f y

�
�
�

nx

ny

�
= � f x

f � = f � � =
�

f x

f y

�
�
�

� x

� y

�
= � f y
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A. Randbedingungenf•ur die Druckpoissongleichung

in Richtungen normal und tangential zum Rand darstellen.
Normalenvektor n und Tangentialvektor � haben in unseremFall der linken Kante
die Gestalt n = (� 1; 0)T und � = (0; � 1)T .

Wir verwendendabei die Abk•urzung f i
n j

bzw. f i
� j

f•ur dennormalenbzw. tangentia-
len Anteil der Kraft von Element i auf Knoten j . DieserKraftanteil soll •ahnlich dem
Druck konstant auf einer Elementkante sein.Daher ergibt der gesamte Kraftanteil
der schwachen Form gerade

Z

� N \ 
 i
� j f xd� =

Z

� N i

� j (� f n ) d� = � f i
n j

Z

� N i

� j d� = �
h
2

f i
n j

Z

� N \ 
 i
� j f yd� =

Z

� N i

� j (� f � ) d� = � f i
� j

Z

� N i

� j d� = �
h
2

f i
� j

:

Insgesamt verwendenwir also folgendeAusdr•ucke

h2

2
_u4 =

1
3Re

�
� 4u4 +

1
2

u1 + u2 + u5 +
1
2

u7 + u8

�

�
h2

4
(Cu

1 + Cu
3 ) �

h
2

(p3 + p1) �
h
2

�
f 1

n4
+ f 3

n4

�
; (A.40)

h2

2
_v4 =

1
3Re

�
� 4v4 +

1
2

v1 + v2 + v5 +
1
2

v7 + v8

�

�
h2

4
(Cv

1 + Cv
3 ) �

h
2

(p3 � p1) �
h
2

�
f 1

� 4
+ f 3

� 4

�
; (A.41)

h2

2
_u7 =

1
3Re

�
� 4u7 +

1
2

u4 + u5 + u8 +
1
2

u10 + u11

�

�
h2

4
(Cu

3 + Cu
5 ) �

h
2

(p5 + p3) �
h
2

�
f 3

n7
+ f 5

n7

�
; (A.42)

h2

2
_v7 =

1
3Re

�
� 4v7 +

1
2

v4 + v5 + v8 +
1
2

v10 + v11

�

�
h2

4
(Cv

3 + Cv
5 ) �

h
2

(p5 � p3) �
h
2

�
f 3

� 7
+ f 5

� 7

�
: (A.43)

Setzenwir s•amtliche Terme der freien Beschleunigungen(A.40) - (A.43) in die
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Kontinuit •atsgleichung (A.39) ein, soerhalten wir

0 =
h
2

(� _u4 � _u7 + _u5 + _u8) +
h
2

( _v7 � _v4 + _v8 � _v5)

= �
2h
4h

(p2 � p1 + 2(p4 � p3) + p6 � p5) �
2h
4h

(p1 + p2 � 2(p4 + p3) + p5 + p6)

+
2h

6h2Re
(� 7u5 � 7u8 + u1 + u2 + u3 + 2(u4 + u6 + u7 + u9) + u10 + u11 + u12)

+
2h

6h2Re
(9v5 � 9v8 � v1 � v2 � v3 + v10 + v11 + v12)

�
2h
8

(Cu
1 + Cu

2 + 2Cu
3 + 2Cu

4 + Cu
5 + Cu

6 ) �
2h
8

(Cv
5 + Cv

6 � Cv
1 � Cv

2 )

�
2h
2

�
1

3h2Re

�
� 4u4 +

1
2

u1 + u2 + u5 +
1
2

u7 + u8

�

�
1
4

(Cu
1 + Cu

3 ) �
1

2h
(p3 + p1) �

1
2h

�
f 1

n4
+ f 3

n4

�
�

�
2h
2

�
1

3h2Re

�
� 4u7 +

1
2

u4 + u5 + u8 +
1
2

u10 + u11

�

�
1
4

(Cu
3 + Cu

5 ) �
1

2h
(p5 + p3) �

1
2h

�
f 3

n7
+ f 5

n7

�
�

+
2h
2

�
1

3h2Re

�
� 4v7 +

1
2

v4 + v5 + v8 +
1
2

v10 + v11

�

�
1
4

(Cv
3 + Cv

5 ) �
1

2h
(p5 � p3) �

1
2h

�
f 3

� 7
+ f 5

� 7

�
�

�
2h
2

�
1

3h2Re

�
� 4v4 +

1
2

v1 + v2 + v5 +
1
2

v7 + v8

�

�
1
4

(Cv
1 + Cv

3 ) �
1

2h
(p3 � p1) �

1
2h

�
f 1

� 4
+ f 3

� 4

�
�

: (A.44)

3.) Schritt: Taylorentwicklung der Termeum Element 3

Wie f•ur den Fall der Dirichletr•ander entwickeln wir s•amtliche Anteile in eine 2-d
Taylorform um den Mittelpunkt von Element 3.
F•ur die Druckterme erhalten wir nach Zusammenfassenmit Hilfe von (A.10) und
(A.11)

�
2h
4h

(p2 � p1 + 2(p4 � p3) + p6 � p5) �
2h
4h

(p1 + p2 � 2(p4 + p3) + p5 + p6)

+
h
2h

(p3 + p1) +
h
2h

(p5 + p3) �
h
2h

(p5 � p3) +
h
2h

(p3 � p1)

= �
1
2

[2p2 � 8p3 + 2p6] = �
1
2

�
� 4p3 + 4hr xp3 + O(h2)

�

= 2p3 + O(h): (A.45)

99
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Analog gehenwir auch f•ur die zellbasiertenKonvektionstermeCu=v
i vor:

�
2h
8

(Cu
1 + Cu

2 + 2Cu
3 + 2Cu

4 + Cu
5 + Cu

6 ) �
2h
8

(Cv
5 + Cv

6 � Cv
1 � Cv

2 )

+
h
4

(Cu
1 + Cu

3 ) +
h
4

(Cu
3 + Cu

5 ) �
h
4

(Cv
3 + Cv

5 ) +
h
4

(Cv
1 + Cv

3 )

= �
h
4

[Cu
2 + 2Cu

4 + Cu
6 � 2Cv

1 � Cv
2 + 2Cv

5 + Cv
6 ]

= �
h
4

�
4Cu

3 + 4hr xCu
3 + 6hr yCv

3 + O(h2)
�

= O(h): (A.46)

F•ur die di�usiv en Anteile n•utzen wir die Formeln (A.16) und (A.17). Damit erhal-
ten wir f•ur die horizontalen Geschwindigkeitsanteile u

2h
6h2Re

(� 7u5 � 7u8 + u1 + u2 + u3 + 2(u4 + u6 + u7 + u9) + u10 + u11 + u12)

�
h

3h2Re

�
� 4u4 +

1
2

u1 + u2 + u5 +
1
2

u7 + u8

�

�
h

3h2Re

�
� 4u7 +

1
2

u4 + u5 + u8 +
1
2

u10 + u11

�

=
1

3hRe

�
1
2

u1 + u3 +
11
2

u4 � 9u5 + 2u6 +
11
2

u7 � 9u8 + 2u9 +
1
2

u10 + u12

�

=
1

12hRe

�
� 24hr xu3 + O(h2)

�
= �

2
Re

r xu3 + O(h); (A.47)

sowie f•ur die vertikalen Geschwindigkeitsanteile v

2h
6h2Re

(9v5 � 9v8 � v1 � v2 � v3 + v10 + v11 + v12)

+
h

3h2Re

�
� 4v7 +

1
2

v4 + v5 + v8 +
1
2

v10 + v11

�

�
h

3h2Re

�
� 4v4 +

1
2

v1 + v2 + v5 +
1
2

v7 + v8

�

=
1

6hRe
[� 3v1 � 4v2 � 2v3 + 9v4 + 18v5 � 9v7 � 18v8 + 3v10 + 4v11 + 2v12]

=
1

6hRe

�
0

h
2

r yv3 + O(h2)
�

= O(h): (A.48)

Schlie�lic h fehlt uns noch der Term der Pseudokr•afte f . F•ur derenTaylorentwick-
lung verwendenwir

f (x) = f 3 + a
h
2

r x f 3 + b
h
2

r yf 3 + O(h2)

mit
f 1 : a1 = � 1 b1 = � 2
f 3 : a3 = � 1 b3 = 0
f 5 : a5 = � 1 b5 = 2:
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was sich ausAbbildung A.3 erkl•art.

y

x

6

2

1

7

10

4

1

43

5

h

h

f 1

f 5

f 3

h
2

Abbildung A.3.: Position der Pseudokraftwerte f i .

Wir berechnen so

2h
4h

�
f 1

n4
+ f 3

n4
+ f 3

n7
+ f 5

n7
+ f 1

� 4
+ f 3

� 4
� f 3

� 7
� f 5

� 7

�

=
1
2

�
4f 3;n � 2hr x f 3;n � 2hr y f 3;� + O(h2)

�
= 2f 3;n + O(h): (A.49)

4.) Schritt: Zusammenfassenaller Terme,h ! 0

Mit den Ergebnissen(A.45) - (A.49) k•onnenwir nun Gleichung (A.44) auswerten
und erhalten insgesamt nach Division durch 2

0 = p3 �
1

Re
r xu3 + f 3;n + O(h):

Mit einemGrenz•ubergangh ! 0 bleibt somit genauder Normalanteil der Vorgabe
desNeumannrandes•ubrig

f n (x3) =
1

Re
@u
@x

(x3) � p(x3) =
1

Re
@un

@n
(x3) � p(x3): (A.50)

Wie bei den Dirichletvorgaben f•ur Ecke und Kante w•urden wir auch hier f•ur eine
andereKante alsdie linkedasgleicheErgebniserhalten,da jeweilsdie Orientierung
desNormalenvektors n die passendenVorzeichenwerte und Anteile liefert.

In Bezug auf den Druck l•asst sich (A.50) nat•urlich als Dirichletrandbedingung
interpretieren:

p =
1

Re
@un

@n
� f n :
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B. Experimentelle
Zylinderumstr •omung

In diesem Abschnitt �nden sich Visualisierungen experimenteller Str•omungsuntersu-
chungen f•ur den Zylinder. Es werden zwei Bilder der station•aren Zylinderumstr•omung
dargestellt, sowie einePhotographieeiner K�arm�anschen Wirb elstra�e.
Alle Abbildungen sind aus [Van Dyke 82] entnommen.

B.1. Station •are Umstr •omung

Abbildung B.1.: Experimentelle Zylinderumstr•omung bei Re= 26.0(aus[Van Dyke 82],
S. 28).

F•ur die station•are Zylinderumstr•omung geben wir zwei Photographienexperimenteller
Untersuchungen aus [Van Dyke 82] an. In Abbildung B.1 sehenwir den station•aren
Zustandbei einerReynoldszahlvon 26.0.Dagegenzeigt Abbildung B.2 die Umstr•omung
bei Re = 41.0,alsokurz vor dem Umschlagenin eineWirb elabl•osung.

Die beiden experimentellen Szenarienentsprechen mit ihren Reynoldszahlenin etwa
unserennumerischen Testsmit Re = 20 bzw. Re = 40.
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B. ExperimentelleZylinderumstr•omung

Abbildung B.2.: Experimentelle Zylinderumstr•omung bei Re= 41.0(aus[Van Dyke 82],
S. 30).

B.2. K�arm�ansche Wirb elstra�e

F•ur den instation•aren Str•omungszustand�ndet sich in [Van Dyke 82] die Photographie
einesExperimentes mit einerReynoldszahlvon 105,die in Abbildung B.3 dargestellt ist.
DieseKon�guration ist wiederrecht nahean unseremSimulationsbeispielmit Re = 100.
Allerdings steht der Wirb elabl•osung im Experiment wesentlich mehr Fluidraum •uber
bzw. unter dem Zylinder zur Verf•ugung. Daher breiten sich die experimentell abge-
schwemmten Wirb el vertikal etwas aus, was in der numerischen Simulation durch die
relativ nahenKanalw•andeverhindert wird.

Abbildung B.3.: Experimentelle Zylinderumstr•omung: K�arm�ansche Wirb elstra�e bei
Re = 105:0 (aus [Van Dyke 82], S. 57).
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