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V. Interpolation und Quadratur

4.1. Interpolation

4.1.1. Beispiel: Interpolation mit Tafelwerken flr exp, sin, cos, log

Gesucht:

Lineare Interpolation.

1.5553

exp(0.454) ; Tabelliert: exp(0.45) und exp(0.46)
X: 10.42 10.43/0.44/0.45 |0.46
exp(x): |... 1.5683/1.5841
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4.1.2. Allgemeine Problemstellung:

Gegeben: Punktepaare (x;, y;), ]=0,1,...,n , paarweise verschieden
und linear unabhangige Funktionen gy(x), k=0,1,...,n

Gesucht: Koeffizienten ci, k=0,1,...,n mit

G(Xj)zzckgk(xj)#yj far j=0,1,...,n
2 ...,

(go(xo) gn(XO)\ /Co\ /yo\

(Go(Xy) -+ 9,(X)) \C)  \Yn)

(n+1)x(n+1) lineares Gleichungssystem
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Interpolation fuhrt auf quadratisches Gleichungssystem
Man unterscheide Interpolation und Approximation!
Beispiel zu Approximation:.

Ausgleichsgerade fuhrt auf Uberbestimmtes Gleichungssystem
(Normalgleichung, QR)

4.1.3. Spezialfall Polynom-Interpolation:

Ansatzfunktionen g(x) sind Polynome XX
Gesucht: Koeffizienten ci, k=0,1,...,n mit

PX) = 26X =Yi fyr j=0,1,...,n




/1 X, - Xg\ /CO\ /yo\

\1 Xn Xn) \Cn/ \yn/

n+1 Gleichungen fir n+1 Unbekannte: Teuer! O(n°)

4.1.4. Losung mit Lagrange-Polynomen

Definiere geschickt Basis-Polynome:

l

CoTT X=X (X=Xp). oo (X=X (X=X, ). (X = X,)
Lj(X) B igj Xj — X B (Xj _XO)"'(Xj _Xj—l)(xj _Xj+1)°°°(Xj _Xn)

n+1 Polynome vom Grad n, besser als 1, x, X, .., X"
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Eigenschaften der Lagrangepolynome: Grad n mit

1 falls 1=
L'(Xi) = : :
‘ 0 falls i=#j

Gesucht p(x)= ichj(x) , das die Interpolations-bedingungen erfullt
j=0

L+ ltz)

|
z i ;_\»2\ /;(ll- 1 ;_’M\
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Aus diesen Eigenschaften ergibt sich zur Losung des
Interpolationsproblems ein lineares Gleichungssystem fur die
Koeffizienten:

(Lo(xo) Ln(xo)\ (Co\ /1 O\ /Co\ /yo\

KLO(Xn) Ln(Xn)/ \Cn/ \0 1/ \Cn) \yn/
Die Losung ist c;=Yy; ; daher ist das Interpolationspolynom:
n

P(X) = Z ijj(X)

denn esist  POD =2 YL =yiLi(x) =Y,

Damit ist die Existenz eines interpolierenden Polynoms gezeigt!
Eindeutigkeit?
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Hauptsatz der Algebra:

Jedes Polynom p(x) vom Grad n kann als Produkt von n linearen
Faktoren (den ev. komplexen Nullstellen z, ) geschrieben werden in
der Form

p(X) — Q(X - 21)()( - Zz)- - -(X o Zn)
Annahme: Es gibt zwel Polynome p und q vom Grad <= n, die beide

die Interpolationsbedingungen erflllen.
Definiere neues Polynom  h(x) := p(x) - g(x) . Dann gilt

h(X)=a(X—-2,)(X—-2,)...(X—Z2 )
und N(x;) = p(x))=a(X)) =0 fyrj=0,1,...,n
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Daher hat das Polynom h(x) den Grad n und n+1 Nullstellen. Aus
dem Hauptsatz der Algebra folgt daher, dass
o =0 sein muss, und daherist h(x) =0, oder

p(x) = q(x).
Also es existiert genau ein Interpolationspolynom!
Lagrange zur LOsung der Interpolation nicht geeignet, da numerisch
problematisch und etwas teuerer als Neville: O(n®)

4.1.5. Berechnung des Interpolationspolynoms

LOse nicht das lineare Gleichungssystem, da dies zu teuer ist!
Aulerdem wird oft nur der Wert des Polynoms an einer einzigen
Stelle gesucht!

ldee: Berechne induktiv interpolierende Polynome fur immer mehr
Stutzstellen.
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Setze dazu Pi..in(X) als das interpolierende Polynom vom Grade |,

das genau an den Stellen % X.;>**> X, die Interpolations-
Bedingungen erfullt.

Zur Bestimmung von Pi..i.i(X) verwende die interpolierenden
Polynome vom Grade I-1  Pii.-in(X) und Pi..ius(X) | die zu den

Stutzstellen %> X | bzw. %i>7 "> X, gehoren.

Wesentliche Formel (*):
(X =Xi) Pispint () = (X=X, ) Pj .11 (X)

Pi i (X)=
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Beweis: Nachprifen der Interpolationsbedingung.

0—(X — X .
Pi i (%) = O = X Vo Y
Xi+| o Xi

X —X)Y., —0
Pi..in (Xi+l) = ( = .)y.+. = Yis

1+l [
und far alle anderenjmit 1 <j<i+l:
(Xj _Xi)yj _(Xj _Xi+|)yj

Pi...is (Xj) — X —X =Y,

Wegen der Eindeutigkeit des interpolierenden Polynoms ist jedes
der so definierten Polynome genau die eindeutige Losung des
jeweiligen Interpolationsproblems!

10
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Daher ist Pi..ia(X) die gesuchte Ldsung!
Anwendung der Formel (*) zur punktweisen Auswertung des

Interpolationspolynoms an einer Stelle X :

Eingabe: Stutzwerte (X;, y; ), j=0,...,n und Stelle X ; P(X) =7
Ausgabe:  Piin(X),

Tableau-artige Berechnung der Interpolationspolynome
aufsteigenden Grades, aber nur an der Stelle X .

Neville-Tableau:

11



Grad 0 1 2 3
X0 y_0=p_00x0)
p_01ix)
x 1 y_1=p_1lix) p_012ix)
p_120x) > p_0123x)
x 1 y_1=p_Llix) p_12XMx
p_IMx)
x 3 ¥_d=p_XNx)

Erste Spalte sind konstante interpolierende Polynome, also genau

die jewells vorgegebenen Werte ;.
Zweite Spalte sind interpolierende lineare Polynome zu jewelils

zwel benachbarten Stutzstellen.
Letzte Spalte enthalt das interpolierende Polynom zu allen

vorgegebenen Stutzstellen.

12
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Neue Stutzstelle x 4 mit Werty 4 kann in das Tableau eingeflgt
werden und fuhrt zu einer neuen ,Zeile’ und einer neuen Endspalte

p_01234(x).

Auswertung des Tableaus an einer festen Stelle x:

Beispiel: X =0,¥y =1
Xx =Ly =3 X, =3,y,=2

Auswertung des interpolierenden Polynoms an der Stelle x=2
mit Lagrange, bzw. Neville-Tableau:

13



_ (x=1)(x-3) _ (X=0)(x=3)
Lagrange: 2= 0on0-3) . ¥ T 1Zo)a—3) und

o= X 00-
(3-0)3-1)

1 11
p012(2)=1°L0(2)+3-L1(2)+2-L2(2)=—§+3+2.§:?0

14
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Neville-Tableau:

x_ 0= y_0=p_iF1
5:
¥ 1=1 y_1=p_1(2)=3 > 10/3
.
x 2=3 . :
Da nach (¥
2-1)-2-(2-3)-3 5
2 = = —
plZ( ) 3_1 2
2703 -2-35 10
und daher auch Por2(2) = ==

3-0 3

15
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4.1.6. Fehler bel der Polynominterpolation

Satz: Gegeben Stitzstellen xo< ...<x, und genugend oft
diffbare Funktion f(x). p(x) sei das interpolierende
Polynom vom Grad n mit p(x)=f(x;), 1=0,...,n
An einer beliebigen Stelle X gilt dann fur die
Abweichung zwischen p und f

B B .I: (n+1) (Z) B B
f(X)—p(X) = (X =X,)- (X=X

(X) = p(X) (i) (X=X%,) - (X=X;)
Dabeiist f"(y) die (n+1)-te Ableitung von f an einer
Zwischenstelle ¥y aus dem Intervall

| = [min{xO , X s X}, InaX{Xo > Xns X}]

Frage: Wie gut wird f durch p dargestel|t?

17
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Bewels: Definiere Hilfsfunktion
g(x)=T(X)— p(X)—K-(X—=Xy) - (X=X,)

mit p(X) = das interpolierende Polynom, und K Konstante.
Nullstellen von g: Xo, ..., X,
Durch die Festlegung von K

__ 1X)=pX) _
K= (X —X,)-(X = X_) wird auch 9(X) =0

Also hat die Funktion g(x) n+2 Nullstellen!

Mit Mittelwertsatz besagt der Satz von Rolle, dass zwischen zwel
Nullstellen einer stetig diffbaren Funktion f stets mindestens eine
Nullstelle der Ableitung f' liegen muss

(relatives Extremum mit waagrechter Tangente)

18
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Also hat die erste Ableitung g’ mindestens noch n+1 Nullstellen im
Intervall |.
Die zweite Ableitung g’ noch n Nullstellen

die n+1-te Ableitung noch eine Nullstelle in |
0=9""(x)=

=" -p" (0 -K-

= f™ () -K-(n+1)!

n+1

an+1

(X=%,)(X=x,))

=

_ ()
Daher folgt : K= (n+1)!

Denn die (n+1)-te Ableitung von (X-Xp)...(X-X,) ist gleich der
(n+1)-ten Ableitung von x™* allein.

19
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Die (n+1)-te Ableitung ist auf dem Intervall | beschrankt, wenn f
(n+1)-mal stetig diff'bar ist. Dann existiert M mit

f "D (x)] < o0

*+D s z.B.mit M =max

Insgesamt ergibt sich daher

(%)~ pX)| = |g(R) + K (X = X,)-+(X = X,)| =

A" e o e

= (X=%,)-(X =X )| <
M _ _

< (n+l)!\(x—xo)---(x—xn)\

]
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Frage: Wie gut stellt p(x) die gegebene Funktion f(x) dar?
Entscheidend dafur sind
- die Grofe der n+1-ten Ableitung von f auf dem Intervall |

- die GroRe der Funktion W(x) = (x=X,)-«(x=X,) an der Stelle X
abhangig von Wahl der Stutzstellen x;

Verlauf der Funktion
w(x)=[x-0.1/*x-0.2|* ool |
*1x-0.3]*|x-0.4|*|x-0.5]

21
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Folgerung: Naherung am Rand schlechter!
Der Abstand zwischen Funktion und interpolierendem Polynom
Ist klein In der Mitte der Stutzstelle.

Am Rand und aufRerhalb kann der Fehler schnell grol3 werden.

1
Beispiel: Runge-Funktion ROV =175 X€ [-1.1]

R(X) und p(x) vom Grad 20,
aquidistante Stutzstellen

A 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8 0.6 0.4 -0z 4] az 0.4 ag 4 )] 1

22
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Bessere Wahl der Stutzstellen, um den Fehler gleichmaliig
auf dem ganzen Intervall klein zu halten:

Wabhle die Stitzstellen so, dass w(x)=x""+... = (X-Xo)...
als Polynom vom Grad (n+1) auf dem Intervall | moglichst
gleichmalig klein wird.

Spezialfall n=2, X,=0 und x,=1;
Bestimme X; so, dass w(x) moglichst klein:

min 1 :maXX‘W(X)‘ = maxx‘(X—O)(x— X1)(X—1)‘ —

=max,[X(X—1)(x—x)| in [0,]

LOsung: X;=0.5, gelbe Kurve

23
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az

4 w(x) fur verschiedene x; .
/\ - Optimal, wenn alle Werte

in schmalem Band liegen.
7

0.2

I 1 1 1 I 1 1 1 1
a ai a2 a.a 0.4 [+ 0.e az ge 0.8 1

Allgemeine Losung im Intervall [-1,1]: Tchebycheff-Polynom

Nullstellen: |
21+1 . 1
ijcos(( j )ﬂj’ oL, | S
2n+2 oz ]

24
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Also vertelle Stutzstellen besser so, dass am Rand mehr Punkte
sind, um den ev. grol3en Fehler dort auszugleichen.

Allgemein gilt:

Polynominterpolation mit Polynomen hohen Grades neigt zu
Oszillationen (siehe Runge-Funktion) und wird kaum verwendet.

An Stelle von aquidistanten Stutzstellen

X; = a+lb, ]=01,...,n
n

verwende man besser eine Verteilung, bei der am Rande mehr
Stutzstellen sind, z.B. Tchebycheff-knoten (s.0.)

25
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Allgemeines Stltzstellenproblem im Intervall [-1,1]:

min, {max_ISXSI X"+a x"+. . +aXx+ ao‘}:

min, {max_ISXSI (X—X%,)- (X — Xn)‘}

4.1.7 Newtonform des Interpolationspolynoms

Manchmal ist man auch an einer expliziten Darstellung des
Interpolationspolynoms selbst interessiert.
Allerdings eignet sich dazu nicht die tGbliche Form

P(X) = 8, X"+ +ax+a,

26
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Effiziente Auswertung dieser Form mittels Hornerschema:

(--((a,X+a,_ )X+a, _,)X+---+a)X+a,

durch das Programm: y=a(n);
FOR j=n-1,...,0:
y=y*x+a());
ENDFOR

An Stelle der Standardform verwendet man p(x) in einer Darstellung,
In der die Stltzstellen eingehen:

p(X) = F[X, ]+ F[X,, X J(X=X,)+
+ 1 Xy X Xy J(X =X )(X =X, )+ +

+ T [Xpse o s X J(X=Xg) - (X=X,_;)

27
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Die Koeffizienten f[Xo,...,xj] erhalt man wieder aus der wesentlichen
Formel (*) aus 4.1.5:

(X— Xi) Pici,.isk (X) —(X— Xi+k) Pi....ik (X) =
Xik =X

Pi. ik (X) =

FIX ]+ F XX J(X= %) oo T X JOX= X))+ (X = X )

Sie lassen sich wieder aus einem Tableau (Tableau der ,Dividierten
Differenzen’) der Reihe nach berechnen mittels

f[Xi,.. X ]= f[XiH,--.,Xi;k]—fX[Xi,...,Xi+k_1]
o — X

1+

Dann kann durch Horner-artiges Schema p(x) an der Stelle x
ausgewertet werden. MATLAB-BEISPIEL
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