Technische Universitat Miinchen

Fakultat fiir Informatik

Eine Cache-optimale Implementierung eines Navier—Stokes
Losers unter besonderer Beriicksichtigung physikalischer
Erhaltungssatze

Diplomarbeit
Tobias Weinzierl

Aufgabensteller : Univ.—Prof. Dr. Dr. he Christoph Zenger
Betreuer : Dr. Miriam Mehl

Dr. Frank Giinther
Abgabedatum  : 15. Februar 2005



Ich erklére hiermit, dass ich diese Arbeit selbstédndig und nur mit den angegebenen Hilfsmitteln
angefertigt habe.

Miinchen, den 3. Februar 2005 ...



Vorwort

Es gibt eine Vielzahl von Moglichkeiten, die numerische Simulation kontinuierlicher determi-
nistischer Modelle, wie sie durch partielle Differentialgleichungen gegeben sind, zu motivieren.
Ganz nach Geschmack des Autors und der in der Arbeit behandelten Differentialgleichung muss
dazu von dem Schiff Alinghi bis zum Dach des Miinchner Olympiastadions irgendein probater
Aufhénger herhalten. Tatsache ist, dass der Bereich der numerischen Simulation im wissenschaftli-
chen Rechnen ein interdisziplindres Gebiet mit den drei Hauptsédulen Mathematik, Informatik und
Anwendungsdomdne ist.

In dieser Arbeit wird die Simulation von Fluiden thematisiert, sie ist also dem Bereich der
numerischen Stréomungssimulation zuzuordnen. Eine Motivation der Behandlung von Fluiden zu
geben erscheint dabei aufgrund der Fiille der Publikationen' zur Relevanz dieses Problems als nicht
unbedingt essentiell. Konkret bietet die Simulation laminarer inkompressibler Fluide in der Zeit
jedoch die Moglichkeit, gleich eine ganze Fiille an interessanten Aspekten des wissenschaftlichen
Rechnens zu thematisieren.

So weisen die Navier—Stokes Gleichungen aus mathematischer Sicht eine Reihe von Eigenschaf-
ten auf, die theoretisch sehr interessant sind. Dabei ist als Beispiel die Reynoldszahl-abhéngige
Hybrideigenschaft zwischen elliptischem und nichtlinearen Problem zu einem Zeitpunkt zu nen-
nen. Die Zeitabhéngigkeit an sich offeriert ebenfalls ein breites Betdtigungsfeld. Dem Numeriker
bietet sich dabei die Moglichkeit, fiir nahezu das komplette Sammelsurium an Techniken, von den
Finiten—Differenzen, der Finite-Elemente-Methode iiber die Mehrgittermethodik zur adaptiven
Fehlerschéitzern, sinnvolle Anwendungsfelder zu finden.

Bei der Umsetzung der mathematischen Erkenntnisse sieht sich der Informatiker mit der Notwen-
digkeit einer effizienten Implementierung beziiglich aktueller Rechnerarchitekturen konfrontiert.
Die Zeitabhéngigkeit der Differentialgleichungen bringt dariiber hinaus unabdingbar die Problema-
tik grofler Datenmengen mit sich. Letztendlich ist eine praxisrelevante Behandlung der Problematik
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also nur unter Einsatz des Wissens um Hochleistungsarchitekturen und probater Parallelisierungs-
strategien moglich.

Historie und Ziel

Energie- und Impulserhaltende
Diskretisierungen
[Verstappen 01]

Energie- und Impulserhaltende Spacetrees
Diskretisierungen in der FV [Frank 00]
[Emans 03] / \
Energie- und Impulserhaltende Cache-optimale Cache-optimale Cache-optimale
Finite Elemente FE Implementierungen FE Implementierungen FE Implementierungen
[Blanke 04] (2D) (3D) (n-dimensional)
[Glinther 04] / [P6gl 04] \ [Hartmann 04]

Numerische Parallelisierung Adaptivitat Randbehandlung
Stromungssimulation [Langlotz 04] [Krahnke 04] [Wagner 05]
Fluid-Struktur-Wechselwirkungen Automatische
[Neckel 05] Lastverteilung
[Herder 05]

Abbildung 0.1: Verschiedene wichtige Arbeiten (ohne Anspruch auf Vollstéindigkeit).

In dieser Arbeit werden einige interessante Aspekte aus obiger unstrukturierter Aufzéhlung her-
ausgegriffen. Dabei steht der Text in der Tradition eines ganzen Pulks themenverwandter Werke.
Diese Historie ist entsprechend zu wiirdigen und kommt iiber die Literaturverweise zum Ausdruck.

Die Gleichungen der Stromungsmechanik, die Gegenstand dieser Arbeit sind, lassen sich zuriick-
fithren auf physikalische Erhaltungssétze in der Natur. Explizit genannt sind dies Massen—, Energie—
und Impulserhaltung. Wird die Massenerhaltung im hier vorliegenden Modell explizit sichergestellt,
so sind die anderen Erhaltungssétze nur noch implizit in den die Fluide beschreibenden Gleichungen
gegeben. In [Verstappen 01] werden nun die diskrete Energie und der diskrete Impuls fiir eine
beliebige Diskretisierung dieser Gleichungen untersucht. Soll das numerische Ergebnis akkurat
sein, so miissen trivialerweise auch die korrespondierenden diskreten Erhaltungsséitze gelten. Aus
diesen leitet nun [Verstappen 01] Anforderungen an die Diskretisierungsmatrizen ab. In [Blanke 04]
wurden nun Funktionenriume konstruiert, bei denen die Matrizen zur Finite-Elemente—Methode
genau die postulierten Erhaltungseigenschaften aufweisen. Diese Elemente kommen in dieser Arbeit
zur Anwendung.

Der andere Haupteinfluss geht auf die Beobachtung zuriick, dass man Spacetree—basierte Da-
tenstrukturen [Frank 00] mittels raumfiillender Kurven [Sagan 94] linearisieren kann. Aufbauend
auf dieser Linearisierung haben nun [Giinther 04] fiir den zweidimensionalen und [Pogl 04] fiir
den dreidimensionalen Fall ein Konzept entworfen, wie sich die Finite-Elemente—Methode effizient
beziiglich heutiger Rechnerarchitekturen realisieren ldsst. Schliisseltechnik ist dabei die exklusive
Verwendung von Stacks als Datenstrukturen, die die Eigenschaft der Cache-Optimalitit aufwei-
sen. Wie bei der Untersuchung neuer numerischer Ansétze iiblich haben sich beide Autoren dabei
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schwerpunktméfig auf die Untersuchung der Poisson—Gleichung konzentriert. Eine Beschéftigung
mit praxisrelevanten oder gar zeitabhéngigen Differentialgleichung fand nicht statt. Dieser Schritt
wird erst mit der hier vorliegenden Arbeit vollzogen.

Ziel ist es also, erstmals einen FE Ansatz zur Losung instationdrer Navier—Stokes Gleichungen
zu schaffen, der den physikalischen Erhaltungssétzen per se geniigt. Die Realisierung soll dabei
Cache—optimal im Sinne von [Giinther 04] erfolgen. Diese Anforderungen sind auch direkt dem Titel
der Arbeit zu entnehmen. Nicht dem Titel zu entnehmen ist, dass numerische Standardtechniken
selbstverstdndlich voll und ganz einzubeziehen sind. Insbesondere sei hier die Mehrgittertechnik
und die Unterstiitzung adaptiver Gitter genannt. Resultat ist ein neuartiger Algorithmus, der
alle diese Anforderungen erfiillt und damit Standardverfahren zur Losung der Fluidgleichungen
iiberlegen ist.

Mathematik Informatik

- Mathematische /

Mode ierung .

Abbildung 0.2: Der typische Ablauf der numerischen Simulation und Programmevolution.

Diese Arbeit liefert hierzu den theoretischen Unterbau, der zur Integration von [Blanke 04] und
[Giinther 04] noch zu leisten war. Sie zeigt, dass es moglich ist, die Konzepte aus [Giinther 04]
dahingehend zu erweitern, dass eine Fluidsimulation durchfiihrbar ist, die sich mit allen aktuellen
Ansétzen messen kann. Insbesondere bedeutet das nachzuweisen, dass durch die hochspezialisierten
Ansitze aus [Giinther 04] nicht die Moglichkeit verbaut wurde, bestimmte Techniken wie versetz-
te Gitter zu implementieren. An einigen Stellen ist es dariiber hinaus sogar gelungen, die aus
[Giinther 04] iibernommene Systematik im Detail zu verbessern.

Nun ist jede einzelne Behauptung natiirlich auch an Problemen aus der Praxis zu validieren.
Das jedoch kann und soll diese Arbeit allein aufgrund des beschrinkten Umfangs nicht mehr
leisten. Jedoch befindet der Autor sich in der gliicklichen Lage, gleich auf eine aufbauende Arbeit
verweisen zu koénnen: In [Neckel 05] werden bereits einfache Fluid—Struktur—Wechselwirkungen mit
dem neuen Ansatz behandelt. Damit kann der Praxisteil entsprechend knapp ausfallen.

Fasst man nun die Entwicklung und die Evolution numerischer Software als iterativen Prozess
auf, so lésst sich diese Arbeit eindeutig einordnen: Thematisiert werden die Bereich mathematische
Modellierung, Design, Implementierung und Integration. Die dem folgenden Teile sind grofteils in
[Neckel 05] zu finden. Die Abbildung 0.2 visualisiert diese Tatsache. Naturgem$ liegt der Schwer-
punkt der hier vorliegenden schriftlichen Arbeit auf ersten beiden oben genannten Gebieten.
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Inhalt

Voraussetzungen

Obwohl diese Arbeit der Informatik Fakultét entstammt, ist ein gewisses Grundwissen um die
Finite-Elemente-Methode zum Verstédndnis dieser Arbeit unabdingbar. Insbesondere findet sich
hier keine Einfithrung mehr in diese Thematik, stattdessen sei auf [Braess 02, Knabner 00] ver-
wiesen. Desweiteren seien Grundlagenkenntnisse der Mehrgittermethodik [Griebel 92, Griebel 94,
Trottenberg 00] und der numerischen linearen Algebra [Stoer 90] vorausgesetzt.

Die physikalischen Grundlagen werden analog allenfalls angerissen und diirfen als bekannt vor-
ausgesetzt werden. Bei Interesse seien hier [Gresho 98, Griebel 95] und natiirlich im Umfeld des
hier behandelten Themenkreises [Neckel 05] genannt. Der Informatikanteil ist mit Grundkenntnis-
sen und der Lektiire von [Giinther 04] oder [Pégl 04] gut zu bewiiltigen?.

Inhaltliche Konzeption

Die Arbeit durchzieht der rote Faden, von einer Status—Quo—Analyse ausgehend mathematisches
Modell iiber die mathematisch handwerklichen Aspekte bis zu Implementierungsdetails darstellen
zu wollen.

Einleitend werden dazu in Kapitel 1 die behandelten Gleichungen présentiert. Dort findet sich
auch eine ausfiihrlichere Darstellung der Themenschwerpunkte. In Kapitel 2 findet sich dann ein
Umriss der bekannten Ansitze, Stromungsmechanik mit der FEM zu betreiben. Diese werden
dargestellt und auch evaluiert.

Ab Kapitel 3 wird dann der neu entwickelte Losungsalgorithmus présentiert. Grundlegend hierfiir
ist die Existenz der in [Blanke 04] entwickelten Elemente, weshalb es verniinftig erschien, diese
innerhalb dieses Themenblocks einzufithren. Nachdem dort alle mathematischen Grundlagen gelegt
worden sind, kann in Kapitel 4 die mathematische Handwerksarbeit geleistet werden. Konkret leite
man dort die beteiligten Matrizen der FEM her. Kapitel 5 umfasst dann einen kurzen Ausflug in
die numerische lineare Algebra — es werden Standardgleichungsléser rekapituliert — bevor in
Kapitel 6 endlich der neue Algorithmus und der Ansatz von [Giinther 04] integriert werden. Den
inhaltlichen Abschluss bildet Kapitel 7 mit der Konstruktion eines Mehrgitterverfahrens fiir das
neu entwickelte Programm.

Aufbau und Anhang

Den Einzelkapiteln steht jeweils eine kurze Einleitung und Inhaltsiibersicht voran, so dass das
Querlesen erleichtert wird. Am Ende eines jeden Themenblockes findet sich desweiteren eine kurze
Stichwortsammlung der angesprochenen Themen und Aspekte.

Die Gesamtarbeit wird immer wieder unterbrochen von sogenannten Exkursen, die neben tatséchli-
chen thematischen Ausfliigen technische Details beinhalten. Als Beispiel ist hier die Definition der
mathematischen Bezeichner auf Seite 3 zu nennen. Diese Exkurse tauchen im Inhalt nicht auf —
schlielich heiflen sie ja Exkurse und haben damit mit dem eigentlichen Inhalt nichts zu tun —
eine Ubersicht gibt jedoch unter anderem der Index.

Es wurde versucht allzu technische Details in den Anhang auszulagern. So finden sich beispiels-
weise alle grofleren Matrizen dort. Man kann {iber den Sinn der Angabe derselben streiten. Tatsache
ist, dass die Angabe von Matrizen in [Gresho 98] bei der Erstellung dieser Arbeit sehr hilfreich
war. Vielleicht kann der ein oder andere Leser von der hiefligen Darstellung profitieren. Ebenfalls

2Mehrfach angemahnt wurde der etwas altertiimliche Schreibstil — hier jedoch leisten Duden und Fremdwdrterbuch
wertvolle Dienste.

iv



in den Anhang verbannt wurden grofle ,,Bildexperimente”, da solche Bildtafeln den Lesefluss sonst
unnotig gestort hitten.
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1 Die Navier—Stokes Gleichungen

Diese Arbeit beschiiftigt sich mit der numerischen Simulation von Fluiden, also beispielsweise Gas
oder einer beliebigen Fliissigkeit. Dazu wird neben einer gewissen Grundbildung in der Mathema-
tik und Informatik ein Fundament an Wissen um Forschungsinhalte, Bedeutung und Bezeichner
der Anwendungsdoméne bendttigt. Dieses soll in dem hier vorliegenden einfithrenden Abschnitt
elaboriert werden. Dabei handelt es sich nicht um eine umfassende physikalische Herleitung oder
mathematische Einfiihrung — das Kapitel bezieht seine Daseinsberechtigung eher aus der Notwen-
digkeit einer gewissen Abgeschlossenheit der Gesamtarbeit.

Nachdem in einem ersten Teil das physikalische Modell und die Differentialgleichung skizziert
wird, bietet der Folgeteil eine kurze mathematische Beleuchtung der Aufgabenstellung. Hierzu
gehort die Diskussion zu spezifizierender Rand— und Anfangsbedingungen, sowie eine Klassifikati-
on der Gleichungen. Infolge dieser Darstellung werden einige interessante Aspekte herausgestellt
und es wird aufgezeigt, welchen hiervon in dieser Arbeit besonderes Augenmerk galt. Dieser mathe-
matische Abschnitt wird dann abgerundet durch eine kurze Beschreibung typischer Testszenarien
fiir die numerische Strémungssimulation, den Computational Fluid Dynamics (CFD).

Der physikalische Teil wurde schwerpunktméiflig aus [Griebel 95] extrahiert, die mathematische
Klassifizierung stark von [Braess 02] beeinflusst. Bei der Interpretation der Gleichungsterme und
der Auflistung der mathematisch interessanten Aspekte der Gleichungen handelt es sich hinge-
gen um eine rein subjektive. Ist man an einer fundierten Herleitung der Gleichungen interessiert,
so sei auf [Emans 03, Griebel 94, Neckel 05] verwiesen. Ergo kann der vorbelastete Leser dieses
einfithrende Kapitel gut und gerne iiberspringen, sei jedoch zuvor noch explizit auf die Seiten 3
und 4 hingewiesen, auf denen die in dieser Arbeit verwendete Notation standardisiert wird.

1.1 Modellbildung

Der Simulation von Fluiden liegt, wie bei allen partiellen Differentialgleichungen, immer ein konkre-
tes physikalisches Modell zugrunde. Dabei wird — wie bei Modellen generell — durch Abstraktion
und Detailreduktion die Anzahl der Eingangsparameter auf ein {ibersichtliches Maf} reduziert. Dem
hier verwendeten Modell zur Beschreibung von Fluiden — den Navier—Stokes Gleichungen — liegen
vier solche Einflussparameter zugrunde:

e Flichenkrifte Hierzu gehoren beispielsweise Gegenstéinde, die durch den Raum ,,wandern”,
aber auch feste Wénde. Legt man hierauf den Arbeitsschwerpunkt, so tangiert man das
Fachgebiet der Fluid—Struktur—Wechselwirkungen [Emans 03, Neckel 05].

e Volumenkrifte Bekanntester Einflussfaktor in der Simulation ist die Gravitation. Die Moti-
vation zur Nomenklatur ist offensichtlich: Innere Kréfte wirken bei einer teilchenorientierten
Sichtweise per Definition auf jedem Fluidpartikel. In dieser Arbeit werden innere Kréfte
vernachléssigt.

e Reibungskrifte Werden im CFD Umfeld auch mit dem Begriff Viskositdt umschrieben.

e Trigheit Die Trigheit ist ein bekanntes und wichtiges Phdnomen in der Physik. Im CFD-
Umfeld tritt sie {iber Transportterme in Erscheinung.



1 Die Navier—Stokes Gleichungen

Die Zahigkeit einer Fliissigkeit legt eine Gewichtung zwischen Reibungskréften und Trigheits-
momenten fest. Standardbeispiel ist der Vergleich von Honig und Luft, die ein Rohr umstrémen:
Wiéhrend der Honig sich langsam um das Rohr windet, umstreift Luft selbiges nur und es bilden
sich die aus dem Straflenverkehr bei LKWs bekannten Wirbel hinter dem Objekt. Grund hierfiir
ist der geringe Einfluss der Reibung. Bildlich gesprochen transportiert Reibung die Haftungskréfte,
die das Fluid an der Wand halten, ins innere desselben. Man spricht in diesem Zusammenhang
nach [Griebel 94] von innerer Reibung und bezeichnet Fluide mit hoher innerer Reibung als viskose
Stromungen.

Die charakteristische Zahigkeit des Modells wird in den diese Arbeit begleitenden Gleichungen
itber die Reynoldszahl Re ausgedriickt. Ist diese klein, so wird die Reibung relativ stark gewichtet
und man gelangt wieder zu einem ,,Honigmodell”. Die Reynoldszahl ist damit ein modellabhéngiger
Eingangsparameter in die Fluide beschreibenden Navier—Stokes Gleichungen. Wird fiir manche
Untersuchungsgegenstidnde die Reibung irrelevant, so fithrt die Neglektion des viskosen Terms zu
den sogenannten Euler—Gleichungen. Vernachldssigt man dagegen die Trégheit, weil die Reibung
das dominierende Element ist, so erhdlt man die Stokes—Gleichungen.

Das Auftreten von Turbulenzen héngt signifikant neben der Viskositdt auch von der Stromungs-
geschwindigkeit ab. Ist diese einem relativ geméchlich hinflieBendem Fluss &hnlich, so spricht man
von einer laminaren Strémung. Das oben beschriebene LKW Beispiel wird als turbulentes Fluid-
verhalten bezeichnet.

Die letzte wichtige zu nennende Vereinfachung des grundlegenden physikalischen Modells ist die
Annahme der Inkompressibilitdt des Fluids. Die Dichteinvarianz des Fluids zu postulieren, ist in
der numerischen Simulation gang und géibe. Damit kann in ein beliebiges Kontrollvolumen nur
soviel Fliissigkeit eintreten, wie aus diesem herausflieft. In der mathematischen Behandlung wird
dieses Verhalten durch den Fluiddruck sichergestellt. Dieser stellt sich zu jedem Zeitpunkt so ein,
dass bei iiberméafligem Fluideintritt diesem entgegengewirkt wird. Alternativ ,,saugt” der Druck
bei Bedarf auch Fliissigkeit! an.

1.2 Die Navier—Stokes Gleichungen

Formalisiert wird das Verhalten einer instationéren, inkompressiblen, viskosen, laminaren Stréomung
nun iiber die Navier-Stokes Gleichungen?:

0 uw: R? — R?

1
Opu + (uV)u — ﬁAquVp
divu = 0 p: R R

Ersterer Term wird dabei als Impulsgleichung bezeichnet und beschreibt das Verhalten des Fluids
in der Zeit. Insbesondere geht hier das bereits thematisierte Verhéltnis von Reibungs— zur Trans-
porteinfllussen ein. Den zweiten Term nennt man Kontinuitditsgleichung. Dieser stellt die Inkom-
pressibilitdt des Fluids sicher.

Man unterscheidet zwei fundamentale Ansétze diese Gleichungen aus den Naturgesetzen her-
zuleiten: Die rdumlich motivierte Betrachtungsweise nach Fuler und die materiell Betrachtungs-
weise nach Lagrange. Beide sind unter anderem in [Emans 03, Griebel 95, Neckel 05] zu finden.
[Blanke 04] wihlt einen deduktiven Ansatz, in dem die zugrundeliegenden Erhaltungssitze der
Physik aus den Navier—Stokes Gleichungen abgeleitet werden und damit die Konsistenz derselbi-
gen mit den physikalischen Grundgesetzen verifiziert wird.

Im Folgenden wird der Begriff der Fliissigkeit dem des Fluids gleichwertig benutzt.

2In dieser Arbeit wird durchgehend die sogenannte dimensionslose Form der Navier-Stokes Gleichungen verwen-
det, in die die Gesamtszenarioskalierung nicht eingeht. Fiir Probleme mit einer Validierungsmoglichkeit gegen
Experimente sind alle Eingangsgréfien passend zu skalieren [Neckel 05].
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Exkurs: Mathematische Notation

Die Semantik einer mathematischer Syntax ist leider nicht standardisiert. Ist eine
konsistente Verwendung innerhalb einer Arbeit unumginglich, so empfiehlt es sich
zusétzlich, die verwendete Semantik explizit zu definieren. Dies soll dieser Exkurs leis-
ten. Dabei konkurrieren in der angewandten Mathematik die innerhalb des so ge-
nannten Ricci-Kalkiils verwendete Notationskonvention mittels Indices (Einsteinsche
Summenkonvention)[Bronstein 01] und eine operatororientierte Schreibweise. In dieser
Arbeit erhielt Zweitere den Vorzug, da ansonsten mit den in der Numerik unverzichtba-
ren Indices die Formeln an Ubersicht einbiifien wiirden.

Als Demonstrationsobjekte gelten im Folgenden die Abbildungen

a:RY— R,
b:R— R? und
c:RY— RY,

wobei der Ableitungsoperator 5% meist abkiirzend als 0, notiert wird. Es gelte also

Oy Oy by
Va := Ot | _ | O a, 0y := Osbz ,
Oz, 0 Oz, Ozba

2
div ¢ := (Z azici> und  Aa:= (Z %a) = div Va,

Acy cVeq

sowie (cV)c:= cver
Acq eVeq

Dabei sei V der Gradient, div die Divergenz und A der Laplace-Operator. Das Pro-

dukt zweier vektorwertiger Funktionen sei durch das euklidische Skalarprodukt definiert.

Man beachte besonders die Schreibweise fiir den Gradientoperator als Produkt eines
(Operator-)Vektors mit einer Funktion. Aufgrund des Zusammenhangs

div=V"=(0,, 0p, ...)

betont folglich die Notation
A=VTV

die Adjungiertheit der Operatoren Divergenz und Gradient. Der Laplace-Operator ergibt
sich in dieser Notation als inneres Skalarprodukt A = VTV,
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Exkurs: Notation

Der Fluch der Indices

Die Darstellung numerischer Sachverhalte leidet bisweilen unter der Vielzahl der verwen-
deten Indices. Daher soll in diesem Exkurs die Semantik der verschiedenartigen Indices
definiert werden. Dabei wurde versucht, eine moglichst intuitive Notation zu verwenden.
So werden Dimensionsindizes respektive die einzelnen Komponenten generell tiefgestellt
notiert. Es gilt also

z € R? == (21 xg)T

Ein zweiter oft verwendeter Indextyp identifiziert die Elemente einer Folge und kommt
gerade bei Iterationsformulierungen sténdig zum Einsatz. Folgenindizes werden hochge-
stellt notiert, im Gegensatz zu Exponenten jedoch von Klammern umschlossen. Somit

bezeichnet (x("))n €No eine Folge und

9 sowie z*) := lim z™

2(

bezeichnen bei Iterationsformalisierungen die Startlosung respektive den Limes. Der
Stern ist der BNF-Notation[Broy 98, Marcotty 86] entliechen.

Kernelement vieler numerischer Methoden ist die Uberfiihrung eines unendlich dimensio-
nalen kontinuierlichen Problems auf eine endlich dimensionale diskrete Darstellung. Im
Falle der Galerkin-Projektion wird die Funktion u : R* — R® durch eine Linearkombi-
nation von k Funktionen ¢(i) : R® — R® i€ {1...k} ersetzt:

we Y u(i)e(i)

i=1...k

Hier sind also die Ansatzfunktionen (i) Stiitzstellen im R* zugeordnet. Die Losung ist
also ein k—-Tupel (u(1)...u(k))T € R*. Somit werden mit dieser Notation unendliche
Folgen von endlichen Tupeln abgegrenzt — erstere werden hochgestellt, zweitere als
Argument notiert.

Symbole

In dieser Arbeit bezeichnen kalligraphische Buchstaben wie A und 7 Operatoren,
Matrizen als endlicher Sonderfall werden durch normale Grofibuchstaben beschrieben.
Funktionen- und Vektorrdume werden als Grofibuchstaben mit Doppelstrich (R, K, U, P)
notiert. Es wurde versucht, die Raum- und Elementbezeichner stets passend zueinander
zu wéhlen, also z.B.

pelP und wel.

Zur Bezeichnung von Ansatzfunktionen kommen auch die griechischen Symbole ¢ und ¢
zum Einsatz, wihrend andere griechische Buchstaben wie 7,w und 8 problemabhéngige
Parameter bezeichnen, die geeignet zu wihlen sind.

Erzeugendensysteme

Grundlage dieser Arbeit ist nicht selten eine Multiskalensicht des betrachteten Problems
— man kennt diese Technik aus jeder Fourier—Analyse. Daher werden Werte oftmals
sowohl hierarchisch als auch dehierarchisiert benotigt. Ist der dehierarchisierte Wert mit
p bezeichnet, so notiert man den zur hierarchisierten Darstellung gehérenden Tupel mit

p.
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1.2.1 Interpretation der Terme

Es macht daher nur begrenzt Sinn, einen oder gar beide Ansétze hier erneut zu prisentieren.
Stattdessen soll kurz der Einfluss der Einzelterme qualitativ untersucht werden. Dadurch ist eine
Zuordnung auf die Einflussfaktoren des zugrundeliegenden physikalischen Modells moglich.

Der Laplace—Operator

Au>0 T

il

i
Ay <0

Abbildung 1.1: Auswirkung des Laplace-Operators. Man beachte die Beschleunigungs— (oben) re-
spektive die Bremswirkung (unten).

Der Term iiber dem Laplace—Operator modelliert die Reibungskrifte: Betrachtet man einige
Geschwindigkeitsverldufe, wie sie in Abbildung 1.1 dargestellt sind, so wird dies offensichtlich: Wird
in der Umgebung eines Punktes ,,]langsamer gestrémt” (Au < 0), so wird auch der betrachtete
Punkt, das betrachtete Partikel, gebremst. Die Umkehrargumentation erfolgt analog iiber das
Mitreilen eines Partikels.

Der Laplace-Operator wirkt nach Seite 3 komponentenweise, es gilt also

Aul
Ay = ( Aty > .

Beschriinkt man sich auf die Stokes—Gleichungen — vernachliissigt man also den nichtlinearen
Term — so ergibt sich aufgrund der Definition des vektoriellen Laplace—Operators eine Entkopplung
der Komponenten des zu 16senden Gleichungssystems. Es ist einleuchtend, dass fiir eine numerische
Diskretisierung diese Entkopplung nachzuvollziehen ist. Insbesondere darf die u;-Komponente die

Zeitentwicklung der us—Komponente nicht beeinflussen. Den Laplace—Operator—Term bezeichnet
man in der Literatur als Diffusionsterm.

Der nichtlineare Term

Zur Interpretation des nichtlinearen Terms 16se man sich von der gegebenen Formulierung, betrach-
te beide Eingangsgrofien als unterschiedliche und gelangt so zum allgemeinen Advektionsterm

)0 = (150 ) = (0.Vo) + (u. Ve



1 Die Navier—Stokes Gleichungen

Abbildung 1.2: Transport einer Kenngrofie (dunkles Gebiet) durch ein Transportmedium (schwar-
ze Pfeile). Nur die Stromung senkrecht zur Kenngroflennormalen (weifle Pfeile)
resultiert in einer Verschiebung derselben, eine Tangentialstromung hat keine Aus-
wirkungen.

Diesen kann man schén anhand einer Stoffkonzentration motivieren: Stréomt das transportierende
Medium entlang der Konzentrationskante, so é&ndert sich die Konzentration nicht, strémt es gegen
die Kante, so wird die Kante in Flussrichtung verschoben.

Nun kann man die Konzentration im Gedankenexperiment durch die Beschleunigung der Fluid-
partikel ersetzen: Stromt das Fluid senkrecht zu einer Beschleunigungsfront, so wird diese nicht ver-
schoben. Ein senkrechtes Aufeinandertreffen verstéirkt jedoch die Flussgeschwindigkeit oder bremst
diese, je nach Flussrichtung, ab. Den nichtlinearen Term bezeichnet man in der Literatur mit Kon-
vektionsterm.

Der Druckgradient

Abbildung 1.3: Der Druckgradient presst das Fluid aus einem Gebiet. Dadurch wird die Inkom-
pressibilitét sichergestellt.

Der Druckgradient ist mit Sicherheit einer der einfachsten zu interpretierenden Terme: Erhoht
man den Druck in einem Punkt, so wird die Geschwindigkeit von diesem Punkt weggedringt.
Abbildung 1.3 liefert eine schematische Darstellung dieses Sachverhaltes.

Tats#chlich muss man sich nun fragen, wie der Druck im Kontext der Navier—Stokes Gleichungen
zu interpretieren ist. Offensichtlich beachten weder Konvektions— noch Diffusionsterm die Bedin-
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gung der Inkompressibilitit. Als Folge stellt sich der Druck zu jedem Zeitpunkt sofort so ein,
dass die Inkompressibilitét in der Zeit gewahrt bleibt. In einer rein mathematischen Interpretation
fungiert der Druck also als Lagrange—Parameter.

Der Divergenzoperator

Abbildung 1.4: Zeitfortschaltung durch den Operator 7.

Der Divergenzoperator formalisiert — wie bereits erwahnt — in Gestalt der Kontinuitétsglei-
chung die Inkompressibilitédt. Herleiten kann man sich diesen Term einfach {iber eine Hyperwiirfel-
kontrollvolumenformulierung wie in Abbildung 1.4. Dabei identifiziert man den Einfluss iiber die
Wiirfelhyperflachen mit dem Ausfluss und fiithrt dann einen Grenzwertiibergang auf den Punkt im
Raum durch, indem man die Wiirfelkantenléinge gegen 0 gehen ldsst. Dieser Grenzwertiibergang
resultiert in dem Divergenzoperator.

1.2.2 Mathematische Klassifizierung

Definition 1 Fine Differentialgleichung tiber u mit dem linearen Hauptoperator

—Zai7ku a:Q— R
ik

heifst
e elliptisch in einem Punkt x, falls die Matriz (a;x) dort positiv definit ist.

e hyperbolisch in einem Punkt x, falls die Matriz (a; ) dort einen negativen und ansonsten
ausschlieflich positive Figenwerte hat.

e parabolisch in einem Punkt x, falls die Matriz (a;x) dort positiv semidefinit, aber nicht
positiv definit ist.

Ist eine Differentialgleichung auf allen Punkten x € Q) einem Typus zuzuordnen, so nennt man die
Differentialgleichung selber elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch.
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Nach der Hauptoperatordefinition fiir den Typus einer Differentialgleichung muss man die Navier—
Stokes Gleichungen in die stationdre und die transiente Phase zerteilen: In der transienten Phase
ist die Zeitableitung ungleich 0 und das Problem damit parabolisch. Ist die stationére Phase er-
reicht, so bilden die Navier—Stokes Gleichungen eine Hybridklasse: Ist die Gleichung nach wie vor
elliptisch, so dominiert je nach Gewichtung des Diffusionsteils iiber die Reynoldszahl der elliptische
oder der nichtlineare Operator.

1.2.3 Rand- und Anfangswerte

Im Fall der instationdren Navier—Stokes Gleichungen sind nach der Theorie Anfangs— und Rand-
werte zu spezifizieren. Dabei sind zwei Besonderheiten herauszustellen:

So miissen sowohl Anfangs— als auch Randbedingungen der Inkompressibilitdt geniigen. Insbe-
sondere muss also die Anfangsbedingung divergenzfrei sein. Geniigen die Bedingungen der Kon-
tinuitdtsgleichung nicht, so handelt es sich um ein unphysikalisch gestelltes Problem. Besonders
schwierig wird das Finden konkreter Bedingungen fiir nicht abgeschlossene Systeme. Hier sei im
Kontext der hier entwickelten Algorithmen auf [Neckel 05] verwiesen.

Desweiteren klassifiziert man einige Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit nach

e no-slip. Diese Bedingung entspricht der sogenannten Haftbedingung. Hierbei wird das Fluid
in unmittelbarer Ndhe zu einem Gebietsrand als ruhend angenommen, es haftet praktisch
an ihm. Der Rand ist dabei undurchdringlich und man kann die Bedingung als homoge-
nen Dirichlet—Rand formalisieren. Diese Randbedingung wird in dieser Arbeit ausschlielich
benutzt.

o free-slip. Hierbei wird angenommen, dass das Fluid den Rand nicht durchdringen, jedoch frei
an ihm entlang gleiten kann. Insbesondere treten keine Reibungs—,,Verluste” auf. Diese Be-
dingung wird auch als Rutschbedingung bezeichnet und iiber das Nullsetzen der Normalena-
bleitung der Geschwindigkeit erzeugt. Diese Randbedingung ist fiir diese Arbeit irrelevant.

o Ein— / Ausstrombedingung. Hierbei éndern sich die Geschwindigkeitskomponenten senkrecht
zur Wand nicht, was man durch Festschreiben des Normalenanteils der Geschwindigkeit er-
reicht. Diese Randbedingung ist fiir diese Arbeit irrelevant, man konsultiere bei Interesse
[Neckel 05].

Eine genauere Untersuchung der benutzten Randbedingung sowie die Diskussion etwaiger Rand-
bedingungen fiir den Druck soll auf spéater verschoben werden.

1.2.4 Interessante Aspekte

Mit Sicherheit existiert eine Vielzahl an interessanten mathematischen Aspekten im Zusammen-
hang mit den Navier—Stokes Gleichungen. Drei nicht repriisentative seien hier gesondert genannt:

e Die Behandlung parabolischer Probleme ist nicht—trivial. Insbesondere existiert keine so fun-
dierte Theorie wie fiir elliptische Differentialgleichungen. In dieser Arbeit wird daher ab Seite
12 iiber einen Finite—Differenzen Ansatz das parabolische Problem auf eine Sequenz ellipti-
scher Probleme zuriickgefiihrt.

e Die Nebenbedingung erlaubt keine unmittelbare Anwendung der Standardtheorie fiir Finite—
Elemente zu einem festen Zeitpunkt oder im stationdren Fall. Die FEM fiir elliptische Proble-
me fithrt die Losung immer auf ein Energieminimierungsproblem zuriick. Aufgrund der Ne-
benbedingung ist das Energieminimum der Impulsgleichung jedoch keine Lésung — ansonsten
wiirde das Fluid als unendlich stark kompressibel angenommen. Tatséchlich erweist sich die
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Beachtung der Inkompressibilitéit als springender Punkt in jedem numerischen Lésungsalgo-
rithmus.

e Die Navier—Stokes Gleichungen beinhalten einen nichtlinearen Term. Insbesondere fiihrt also
ein Minimierungsansatz aufgrund der Nichteindeutigkeit nicht zwangslaufig zu einem globalen
Energieminimum und damit zur Lésung. Der Behandlung dieser Problematik wird in dieser
Arbeit kein Raum eingerdumt, stattdessen sei auf die Literatur verwiesen.

1.3 Typische Testszenarien

Diese Arbeit hat zweifellos theoretischen Charakter. Dennoch miissen die entwickelten Anséitze an
einem konkreten Beispiel validiert oder verworfen werden. Dabei entsteht neben der Grundkom-
plexitdat der Materie weitere Problematik durch die Notwendigkeit der Wahl geeigneter Randbe-
dingungen. Dass die Wahl derselben keineswegs trivial ist, zeigt [Neckel 05] sowohl theoretisch als
auch praktisch.

/=

Abbildung 1.5: Schematische Darstellung der Driven—Cavity.

In selbiger Arbeit wird auch eine ganze Reihe von Szenarien nachgestellt, so dass sich der hier
vorliegende Text auf ein einziges Szenario beschriankt, das relativ simpel gehalten ist: Es ist das
Szenario der Driven—Cavity. Hierbei handelt es sich in diesem Projekt um ein quadratisches Ge-
biet, ohne Ein— und damit Ausstromung. Die obere Kante dieses Gebietes bewege sich nun mit
konstanter Geschwindigkeit von links nach rechts.

Bei den resultierenden Randbedingungen handelt es sich nun ausschliefllich um undurchléssige
Rénder mit no—slip Bedingung. Dabei beginne man mit einer ruhenden Startlésung. Abbildung 1.5
gibt den Versuchsaufbau schematisch wieder, in Anhang E ist eine Vielzahl an Illustrationen zum
Verhalten der Losung in der Zeit zu verschiedenen Reynoldszahlen gegeben.

Neben der Driven—Cavity existieren noch einige Alternativszenarien, denen sich ein Strémungs-
16ser stellen muss. Die wohl bekanntesten Szenarien sind die Stufenstromung, der freie Kanalfluss
und die Kdrmdansche Wirbelstraie. Diese Szenarien werden in [Neckel 05] mit der hier entwickel-
ten Methodik durchgespielt, in dieser Arbeit jedoch nicht weiter behandelt. Lediglich an einigen
Stellen werden die in [Neckel 05] gewonnenen Ergebnisse als Beleg fiir hier getiitigte Aussagen
herangezogen.

Stichwortsammlung

Diffusionsterm, Reibung; Konvektionsterm, Trigheit; Druck, Lagrange—Parameter, Diver-
genzfreiheit, Inkompressibilitit; parabolische, elliptische Differentialgleichung; Nebenbedin-
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gung, Nichtlinearitit; Randbedingung, no—slip, physikalische Korrektheit; Driven—Cavity,
Stufenstromung, Karmansche Wirbelstrafle
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2 Herkommliche Losungsverfahren fiir die
Navier—Stokes Gleichungen

Die Navier—Stokes Gleichungen fiir inkompressible Fluide in klassischer Form liefern noch keinen
Hinweis auf ein probates Losungsverfahren, da zu einem Zeitpunkt ¢ mit gegebener Fluidgeschwin-
digkeit die Verteilung der Unbekannten ,,ungiinstig” ist:

1
Ou+ (uV)u — R—Au +Vp=20 d + 1 Unbekannte v und Vp, zeitabhingig und
e
divu=0 d Unbekannte, nicht zeitabhingig.

Gesucht ist eine geeignete Abbildung dieser beiden physikalischen Forderungen auf ein modi-
fiziertes System partieller Differentialgleichungen, bei dem Zeit— und Raumbedingungen besser
separiert sind, und aus dem sich somit mittels des Handwerkszeugs der Numerik Gleichungssyste-
me und approximative Losungen berechnen lassen. Die dargestellten Methoden kénnen als Axiome
eines Kalkiils zur Inferenz einer Vielzahl von Losungsalgorithmen aufgefasst werden.

2.1 Diskretisierungsvarianten

-

elliptisches Problem

Abbildung 2.1: Die vertikale Methode als fractional-step method.

Bei der Behandlung parabolischer Probleme — zu denen die Navier—Stokes Impulsgleichungen
gehoren — haben sich zwei grofie Verfahrensklassen herauskristallisiert [Knabner 00]: Methoden,
die auf einer Volldiskretisierung beruhen, stehen Methoden gegeniiber, denen eine Semidiskreti-
sierung zugrunde liegt. Im Falle der Volldiskretisierung werden in der FE-Technik Zeit-Raum-

11
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Elemente verwendet, um das Problem in einer Variationsformulierung in der Raumzeit zu l6sen.
Auf diese Technik soll hier nicht weiter eingegangen werden?.

Bei einer Semidiskretisierung werden die Diskretisierung der rdumlichen und zeitlichen Ableitun-
gen strikt getrennt behandelt. Generell unterscheidet man hierbei die vertikale von der horizontalen
Linienmethode, wobei man der horizontalen Achse den Raum zuordnet und der vertikalen Achse
die Zeit?. Je nachdem, welche Unbekannte man zuerst diskretisiert, fillt das Verfahren in die eine
oder andere Klasse. In dieser Arbeit wird eine vertikale Semidiskretisierung verwendet:

Die Raumdiskretisierung erfolgt dabei mittels Finiter Elemente, zuvor jedoch wird die Zeit mit-
tels eines Finite-Differenzen—Verfahrens fortgeschaltet. Abbildung 2.1 visualisiert solch ein Verfah-
ren: Das Problem wird durch die Zeitdiskretisierung auf eine elliptische Differentialgleichung pro
Zeitschritt reduziert. Die resultierenden Gleichungen werden auch auch als semidiskrete Modelle
bezeichnet.

Beziiglich der Diskretisierungsreihenfolge halte man fest: Zunéchst wird ein ,,Zeitmodell” fest-
gelegt, anschlieend ergibt sich die zu lésende (stationiire) Differentialgleichung fiir einen Zeit-
schritt. In diesem Kapitel wird demzufolge zunéchst die Behandlung der Zeit thematisiert. Dabei
sei kein Vollstandigkeitsanspruch postuliert, stattdessen sollen lediglich die Techniken eingefiihrt
werden, die spéter im Umfeld des hier vorgestellten neu entwickelten Algorithmus verwendet wer-
den kénnen. Weiterfithrende Techniken finden sich unter anderem in [Donea 03].

Der zweite Abschnitt beschéftigt sich mit der Losung des elliptischen Problems pro Zeitschritt
mittels der Finite-Element-Methode. Dabei wird die Impulsgleichung mittels einer Galerkin—
Formulierung in eine schwache Form gebracht. Durch die Existenz der Nebenbedingung — der
Kontinuitétsgleichung — sind hierbei theoretische Untersuchungen und Resultate fiir elliptische
Probleme nicht unmittelbar iibertragbar. Verschiedene Ansiitze zur Losung der Problematik werden
kurz angerissen. Weiterfithrende Aussagen sind unter anderem [Braess 02, Donea 03, Ferziger 99,
Fletcher 97, Girault 86, Gresho 98] zu entnehmen.

Alle vorhandenen Ansétze leiden unter einigen Einschrinkungen, was in dieser Arbeit als Moti-
vation zur Entwicklung eines neuen Verfahrens dient. Dieses Verfahren wird im Anschluss an dieses
Kapitel aus den hier priasentierten Ansétzen entwickelt. Somit kann bei entsprechenden Vorkennt-
nissen dieses einfithrende Kapitel iibersprungen werden — es stellt lediglich einen Streifzug durch
vorhandenes Wissen dar.

2.2 Behandlung der Zeitableitung

Es existiert eine Vielzahl von Ansétzen, die Zeitfortschaltung zu realisieren — im Wesentlichen
deckt sich das Wissen mit dem der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen [Aulbach 04,
Deuflhard 02]. Im Folgenden sei solch eine Realisierung der diskreten Zeitfortschaltung iiber einen
endomorphen Zeitoperator identifiziert, wobei die Zeit in Intervalle der Lénge 7 eingeteilt sei. T
ist dabei generisch, also nicht unbedingt dquidistant, zu wihlen. Dieser Endomorphismus liefere
zu einer Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢ die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ + 7.

In der Tat sind Volldiskretisierungen fiir praxisnahe Aufgaben nicht relevant — die aus den impliziten Glei-
chungssystemen resultierenden Gleichungen sind meist schlicht und einfach nicht zu lésen. Ein Beispiel sei
[Hartmann 04]: Hier wird ein cache—optimales Verfahren analog zu [Giinther 04, P6gl 04] fiir beliebige Dimensio-
nen entwickelt. Trotz echter Mehrgitterkonvergenz zeigt sich, dass bereits vier Dimensionen nicht mehr verniinftig
handhabbar sind. So benétigt man fiir die Approximation der Poisson-Gleichung auf einem 27%-Gitter (etwa
460000 Freiheitsgrade) bis zu einer Genauigkeit von 10~° auf dem Referenzrechner etwa fiinf Minuten. Bereits
auf einem 81% Gitter hat man jedoch 41 Millionen Freiheitsgrade und auf dem gleichen Rechner eine Termi-
nierungszeit von etwa sieben Stunden. Eine solche Feinheitgradzahl ist jedoch fiir zeitabhéngige Probleme noch
nicht ausreichend [Gresho 98, Neckel 05]. Abhilfe kénnten hier eventuell diinne Gitter [Bungartz 98] verschaffen,
dies ist jedoch noch Gegenstand aktueller Forschung.

?Die Variante mit zugrundeliegender dquidistanter Zeitdiskretisierung bezeichnet man auch als Rothe-Methode.

12



2.2 Behandlung der Zeitableitung

w0 c R? - R?

~u® s )

W0 Cc R R?

Abbildung 2.2: Zeitfortschaltung durch den Operator 7.

.:U — U
Tr(u®) = o+

Abbildung 2.2 illustriert die Wirkungsweise solch eines Operators. Die hier verwendete Formu-
lierung ist sehr allgemein, in dieser Arbeit jedoch wird die Zeit ausschliefflich linear fortgeschaltet.
Es gilt folglich

W) _

atu =: dtu

Q

-
=T,w?®) = u®+7du,

wobei d;u respektive dyu iiber die Impulsgleichung gegeben ist®. Es verbleibt die Frage zu kliren,
zu welchem ,,Zeitpunkt” 0;u auszuwerten ist, auf welches u also die in der Impulsgleichung auftre-
tenden Operatoren angewandt werden miissen. Die Varianten, bei denen nur Linearkombinationen
der Operatorauswertungen zu den Zeitpunkten ¢ und t 4+ 7 verwendet werden, bilden die Familie
der §—Methoden, die im folgenden Abschnitt beschrieben wird:

2.2.1 Die —Methoden

In die Familie der #—Methoden fallen alle Methoden, die Operatoren auf der Losungsfunktion iiber
einer Linearkombination aus aktueller und zu bestimmender Funktion «® und «®+7) auswerten.

3Im Folgenden sei diu der Wert der Zeitableitung, also bereits der Zeitdiskretisierung entnommen.

13



2 Herkommliche Losungsverfahren fiir die Navier—-Stokes Gleichungen

Definition 2 Sei 0 € [0,1]. Der Operator T, falle in die Familie der —Methoden mit

Tro(u®) :=u® 7 [ (1 -0)du'® + 0d,u*)

~0iu

Im Folgenden diene der Operator F : (Q — R?) — (2 +— R?) als Sammelplatz fiir den Diffusions-
und Konvektionsanteil, enthalte jedoch keine Druckanteile. Diese Definition sowie die Notation
selbst ist analog zu [Chorin 68] gewéhlt. Damit gilt

du® = —@OV)® § Au® — yp)
Re
= —F®)-vp®
Ein klassisches Beispiel fiir ein Element der §—Familie liefert das Forward—Euler—Verfahren wie

es aus der Finite-Differenzen Methode bekannt ist [Braess 02] und die rechte Seite — hier also F
und Vp — ausschliellich in ¢ 4+ 0 = t auswertet:

Korrolar 1 Das Forward-Euler—Verfahren ist Element der Familie der —Methoden mit 6 = 0.

Abbildung 2.3: Die Foward-Euler-Methode.

Weitere bekannte Verfahren lassen sich direkt aus der Definition der §—Methode ableiten. So gilt
folgender Zusammenhang;:

o Backward-Euler—Verfahren: 6 = 1

o Galerkin—Verfahren: 6 = %

e Crank—Nicolson-Schema: 6 = %

In der hier vorliegenden Arbeit wird wie in [Griebel 95] ausschlieflich das explizite Euler—

Verfahren zur Verwendung kommen, es gilt also # = 0. Somit eriibrigt sich eine Annotation des
Druckes mit einem Zeitindex, da in jedem Zeitschritt nur der aktuelle Druck von Interesse ist.

14



2.3 Finite-Element—Diskretisierung der rdumlichen Ableitungen der Impulsgleichung

2.2.2 Analyse der 6—Verfahren

Mit Hilfe der #—Methoden fithrt man ein System instationdrer Gleichungen iiber in eine unendli-
che Sequenz stationérer Probleme. Diese Vereinfachung geht mit einem entscheidenden Nachteil
einher?: Das Verfahren verfiigt iiber einen numerischen Ereigniskegel endlicher Ausbreitungsge-
schwindigkeit und geniigt daher nicht automatisch der CFL-Bedingung [Braess 02]. Diese soll hier
nicht breitgetreten werden, wird aber im Zusammenhang mit dem hier entwickelten Algorithmus
ab Seite 29 nochmals in den Mittelpunkt des Interesses treten. Weitere Stabilitédtsanalysen seien
[Knabner 00] zu entnehmen, aus Mathematik-Ingenieur—Sicht bietet sich das Buch [Ganzha 96]
an.

Trotz dieser Nachteile verwenden viele Verfahren eine explizite Zeitfortschaltung: Die Minimum-
suche iiber den nichtlinearen Term der Navier—Stokes Gleichungen vereinfacht sich in diesem Fall
zu einer einfachen Auswertung desselben.

Fiir den hier entwickelten Ansatz wird desweiteren nach der Vorstellung des neuartigen Ver-
fahrens zum Losen der Fluid-Gleichungen auffallen, dass das dort zu losende System aus drei
Differentialgleichungen durch 6 = 0 entkoppelt wird und infolge dessen sequentiell zu 16sen ist. Die
Herleitung der Differentialgleichungen ist jedoch prinzipiell 6—Wahl invariant.

2.3 Finite—Element—Diskretisierung der raumlichen Ableitungen
der Impulsgleichung

Will man die Impulsgleichung mittels der Finite-Element-Methode 16sen, so muss selbige durch
Tests gegen geeignete Funktionen in die schwache Formulierung gebracht werden. Eine Einfithrung
zu dieser als Galerkin—Formulierung bezeichneten Methodik findet sich unter anderem in [Braess 02,
Knabner 00].

Um das Eingangs versprochene Kalkiil zu bieten, wird die Zeitfortschaltung nun iiber den Ope-
rator 7, ¢ ausgedriickt. Damit erhdlt man nach vorgenommener Zeitdiskretisierung

W) O = Ty ®) — )

= T ((1 — 0)dyu® + Hdtu(HT))

s ou ~ % (u<t+f> - u<t>) - ((1 — ) (—F(u®) — Vp®) + g(—F(ut+7)) — Vp(HT)))

und damit die schwache Formulierung der Impulsgleichung

1
(; (Tﬂg(u(t)) - u(t)) + Fu®) + vp®, ga) =0 VeeV.

Die schwache Formulierung wird nun durch die Approximation von v® und w(**7) in einem
endlich dimensionalen Ansatzraum U sowie die Wahl eines ebenfalls endlich dimensionalen Tes-
traums V' in ein endliches System von Gleichungen tiberfiihrt. Identifiziert man dabei Ansatz- und
Testraum, so spricht man auch von einem Ritz—Galerkin—Verfahren.

Entgegen eines ersten Eindrucks ist die Standardtheorie der Finiten Elemente hier nicht anwend-
bar, da jede Losung auch der Divergenzfreiheit, also der Inkompressibilitéit geniigen muss, die sich
im Rahmen der §—Methoden kontinuierlich als

div T; 9(u?) =0

4Tatséchlich existieren eine Reihe weiterer Nachteile: Die theoretische Fundierung der Finite-Differenzen-Methode
ist bei weitem nicht so ausgereift, wie die Kenntnisse um die Finite-Element—-Methode. Desweiteren erlaubt die
explizite Zeitschrittsteuerung keine zeitadaptiven Gitter.
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16

Exkurs: Funktionenraume

Generelle Notation

Mit C* seien die k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnet. Insbesondere be-
zeichnet der C° = C den Raum der stetigen Funktionen, wihrend C> alle unendlich oft
differenzierbaren Funktionen beinhaltet. Ist ein Funktionenraum mit einer tiefgestellten
0 annotiert, so ist der Raum eingeschrénkt auf alle Elemente mit kompaktem Tréger. Ins-
besondere muss der Trager vollstdndig in der Doméne liegen, auf der der Funktionenraum
spezifiziert wird.

Ist dem gesamten Funktionenraumbezeichner ein Exponent nachgestellt, so handelt es
sich um eine Dimensionsaussage beziiglich des Bildraums. So bezeichne C'(2)? den Raum
der stetigen vektorwertigen Funktionen, d.h. u € C(Q)? = u(x) € R%

Besondere Bezeichner

Einen besonderen Unterraum von C° bilden je P"™ und Q". Diese bezeichnen die Po-
lynome n—ten Grades respektive die zugehorigen Tensorproduktriaume. In dieser Arbeit
sind die Mengen PP, also die konstanten Funktionen, sowie Q' als Raum der n-linearen
Funktionen von Interesse.

Hilbertraume
Mit

(o) = ﬂ (ule),v(z)) da,
L2 = {u | ||lullrz = V/(u,u) 2 < oo}

ist ein Funktionenskalarprodukt definiert, dass mit |.|%. = (.,.)r2 den Raum L? als
Raum der Lebesgue—integrierbaren Funktionen definiert. Darauf aufbauend seien mit
m > 0 iiber die schwachen Ableitungen 0% die Hilbertraume H™ definiert als

(u,v)gm = Z (0%, 0%0) 12 ,

lo|<m
H™ = Aullullgm = v/ (u,u)gm < oo},

Man beachte den Zusammenhang L? = H°. Dabei besitzt u € L? die schwache Ableitung
v = 0%, falls fiir v € L?

(6,0)12 = (1)1 (0%, w) . Yo € CF(Q)

gilt. « ist ein Multiindex.

Lipschitz—Gebiete

Ist in dieser Arbeit von (hinreichend glatten) Gebieten die Rede, so seien damit stets
Lipschitz—Gebiete bezeichnet. Nach [Braess 02] heifit ein Gebiet Q € R? Lipschitz-Gebiet,
falls zu jedem Randvektor x € 0N eine Umgebung existert, die sich als Graph einer
Lipschitz—stetigen Funktion darstellen ldsst. Oftmals ist die Lipschitz—Eigenschaft durch
die intuitiv anschaulichere Kegelbedingung zu ersetzen — man konsultiere auch hierfiir
[Braess 02, Knabner 00].




2.4 Einbringen der Kontinuitdtsgleichung

formalisiert. Dieses Faktum wurde in der Einleitung bereits thematisiert. Die Divergenzfreiheit
muss dabei durch Wahl eines passenden Drucks sichergestellt werden. Im Folgenden seien drei
Ansitze aufgezeigt, diese Forderung in eine schwache Formulierung zu integrieren. Alle drei Ver-
fahren bringen signifikante Nachteile mit sich, was die Entwicklung eines neuartigen Verfahrens
motivierte.

Der erste Ansatz schrinkt den Suchraum des diskreten Minimierungsproblems auf den Raum der
divergenzfreien Funktionen ein. Der zweite erzwingt die Nebenbedingung durch einen weiteren Test
und erhilt somit (d + 1) gekoppelte Differentialgleichungen, die iterativ zu l6sen sind®. Die Klasse
solcher Ansiitze wird in [Ferziger 99] als SIMPL E—type algorithms bezeichnet. Alternativ findet man
auch den Begriff Druckkorrekturmethoden, da die Divergenzfreiheit durch eine Druckvariation in
einem iterativen Verfahren sichergestellt wird.

Bereits thematisiert wurde die physikalische Rolle des Drucks: Er stellt die Divergenzfreiheit
der zukiinftigen Losungen sicher. Der dritte Ansatz verwendet genau diese Grundidee, um den
Druck explizit zu berechnen. Zunéchst wird hierbei wird die Lésung der Impulsgleichung in meh-
rere Schritte aufgeteilt. Der Berechnung des Diffusions— und Konvektionsanteils folgt die explizite
Berechnung des Druckgradienten, um abschliefend die Zeit in einem Cauchy—Schritt fortzuschal-
ten. Diese Art der Problemlosung bezeichnet man auch als fractional-step method und wurde un-
abhiingig voneinander in [Chorin 68] und [Temam 69] entwickelt. Eine englischsprachige Abhand-
lung von [Temam 69] findet sich in [Temam 01], alternativ kann man [Donea 03] oder [Gresho 98]
heranziehen. Algorithmen, die der Klasse der fractional-step Methoden zuzuordnen sind, finden
vor allem in der Berechnung langsam flielender Stromungen Anwendung.

2.4 Einbringen der Kontinuitatsgleichung

2.4.1 Divergenzfreie Geschwindigkeitsansatzraume

Mit der Wahl eines diskreten divergenzfreien Geschwindigkeitsraums bildet man die Forderung der
Divergenzfreiheit der Losung in den zugrundeliegenden Funktionenraum ab, ldsst also nur Basis-
funktionen zu, die per se selbst divergenzfrei sind. Dadurch kann in der schwachen Formulierung
der Druckterm eliminiert werden, da sich der Gradient des Drucks mit der Greenschen Formel auf
die (divergenzfreie) Testfunktion ,,abwilzen” lsst:

(Vp,9)2 = —(p,divey),.=0 Vpeclp

Die Losung dieses elliptischen Problems liegt bei homogenen Dirichlet-Bedingungen® nun nach
[Gresho 98] ebenfalls im Raum der divergenzfreien Elemente”. Existenz, Fehleraussagen und Ein-
deutigkeit ergeben sich daher in diesem Fall aus den S#tzen von Lax—Milgram und dem Céa—
Lemma.

Die ausschlieffliche Arbeit mit divergenzfreien Ansatzriumen bringt jedoch meist einige Probleme
mit sich: So kann in vielen Féllen die in [Ciarlet 78] geforderte Eigenschaft der lokalen Tréiger nicht
erfiillt werden oder die Konformitéit der diskreten Ansatzrdume ist nicht gegeben. Im Fall der
Nichtkonformitét ist der Approximationsraum nicht Subraum des Losungsraums der schwachen
Formulierung und jede Fehlerabschidtzung muss um einen Konsistenzfehler erweitert werden. Ein
Beispiel fiir divergenzireie Elemente findet sich in [Braess 02], [Gresho 98] fiihrt die Historie der
divergenzfreien Elemente genauer aus.

5Mit d sei im Folgenden stets die Dimension bezeichnet. Da es sich bei der Geschwindigkeit um ein Vektorfeld
handelt, ist hier Dimension des Bildbereiches gleich der Dimension des Gebietes, d.h. mit z € Q,u(z) € U(Q)
gilt dim Q = dim U(Q).

6Die Behandlung inhomogener Dirichlet-Bedingungen wird dem interessierten Leser auf Seite 20 nahegebracht.

"Man beachte, dass in dieser Arbeit der nichtlineare Term stets auch in U approximiert wird. Eine Evaluierung
des dadurch entstehenden Fehlers kann und soll hier nicht geboten werden.
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2 Herkommliche Losungsverfahren fiir die Navier—-Stokes Gleichungen

Obwohl die Losung nach Vorgabe in Vgjy w—o liegen muss, macht es somit zunéchst Sinn, den
Suchraum um die nicht—divergenzfreien Elemente zu erweitern. Der Limes eines jeden Iterations-
verfahrens wird dann wieder im divergenzfreien Unterraum liegen. Tatsdchlich wird in unserem
erweiterten Ansatz diese Augmentierung zunéchst vorgenommen, anschliefend jedoch durch die
sogenannte Druckpoissongleichung eine Einschrinkung auf den probaten Unterraum vorgenom-
men.

2.4.2 Gemischte Ansatze

Der grofiten Beliebtheit auf dem Gebiet der Computational Fluid Dynamics (CFD) erfreuen sich
zweifellos die gemischten Ansédtze. Auch so bekannte Verfahren wie SIMPLE kombiniert mit der
FEM lassen sich dieser Klasse von Verfahren zuordnen. Hierbei wird die Divergenzfreiheit nicht
explizit in den Funktionenraum abgebildet, sondern wird durch einen weiteren Test der Konti-
nuititsgleichung iiber v**7 erzwungen.

.............. Schwache
Approximation

Exakte
Losung

Abbildung 2.4: Die gemischten Methoden approximieren beide Gleichungen. Daher liegt die Losung
an einem unphysikalischen Ort, entspricht also i.A. unendlicher Energie.

Gelost wird also zusétzlich zur schwachen Impulsgleichung noch

|
e

(o 7s0.6),

Die meisten Verfahren verzichten auf eine iterative Losung des Gesamtsystems und begniigen sich
stattdessen mit einer festgelegten Iterationsreihenfolge. So liegt z.B. der Chorin—Temam—Methode
[Temam 01] eine Zweiteilung zugrunde: Die Impulsgleichung wird zuniichst mit einem Druckgra-
dienten Vp = 0 gelost und so eine vorldufige Geschwindigkeit errechnet. In einem zweiten Schritt
korrigiert man das obige reduzierte Gleichungssystem mit der vorlaufige Geschwindigkeit als Aus-
gangspunkt, wodurch sich die Gleichungen drastisch vereinfachen.

Derartige Verfahren werden auch als Druckkorrekturmethoden bezeichnet, da sie iiber den Druck
die Divergenzfreiheit , korrigieren”. Da beide Differentialgleichungen gekoppelt betrachtet werden,
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2.4 Einbringen der Kontinuitdtsgleichung

gehort der Ansatz in die Klasse der gekoppelten Verfahren. Vergleiche gekoppelter Verfahren mit
nicht gekoppelten Verfahren, wie sie in Abschnitt 2.4.3 angerissen werden, finden sich unter ande-
rem in [Sivaloganathan 88, Sivaloganathan 91].

Wahl der Ansatzraume

o fu u”

\

Abbildung 2.5: Das beliebte Q! P°~Element: Hier werden bilineare Geschwindigkeitsansatzfunktio-
nen auf den Gitterpunkten in Kombination mit zellweise konstantem Druck ver-
wendet.

Direkt aus obiger Gleichung lassen sich die Bedingungen
u € UcH Q) und
p € PCH(Q)=L*Q)

an die Glattheit der Losung fiir die Geschwindigkeit © und den Druck p ableiten. Nach Definition
des Ritz—Galerkin—Verfahrens verwendet man

p € U und
o € P

Nur durch obige Wahl von ¢ wird die Adjungiertheit respektive Transponiertheit des Divergenz—
und Gradientenoperators beibehalten, wie es auf den Seiten 3 und 37 gefordert wird, weil sich
aufgrund der lokalen Triiger der Ansatz—/Testfunktionen durch partielles Ableiten der Gradient
des Drucks auf die Testfunktion ,,abwilzen” lasst:

/(Vp,(p) dx:f/pdivgodz
Q Q

Konvergenztheorie

Die Konvergenztheorie zu solch einer Variationsformulierung eines Sattelpunktproblems ent-
spricht zuniichst formal der Standardproblematik, betrachtet man die Losung (u,p) € H'(Q)? x
HO(€2). Dennoch lassen sich Standardresultate wie der Existenzsatz von Lax-Milgram nicht direkt
auf diese Problemstellung iibertragen, da mit den stetigen Bilinearformen

a:UxUw~ R, b:PxUw— R,
a(u, ) +b(p,p) = 0
b*(u,¢) = 0
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Exkurs: Einbringen von Randbedingungen

Dirichlet Randbedingungen

Seien zu einer elliptischen Differentialgleichung u : {2 — R Dirichlet—-Randwerte gegeben.
Wir betrachten also beispielsweise

—Au(z) = 0 Vo € Q,

U|6(2 = g

Ist dabei g # 0, so spricht man von inhomogenen Randbedingungen. Offensichtlich ver-
schwindet bei inhomogenen Réndern das Randintegral aus der Greenschen Formel in der
schwachen Formulierung nicht. Dann kann man durch eine geeignete additive Aufteilung
des Problems, das inhomogene Dirichlet—Problem auf ein homogenes Dirichlet—Problem
mit modifizierter rechter Seite zuriickfithren. Man wihle

u = Uup + ug,
UD|aQ = g und
U0|8Q = 0.

Man beschrénkt sich jetzt bei der schwachen Formulierung wiederum auf ,,homogene”
Testfunktionen, also Funktionen, die auf dem Rand verschwinden und lasst somit beim
Ubergang in den diskreten Funktionenraum beide Randintegrale verschwinden. Der ver-
bleibende Term fQ (up, @) dzx ist von der approximierten Losung der Differentialgleichung
unabhéngig und wird auf die rechte Seite gebracht.

Neumannsche Randwertaufgaben

Die Behandlung Neumannscher Randwertaufgaben gestaltet sich etwas subtiler. Sei also
im Folgenden

—Au(z) = 0 Vx € €,

(w,n) oo = g

Gegenstand der Betrachtung. Dann verbleibt auch bei der Formulierung mit auf dem
Rand verschwindenden Testfunktionen der Term [, (Vu,n) ¢ dz auf der linken Seite der
Gleichung. Nach dem Spursatz [Braess 02] gibt die schwache Lsung nun die klassische
Losung wieder, falls

e die klassische Randwertlsung existiert, also g € C'(£2) und

e g€ L*(09) gilt. B
Dabei ist u € H*(Q2) und die klassiche Losung in C?(2) N C1(9Q).




2.4 Einbringen der Kontinuitdtsgleichung

die schwache Formulierung der Impulsgleichung die beiden verschiedenen Riume U und P umfasst®.
Abhilfe schafft hier eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax—Milgram, die als inf-sup— oder
Babuska—Brezzi-Bedingung bekannt ist:

Theorem 1 Seien U und P Hilbertrdume, a : UXx U +— R und b : P x U — R stetige Bilinearform
mit a U—elliptisch und b aus dem Dualraum von U (b € U*). Dann hat das Problem

finde pe P: a(u,9) +b(p,p) =0 Yo el

genau eine Losung genau dann wenn

of b(p, ¢) > 050
0£peP opev |IPlle  Ilollu
und
VO# pelU: sup b(p, p) >0
peP
gelten.

Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf [Braess 02] und [Girault 86] verwiesen. Man beachte fiir
die Eindeutigkeit des Raumes, dass es sich bei der P-Norm um eine Halbnorm handelt, die lediglich
die Ableitung miteinbezieht, aber translationsinvariant ist.

Bevor darauf eingegangen werden soll, welche Auswirkungen die Missachtung der inf-sup—
Bedingung auf numerische Losungen hat, wird kurz eine alternative Sichtweise, die eher der linearen
Algebra entstammt, angerissen:

Operatormatrixformulierung

Nach [Donea 03] kann der Raumanteil, sprich das Sattelpunktproblem, der (Navier—) Stokes Glei-
chungen® auch als Matrix—Funktionen-Produkt formalisiert werden:

D 0 (51
0 D MT U9 o
M 0 P

Man beachte, dass hierbei bereits die im diskreten nachzuvollziehende Adjungiertheit von Gra-
dient— und Divergenzoperator eingeflossen ist. Dieses System ist nach den Regeln der linearen
Algebra nun eindeutig l6sbar, falls die Operatormatrix vollen Rang hat. Aufgrund der Diagonal-
struktur des Konvektions—/Diffusionsteils ist dies dquivalent zur Forderung, dass der Kern des
Gradientenoperators die Dimension 0 aufweist, also

dim ker MT =0

gilt. Dabei sei wiederum auf die Halbnormeigenschaft des Druckraums hingewiesen: Ist fiir ge-
schlossene Szenarien keine Einflussbedingung gegeben, so ist der Druck nur bis auf eine Konstante
bestimmt!?. Offensichtlich gilt folgender Zusammenhang:

8b* sei der zu b adjungierte Operator.
9Die Erweiterung um den nichtlinearen Teil ist trivial.
10Man erinnere sich an die Energienorm zu elliptischen Differentialgleichungen: Auch hier gehen nur die Ableitungen
in die Normauswertung ein, alle konstanten Funktionen werden jedoch auf das Nullelement in R abgebildet.
Existieren Dirichlet-Rénder, so bringt man diese in den normierten Funktionenraum ein (siehe Seite 20), Hat man
ausschlieBlich Neumann-Rinder gegeben, so normiert man iiber das L2-Skalarprodukt nach Belieben [Braess 02].
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2 Herkommliche Losungsverfahren fiir die Navier—-Stokes Gleichungen

Korrolar 2 Gilt fiir ein gemischtes Problem die inf-sup—Bedingung, so hat das System in der
Operatormatrizformulierung vollen Rang.

Es bleibt fiir das hier behandelte Problem folgendes festzustellen: Geniige ein Ansatzraum der
inf-sup—Bedingung, so ist die Differentialgleichung analog zu bekannten elliptischen Problemen

e eindeutig losbar, falls ein Dirichlet—Rand gegeben ist und

e bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, falls ausschliellich Neumann-Rénder gegeben
sind.

Geniigt ein System jedoch nicht der inf-sup-Bedingung, so existiert ein Druck punphysikatisch
so dass fiir alle Testfunktionen der Term b(Dunphysikalisch,®) verschwindet. Dabei handelt es sich
aber nicht nur um die bereits angesprochenen konstanten Funktionen, die bei Fehlen von Dirichlet—
Bedingungen aufgrund der Halbnormeigenschaft zu erwarten sind, sondern um nichtkonstante
Druckentwicklungen. Ist folglich pg die (korrekte) Losung, so ist in diesem Fall auch
Do + ODunphysikalisch Voo € R eine Losung. Das wére todlich fiir ein Iterationsverfahren, da hier
die Konvergenz nicht sichergestellt sein kann, und natiirlich unphysikalisch [Trottenberg 00], da es
in der Natur nur einen korrekten Druck geben kann.

Spurious Modes

Fiir die meisten ,,nicht-inf-sup-Elemente” kann zeigen, dass solche Druckverteilungen pynphysikatish
auf dem Rand im Allgemeinen nicht verschwindet. Offensichtlich impliziert also die Existenz eines
Dirichlet-Randes fiir den Druck auch die Eindeutigkeit des desselben und damit die Stabilitidt der
Methodik — auch fiir Ansatzriume, die nicht der inf-sup—Bedingung geniigen. Es liegt also nahe,
nach Ansétzen zu suchen, bei Fehlen eines echten Dirichlet—Randes iiber einen kiinstlichen Rand
die Losung zu stabilisieren. Doch auch hier konnen in der numerischen Losung unphysikalische In-
stabilitdten auftreten, die Iterationsverfahren nicht weggléitten kénnen — solche Losungen werden
auch als spurious modes bezeichnet. Als Erklirung hierfiir diene eine Konstruktionsvariante fiir
solche Modi:

Die Grundidee ist hierbei, zunéichst unter Vernachlissigung der Randbedingungen die unphysika-
lischen Druckverteilungen punphysikalisch 2U konstruieren'! und anschlieBend durch entsprechende
Skalierung daraus die spurious modes pspurious abzuleiten. Sei als Beispiel ein solches Druckmuster
Dunphysikalisch fir die Driven—Cavity auf dem Einheitshyperwiirfel gefunden, so kann man mittels
der Skalierung

Pspurious ((E) = Punphysikalisch (m)szl Sin(ﬂ-xk)

spurious modes fiir alle Dirichlet—Rénder konstruieren. Diese verschwinden jetzt auch auf dem Rand
und geniigen damit auch dem Dirichlet—Rand. Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser Konstrukti-
onsmethodik fiir unphysikalisches Druckverhalten auf Basis einer Eigenwertbetrachtung findet sich
beipielsweise [Zeeuw 97] ab Seite 92 — diese Modi werden dort als near chess—board grid—function
bezeichnet.

Abhilfe schafft also meist nur die Verwendung zusétzlicher Qualitdtsmetriken oder unregelméfi-
ger Gitter — letzteres wird sich gleich anhand der Konstruktion der Modi {iber Symmetrieachsen
ergeben. Abschlieend sei Professor Peter Hansbo vom Department of Applied Mechanics der
Chalmers University of Technology in Géteborg zitiert, der am 25. Juni 1999 in der sci.math.num-
analysis folgendes von sich gegeben hat:

11 Anschaulich betrachtet man also zunéchst ein unendlich ausgedehntes Rechengebiet €.
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2.4 Einbringen der Kontinuitdtsgleichung

”Spurious” is just a fancy FE word for "unstable”. You have ”spurious” modes when
under—integrating, you have ”spurious” oscillations in the Galerkin solution of convection—
diffusion problems, and you have ”spurious” pressure modes in mixed FE—-solutions of
incompressible fluid and elasticity problems. Since it is unthinkable that FEM solutions
are unstable (grin), then, if they are wrong, the have to be ”spurious”.

Schachbrettmuster

pel©) = Q)
peP() = PYQ)

x1—-Komponente xo—Komponente

p=—Cylp=+Cylp=—C,

p=+Cylp=—Cylp=+C,

Abbildung 2.6: Konstruktion der spurious modes zum Q' P°-Element.

Fasst man obige Uberlegungen zusammen, so ergibt sich direkt, dass das beliebte @' P° Element
instabil sein muss, weil bei einer schachbrettartigen Druckanordnung p = +C' respektive p = —C
selbiger im Test verschwindet. Die Konstruktionsprinzipien, also eine induktive Darstellung, sei im
Folgenden gegeben!?:

Man betrachte die Gradientenverteilung eines Geschwindigkeitshutes, wie sie in Abbildung 2.6
wiedergegeben ist. Offensichtlich verschwindet der x; Anteil, falls der Druck eine horizontale Ro-
tationsachse besitzt, die in der Symmetrieachse der Ansatzfunktion verlduft. Analog verschwindet
der x5 Anteil bei einer passenden vertikalen Achse.

Man wihle nun (zundchst wieder unter volliger Vernachléssigung der Randbedingungen) auf
einem regelméBigen Gitter ein sogenanntes Schachbrettmuster (checkerboard pattern), das genau

12Bevorzugt man deduktives Argumentieren, also schlicht und einfach Nachrechnen, so obliegt dies dem geneigten
Leser.
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2 Herkommliche Losungsverfahren fiir die Navier—-Stokes Gleichungen

LI:" W -

Abbildung 2.7: Checkerboard-Druckverteilung, wie sie im Programm fiir einen Kanal mit Hinder-
nissen bei Verwendung des Q! P'-Elements auftreten kann. Hierbei sind an der
Ausflusskante Dirichlet—Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten gegeben. Das
Fluid strémt im oberen Bild horizontal von links nach rechts.

solche Achsen aufweist. Mit obigen Wissen um die spurious modes lassen sich also durch Skalierung
iiber ) problematische Druckverteilungen konstruieren. Wie [Neckel 05] zeigt, lieBen sich bei Ver-
wendung instabiler Elemente solche Muster auch mit der hier entwickelten Software beobachten.
Ein Beispiel solcher Muster gibt Abbildung 2.7.

Evaluierung

Gemischte Verfahren als Vertreter gekoppelter Methoden werden heute in einem sehr breiten Spek-
trum angeboten und gelten als sehr zuverlissig [Vanka 85]. Als nachteilig erweist sich bei derar-
tigen Verfahren, dass die Divergenzfreiheit nur anhand eines zweiten Tests sichergestellt wird.
[Verstappen 01] weist zurecht darauf hin, dass es sehr schwierig ist, Operatoren zu entwerfen, die
den physikalischen Erhaltungssétzen gentigen. Daher ist die gelieferte Losung stets ,,etwas” unphy-
sikalisch.

Nach [Gresho 98] wird desweiteren die oben ausgefiihrte inf-sup—Stabilititsbedingung in der
Praxis oftmals ignoriert, wobei man mogliche Instabilitdten apriori durch Erfahrungswerte auszu-
schlieBen versucht. Gerade das Q! P°~Element wird in diesem Zusammenhang oftmals verwendet.
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2.4 Einbringen der Kontinuitdtsgleichung

Dennoch ist die Situation, eine Theorie zu haben, sie aber aus Praktikabilitdtsgriinden nicht zu ver-
wenden, unbefriedigend. Es bleibt die Professor Gilbert Strang vom MIT zugeschriebene'® Aussage
zu zitieren:

Mixed interpolation brings mixed blessings.

2.4.3 Approximation der Nebenbedingung iiber die Druckpoissongleichung

Die kontinuierliche Forderung div u = 0 gilt zu jedem Zeitpunkt, insbesondere also auch zu den
Zeitpunkten t und t 4+ 7. Wie bereits bekannt ist, muss div u® = 0 gelten, da ansonsten das
Geschwindigkeitsfeld fiir den aktuellen Zeitschritt unphysikalisch ist. Der zweite Teil der obigen
Forderung lésst sich als

div v = div 7, o (u®) = 0

formalisieren.
Unter entsprechenden Glattheitsannahmen leitet sich somit fiir Zeitdiskretisierungen der 6-
Methode die Druckpoissongleichung her:

B0 = div Ty p(u®)
= div u® + rdiv ((1 — 0)du + Gdtu(t'”))

div u!

= div u) + rdiv ((1 —0) (_ Fu®) - vpa)) iy (_ Fut+) - Vp(t'H)))
=0

Nimmt man analog zur Geschwindigkeit den Druckgradienten als linear in [t, ¢ + 7] an, so gilt

(1= 0)Vp® + ovpltm) = vpt+om),

Man erhélt nun mit div Vp = Ap tatséchlich eine Poisson-Gleichung fiir den Druck. Die rech-
te Seite ist dabei ausschlieflich durch Konvektions— und Diffusionsterm bestimmt. Da nur ein
Druck(gradient) in der Formel auftritt, sei dieser nicht mit einer Zeit annotiert:

vptHiT) = Ap = %div u® — (1 = 0)divF(u®) — odivF(u+)

Hierbei fordert man im Kontinuierlichen also u € C3(Q)4, p € C?(Q2). Man beachte ferner, dass
in beiden Formen der Druck bei Fehlen eines Zu— und Abflusses (keine Dirichlet—Bedingungen),
insbesondere also bei der Driven—Cavity, bis auf eine Konstante bestimmt ist [Neckel 05]. Im Fol-
genden sei daher immer von Funktionenrdumen C?(Q) \ P° die Rede. Derartige Methoden werden
auch als Chorinsche Projektionsmethoden [Chorin 68] bezeichnet. Chorin jedoch hat die Druck-
poissongleichung in Zusammenhang mit einem rdumlichen Finite Differenzen Verfahren und 6 = 0,
also einer expliziten Euler—Zeitdiskretisierung,eingefiihrt

Termvereinfachungen

Der div u(Y) Term kann nach Voraussetzung vernachlissigt werden. Ebenso lisst sich der Term
div Au fiir jeden Zeitpunkt unter dieser Voraussetzung und hinreichender Glattheit durch Vertau-

13Man konsultiere hierzu [Gresho 98], Seite 469.
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2 Herkommliche Losungsverfahren fiir die Navier—-Stokes Gleichungen

schen der Ableitungsoperatoren wegdiskutieren:
div Au = div < Aur )
AUQ
= (’)mlAul + 8z2 Ao
= 8:,31851u1 + azlaizul + (99528%111,2 + (912(952’&2
= (931 (Ox1uy + Ogyuz) + 332 (0x1u1 4 Opyuz)
= 0
Analog kann man den Konvektionsterm etwas vereinfachen. Beide Vereinfachungen werden
spater nicht beriicksichtigt werden, um eventuelle numerische Fehler, also Abweichungen von der

Divergenzfreiheit, automatisch in spéteren Zeitschritten korrigieren zu kénnen und eine Akkumu-
lation der Fehler zu verhindern.

Evaluierung

A

Abbildung 2.8: Im Driven—Cavity Szenario treten bereits an zwei Stellen an der oberen Kante im
Drucknormalenanteil (Halb—) Singularitéiten auf. Eine Losung der Druckpoisson-
gleichung iiber eine schwache Formulierung ist daher theoretisch nach dem Spursatz
nicht untermauert.

Losungen iiber die Druckpoissongleichung scheinen die Methode der Wahl zu sein, da der Druck
explizit berechnet werden kann, sind erst einmal Konvektions- und Diffusionsteil bekannt. Auf
den ersten Blick scheint dabei eine rdumliche Approximation iiber die Finite-Element—Methode
erfolgversprechend zu sein, da es sich um ein elliptisches Problem handelt. Zu dieser Problemklasse
ist die Theorie wohlbekannt, die hohere Glattheitsforderung ist relativ einfach zu erfiillen.

Damit bringe man die Druckpoissongleichung in eine schwache Form und l6se diese. Als tat-
séchlich problematisch an diesem Ansatz erweist sich jedoch die Definition geeigneter schwacher
Randbedingungen. Die exakten Randbedingungen werden spéter diskutiert und finden sich ausfiihr-
licher in [Neckel 05], der sich intensiv mit Fluid-Struktur-Wechselwirkungen auseinandersetzt. Hier
wird das Problem auf Neumannsche Randwertaufgaben zuriickgefiihrt:
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2.4 Einbringen der Kontinuitdtsgleichung

0 0
on” 8nf(u)

Der Ubergang in die schwache Formulierung erfordert nun nach dem Spursatz (siche Seite 20)
mindestens p € C(Q2). Diese Forderung ist jedoch im Allgemeinen nur schwer zu erfiillen, da be-
kanntlich in der numerischen Strémungssimulation vielfach im Druck (Halb—) Singularitéiten auf-
treten. Abbildung 2.8 zeigt dies anhand des Driven—Cavity Szenarios. Damit bleibt der theoretische
Zugang iiber die schwache Druckpoissongleichung fiir viele praktische Probleme verwehrt.

Stichwortsammlung

Volldiskretisierung, Semidiskretisierung; fractional-step—method; Zeitoperator, -Methoden,
Forward—Euler; divergenzfreie Rdume; gemischte Verfahren, inf-sup—Bedingung, Operator-
matrixformulierung, Existenz- und Eindeutigkeitsaussage, Schachbrettmuster, spurious mo-
des; Druckpoissongleichung; Adjungiertheit der Operatoren V und div = V7
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3 Losungsalgorithmus

Das vorangegangene Kapitel hat einige Ansétze zur Losung der Navier—Stokes Gleichungen prasen-
tiert. Neben der Darstellung der Ansétze war vor allem die Diskussion der Unzulénglichkeiten
derselben von Interesse. Die Verwendung divergenzfreier Elemente gestaltet sich — wie dargestellt
wurde — im Allgemeinen als sehr schwierig [Gresho 98]. Algorithmen iiber gemischte Ansitze
bringen unphysikalische Losungen mit sich und erfordern eine erweiterte Theorie. Fiir die Druck-
poissongleichung existiert in vielen Fiillen sogar gar keine (Existenz—) Theorie.

In diesem Kapitel soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der versucht, die dargestellten Klippen
zu umschiffen. Vorausgesetzt sei bei der Einfithrung dieser neuen Methode, dass das Gebiet bereits
durch ein Gitter diskretisiert ist. Der Begriff der Diskretisierung als Zerlegung des Rechengebietes
in eine endlich Zahl schnittfreier geometrischer Elemente wird ab Seite 71 genauer behandelt.

Grundlage der neuen Methode ist folgender Hilfssatz, fiir den [Blanke 04] einen konstruktiven
Beweis fiihrt:

Lemma 1 Sei das Rechengebiet ) diskretisiert als eine Menge von Mengen 2y, wobei alle FEle-
mente V € Qp Quadrate seien. Dann existieren Finite Elemente zu einem Ansatzraum U mit

div u =0 fast iibemll@/ div u dx =0 YV eQuel
1%

Dieses Existenzlemma wird sich spéter im Rahmen der Konstruktion der Elemente ergeben. Im
Folgenden bezeichne U den zugehérige Ansatzraum und es ergibt sich sofort:

Theorem 2 Seiu't™™) € U. Die punktweise Divergenzfreiheit von u*+7) it sich auf ein endliches
Gleichungssystem mit |Qy,| Elementen zuriickfihren.

Aussagen iiber Eindeutigkeit und Losbarkeit dieses Gleichungssystems werden sich im Laufe
dieses Kapitels ergeben. Dabei zeigt sich, dass sich analog zur Chorinschen Projektionsmethode
die Divergenzfreiheit durch eine Variation des Drucks einstellt: Nachdem man sich auf den (noch
zu definierenden) Subraum U zuriickgezogen hat, kann man den Druck iiber die Druckpoissonglei-
chung als Funktion von «(¥) und u®*+7) darstellen. Statt dabei jedoch die Druckpoissongleichung
kontinuierlich herzuleiten, argumentiere man aufgrund der im Hilfssatz postulierten auf dem Un-
terraum U geltenden Aquivalenz iiber die ,,schwache”, d.h. die Integralformulierung’, und erhilt
mit der Forderung

1
/ divVp dx = / —div u® — (1 — O)divF(u?) — 0divF(uD) dz YV €Qy
1% v T

eine Formel zur Berechnung des Druckgradienten?.

ITatséchlich wurde der Begriff ,,schwach” gewihlt, weil die kontinuierliche Forderung durch ein Integral abgeldst
wurde. Die Divergenzfreiheit wird jedoch nach wie vor fast tiberall exakt erfiillt. Man beachte, dass die neue For-
mulierung auch als Finite-Volumen-Methode oder als Ritz—Verfahren mit dem Testraum der charakteristischen
Funktionen der geometrischen Elemente aufgefasst werden kann.

2Natiirlich kann hier wieder div u(*) wegdiskutiert werden. Verbleibt der Term jedoch in der Formulierung, so
konnen Rechenfehler der vorangegangenen Schritte iiber den Druckausgleich eliminiert werden.
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3 Losungsalgorithmus

Algorithmus 1 Generischer §—Algorithmus

1: Initialisierung
2: while Maximalzeit noch nicht erreicht do
3: Berechne Zeitschrittweite 7

4: Berechne Divergenz-/Konvektionsterm F(u(*)) mit der FEM (Priiparationsschritt)
5: while Abbruchkriterium der Druckiteration noch nicht erreicht do
6: Berechne vorliufiges u(*+™) mit der FEM (Cauchy-Schritt):
) — Tr,e(u(t))
7: Berechne Divergenz-/Konvektionsterm F(u(**7)) mit der FEM (Priiparationsschritt)
8: Iterationsschritte auf Druckpoissongleichung
1
/ divVp dz = / —div u¥ — (1 — O)divF(u®) — 0divF (') dz YV € Q

v vT

9: end while

10: Schalte Zeit fort:
t—t+T1

11: end while

3.1 Algorithmus

Hat man eine passende Gebietsdiskretisierung vorgenommen und verwendet die kontinuitétserhal-
tenden Finiten Elemente, so ergibt sich Algorithmus 1.

3.1.1 Die (¢ = 0)—~Methode

Verwendet man eine (§ = 0)—Methode, so sind die vorlidufige Berechnung des zukiinftigen Geschwin-
digkeitsverlauf und des Divergenz-/Konvektionsterms innerhalb der Druckiteration hinfillig und
die Methode vereinfacht sich zu Algorithmus 2, also zu einer einfachen Druckkorrekturmethode. Der
zeitgenerische Begriff Prdparationsschritt bezieht sich dann ausschliellich auf die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt .

Nachdem der Algorithmus definiert worden ist, widmet sich der Rest des Kapitels verschiedenen
handwerklichen Aufgaben. So wird zunéchst die schwache Formulierung der Impulsgleichung vorge-
nommen und die Glattheit der Losungsfunktionen diskutiert. AnschlieBend wird aufbauend auf der
Konstruktion der Geschwindigkeitselemente fiir U nach [Blanke 04] erortert, welche Druckrdume
zu welchen Geschwindigkeitsrdumen ,,passen”. Grundlegend hierfiir ist die Wahl der linearen Zeit-
fortschaltung sowie die schon mehrfach angesprochene Adjungiertheit der Operatoren. Da die Ne-
benbedingung exakt erfiillt wird, braucht die Existenz und Eindeutigkeit der diskreten Losung
nicht gezeigt werden, da sie sich direkt aus der FEM Standardtheorie [Braess 02] ergibt.

3.1.2 Zeitschrittweitensteuerung

Als problematischer erweist es sich, eine Stabilitdtsbedingung an die Zeitschrittweite zu definieren:
Hier existiert mit der Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung (CFL) eine obere Grenze an die Zeit-
schrittweite, die von der Granularitit der Raumdiskretisierung abhéingt. Sie besagt, dass der konti-
nuierliche Ereigniskegel der Simulation stets im numerischen Ereigniskegel enthalten sein muss, ein
Ereignis (z.B. ein Geschwindigkeits—Peak, aber auch ein Fehler) sich also im Kontinuierlichen nicht
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Algorithmus 2 Simulation mit der (§ = 0)-Methode

1: Initialisierung
2: while Maximalzeit noch nicht erreicht do

3:

SR AN

Berechne Zeitschrittweite 7

Berechne Divergenz-/Konvektionsterm F(u(*)) mit der FEM (Priparationsschritt)

while Abbruchkriterium der Druckiteration noch nicht erreicht do
Iterationsschritte auf Druckpoissongleichung

1
/ divVp dz = / —div u®® —divF(u®) de VYV eQ,
v v T

end while
Berechne u(*+7) mit der FEM (Cauchy-Schritt):

L) — fjﬂezo(u(t))

Schalte Zeit fort:
t—t+T1

10: end while

schneller ausbreiten darf als es die Simulation simulieren kann. [Peyret 83, Roache 76] behandeln
diesen Aspekt ausfiihrlich.

Gleichzeitig sollte der Zeitschritt aus Effizienzgriinden natiirlich immer moglichst grof3 gewahlt
werden. Fiir die numerische Zeitschrittweite 7 nennt [Griebel 95] die praktikablen Bedingungen

und

hin == minVEthV
1 9
> = =2
Re Riin 2
h2
ST < Re Xt
4
7-|'U/1|7na$ S hmin A T|u2|maz S hmin;

wobei hy die Zellenbreite der quadratischen geometrischen Elemente bezeichnet. [Tome 94]
schldgt nun vor, das Minimum iiber die beiden Bedingungen zu bilden und mit einem ,,Sicherheits-
faktor” [0...1] zu skalieren — das Resultat ist dann als aktuelle Zeitschrittweite zu verwenden. Man
erhilt dadurch ein nichtiquidistantes Zeitgitter, also eine adaptive Zeitschrittweitensteuerung’.

3.2 Finite—Elemente Formulierung der Einzelschritte

Im Folgenden werden alle Einzelschritte des Algorithmus in ihre passende schwache und schliefllich
Finite-Elemente Formulierung gebracht [Braess 02]. Der mit der Galerkin—Projektion verbundene
Ubergang zu endlich dimensionalen Funktionenriumen und damit zu Summendarstellungen, also
zur Berechnung der Matrixeintréige, sei dabei noch nicht Gegenstand der Ausfithrungen — dieser

3Verwendet man jedoch ein nichtexplizites §—Verfahren, so kann bei entsprechender #~Wahl ein wesentlich gréBerer
Zeitschritt verwendet werden.
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3 Losungsalgorithmus

Schritt wird erst im Kapitel 4 vollzogen. Fiir die Operatoren werden jedoch bereits Bezeichner
eingefiihrt, die spéter als Matrixbezeichner dienen werden.

3.2.1 Praparationsschritt
Die schwache Formulierung des Praparationsschritts bezieht sich auf die Gleichung

Flu) = (V)u— éAu,

die in der Finite-Elemente Formulierung zu

/Qh (((uV)u— ém) ,tp) de  VpeU

/ (Flu). ) ds

1
= [ @) ot [ (Funods
Qp Re oy,
1 Vm V(p1
—— \% \Y d
R@ Qn 2 ¥2 *

1 1
= (@) ue)s g [ (Fune e 53 (Vi Ve,

1
S QF = C ——D
(u)u 7o DU
wird. Grundlage ist die wohlbekannte Tatsache, dass sich die zweite Ableitung im Laplace—
Operator durch partielle Integration auf die Testfunktion ,,abgewilzen” lisst*. Somit fordert man
fiir den Geschwindigkeitsraum abermals (siche 2.4.2)

UcH Q)

F muss aufgrund der Druckpoissongleichung im Raum H'/ 2(Q)? enthalten sein, wird in dieser
Arbeit jedoch auch im diskretisierten U-Raum dargestellt®.

Geschwindigkeitsrandwerte

Bereits in der Themenhinfithrung wurden die Rand— und Startwerte fiir Navier—Stokes Probleme
erortert. Neben der Spezifikation der benotigten Werte (Startwerte und Ein— respektive Ausfluss)
wurde dabei darauf verwiesen, dass Einfluss und Ausfluss der Divergenzfreiheit, also der Massener-
haltung geniigen miissen. Andernfalls erhélt man ein unphysikalisch gestelltes Problem. Bei solchen
Dirichlet-Randwerten hat der Geschwindigkeitsraum U auf dem Gebietsrand 0f2;, keine Freiheits-
grade — schlieBlich ist die Geschwindigkeitsentwicklung hier explizit vorgegeben®.

Die Behandlung von Randvorgaben wurde bereits auf Seite 20 dargestellt, wodurch man sich
bei der Approximation der Geschwindigkeiten auf U C H}(Q2)? zuriickziehen kann. Da in dieser
Arbeit ausschlielich ein abgeschlossenes Gebiet ohne Zufluss betrachtet wird, ergibt sich mit dem
duferen Normalenvektor n auf dem gesamten Rand

(u,n) |3Q =0 Vt>0 = (atu,n”ag =0 Vt>0.

4n, bezeichne hier den duBeren Normalenvektor auf dem Rand 99j, des Rechengebietes.

5Der dadurch entstehende zusétzliche Diskretisierungsfehler der Nichtlinearitéit wird hier nicht weiter untersucht.

6In dieser Arbeit werden nur abgeschlossene Systeme mit einer no-slip-Bedingung [Gresho 87] verwendet. Wei-
terfithrende Aussagen zur Randvektorenwahl im Kontext des hier verwendeten Ansatzes findet sich in [Neckel 05].
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U(F)

Abbildung 3.1: Der Raum U(F) hélt im Gegensatz zu U auch Freiheitsgrade auf dem Rand des
Gebietes Q.

Nach [Gresho 87, Gresho 98] ergeben sich mit der Inkompressibilititsbedingung, die punktweise
auch auf dem Rand gelten muss, automatisch die fehlenden passenden Randbedingungen. Ins-
besondere erweist sich die no—slip—Bedingung als iiber die Divergenzfreiheit physikalisch sinnvoll
motivierte Randbedingung. Ausfiihrliche Informationen zur Randbehandlung fiir komplexere Mo-
delle sind [Gresho 98] zu entnehmen — im Kontext dieses Projekts bietet sich die kompaktere
Darstellung in [Neckel 05] an.

Konvektions— und Diffusionsteil F sind auf dem Rand direkt tiber u gegeben — schliellich
reprisentiert auch das diskrete F einen Operator. Spéter wird sich zeigen, dass dessen Wert mit
dem Druckgradienten korrespondieren muss. Bezeichnet man mit U(F) den Ansatzraum fiir F,
so liegen folglich zunéchst auch Freiheitsgrade auf dem Gebietsrand, also auf dem Abschluss des
offenen Gebietes.

3.2.2 Druckpoissongleichung

Der Druckausgleich ist unter Verwendung der Kontrollvolumenéquivalenz und der Druckpoisson-
gleichung iiber die Kontrollvolumina V formalisiert. Eine Beibehaltung dieser Darstellung ist nur
bedingt sinnvoll, stattdessen wird sie mit dem Satz von Gaufl auf eine Untermannigfaltigkeit pro-
jiziert. Dies ist moglich, falls Geschwindigkeit und Druck fast {iberall geschlossene Vektorfelder
sind”:

/divudz = /(u,n)da::Mu YV e Qy
1% ov

/divadz = /(Vp,n)dz:MVp YV e Qy
1% oV

"Tatsichlich ist diese Anforderung zu stellen in der Literatur nicht iiblich: So argumentiert z.B. [Neckel 05] zur
Herleitung des Divergenzoperators ausschlieBlich iiber die in [Verstappen 01] geforderte Operatoradjungiertheit
und kann so auf diese erweiterte Glattheitsanforderungen in Form der Existenz des Gradienten auf dem Rand
verzichten. Dies ist eine mathematische Interpretation des Drucks als Lagrange-Parameter. Als Folge kann er
mit zellweise konstantem Druck arbeiten. In dieser Arbeit soll zunéchst iiber die Glattheit im mathematischen
Sinn argumentiert werden, die Adjungiertheit muss sich dann spéter aus der Druckwahl ableiten. Die getroffene
‘Wahl eines Druckelements bringt eine Absicherung gegen die sogenannten Checkerboard-Instabilitdt automatisch
mit sich, da iiber eine der inf-sup—Bedingung dquivalenten Eindeutigkeitsforderung selbige bereits ausgeschlossen
wird, und ist daher in den Augen des Autors einer Argumentation ausschlieflich iiber die Operatoradjungiertheit
iiberlegen.
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Es ergibt sich damit die Gleichung MVp = Mu**+7). Analog zur Diskussion expliziter Druck-
verfahren {ibertriagt sich also die Glattheitsanforderung an die Geschwindigkeit auf den Druck und
man erhélt

p € HY(Q).

Will man den Satz von Gaufl anwenden, erhélt man insbesondere die Definiertheitsforderung von
Vplgy fast iiberall. Diese Bedingung ist freilich aufgrund der Integraldarstellung iiber V nicht nétig,
bietet sich aus verschiedenen spéter diskutierten Griinden jedoch an. Dariiber hinaus vereinfacht
sich die Behandlung des Randes — existiert der Druckgradient hier nicht, muss ausschliellich
iiber schwache Randbedingungen argumentiert werden und man erhélt die gleichen Probleme, wie
bei den expliziten Druckverfahren. Wie im Exkurs zu adjungierten Operatoren ausgefiihrt, kann
der Gradientoperator nun auf den Divergenzoperator zuriickgefithrt werden und es ergibt sich die
diskrete Druckpoissongleichung

~MQ*MTp = Mu'tT,

wobei Q die Massenmatrix zum diskreten Geschwindigkeitsraum U ist.

Randwerte

Die Wahl der Randbedingungen ergibt sich wiederum {iiber die Tatsache, dass der Zufluss in Nor-
malenrichtung konstant 0 ist. Man erhélt die Neumann—Bedingungen

(Oru,n)|oy =0 = (Vp,n) = (F,n)|ov

fiir das Szenario der Driven—Cavity.

Bei abgeschlossenen Szenarien ist damit aufgrund fehlender Dirichlet—Ré&nder der Druck nur bis
auf eine Konstante definiert, da ausschlieflich die Druckgradienten in die Rechnungen eingehen.
Man nimmt daher durch Normierung des Drucks eine Suchraumrestriktion auf P\ P°(Q) vor.
Fiir offene Szenarien &ndert sich dies. Da hier ausschliellich Driven—Cavity—Szenarien von Inter-
esse sind, soll diesem Detail keine weitere Beachtung gewidmet werden und es sei abermals auf
[Gresho 87, Gresho 98, Neckel 05] verwiesen. Damit hat auch der Druck auf dem Rand Tangenti-
alfreiheitsgrade im Gradient.

3.2.3 Der Cauchy-Schritt

Der Cauchy—Schritt kann ebenfalls in einer schwachen Formulierung vollzogen werden. Dann gilt
fiir den Cauchy—Schritt in schwacher Formulierung

1
Qdiu + C(u)u — R—Du Q0 'MTp =0,
e

wobei hier die Adjungiertheit der Operatoren bereits eingeflossen ist. Je nach 6—Wahl sind die
Vektoren u und p dabei als Linearkombination aus aktuellem und zukiinftigen Wert auszuwerten.
Ein Sonderfall ergibt sich abermals fiir ein explizites Zeitschema, wie man direkt Algorithmus 2
entnehmen kann:

Da F(u(®) bereits explizit vorliegt, macht die schwache Auswertung nur begrenzt Sinn, wenn
Vp fast iiberall bekannt ist, und man kann die Geschwindigkeit bei einem expliziten Zeitschritt-
verfahren punktweise fortschalten. Im Programm verwende man also

dyu=—F(u) — Vp
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3.3 Physikalische Interpretation des Algorithmus

Exkurs: Diskretisierungsprinzipien — Symmetrie
elliptischer Operatoren

Die FEM fiir elliptische Probleme mit homogenen Dirichlet—-Rand liefert eine Approxi-
mation der Losung zu dem Problem

— i alaku

k=1

b Vx € Q

ulon = 0
mit u € C%(Q) N C°(Q). Aufgrund der Glattheit der Losung gilt bekanntlich
akalu = alaku.

Bringt man nun die Gleichung in eine schwache Formulierung, so kann man mittels der
Green’schen Formel die Glattheitsanforderungen reduzieren, erhélt somit also

/f Z (O10ku, @) do = Z (Oru, O1p) dx Y
Q

1,k=1 Qq k=1

= | > (O 0kp) dv Vg
Q9 k=1

Die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix fiir den diskreten Fall ist also das Konterfei der
Glattheit respektive der Vertauschbarkeit der Ableitungen im Kontinuierlichen.

in den Gitterpunkten. Dieser Zusammenhang wird mit der Diskussion der Druck— und Geschwin-
digkeitsraume offensichtlich werden. Dabei handelt es sich jedoch um einen angenehmen Zufall —
im Allgemeinen ist die konsistente, permanente Verwendung einer schwachen Formulierung aus
Konsistenzgriinden hier vorzuziehen. In diesem Fall leitet sich aus der Impulsgleichung die redu-
zierte Glattheitsanforderung p € H°(Q) nach der FEM ab, falls man den Gradientoperator auf die
Testfunktion abwélzt.

3.3 Physikalische Interpretation des Algorithmus

Mehrfach erwédhnt wurde bisher die exakte Erfiilllung der Divergenzfreiheit. Es stellt sich folg-
lich die Frage, wie diese Tatsache physikalisch beziiglich des FE Minimierungsprinzips nach Ritz zu
interpretieren ist. Betrachtet man die Abbildung 2.4, so zeigt sich, dass man sich in der Lésungsmi-
nimierung ausschlielich auf dem Unterraum bewegt, der durch die Kontinuitatsgleichung definiert
ist. Man beschrinkt sich aber im Gegensatz zu der in 2.4.1 beschriebenen Methodik nicht auf den
Unterraum der divergenzfreien Funktionen, sondern auf einen Unterraum, in dem kontinuierliche
und diskrete Divergenzfreiheit fast iiberall dquivalent sind — stellt also tiber die Druckpoissonglei-
chung sicher, dass die finale Losung wieder im Unterraum der divergenzfreien Losungen liegt.

Im Gegensatz zu den gemischten Verfahren erhilt man damit eine beziiglich der Inkompressi-
bilitéat fehlerfreie Losung — es verbleibt ein Fehler durch die schwache Formulierung der Impuls-
gleichung. Fiir diesen ist jedoch mit dem Céa—Lemma eine genaue qualitative und quantitative
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3 Losungsalgorithmus

Abschétzung bekannt. Da es sich hierbei um ein (fiir hinreichend kleine Reynoldszahl) elliptisches
Problem handelt, kann mit dem Aubin—Nitsche—Trick iiber das duale Problem sogar eine Fehler-
abschiitzung in der L2-Norm gegeben werden [Braess 02]:

Korrolar 3 Die Verwendung kontinuititserhaltender Elemente in Verbindung mit der exakten
Erfillung der diskreten Divergenzfreiheit erlaubt eine qualitative und quantitative Fehlerangabe
tiber die Standard—FEM-Theorie.

Eine weitere direkte Folge der kontinuitéitserhaltender Elemente ist die in [Verstappen 01] gefor-
derte Erhaltung der Impuls— und Energiesétze. Der Beweis dieser Tatsache erfolgt iiber die Un-
tersuchung der Gestalt der Konvektions— und Diffusionsmatrizen und wird in [Blanke 04] gefiihrt.
Hier soll nicht weiter darauf eingegangen werden.

3.4 Diskrete Funktionenraume

Grundlage der Finite-Elemente-Methode ist die Approximation der Loésung in einem endlich
dimensionalen Funktionenraum. Diese Restriktion auf einen endlichen Subraum wird auch als
Galerkin—Projektion bezeichnet. In diesem Abschnitt soll der in den vorangegangenen Abschnit-
ten geforderte diskrete Geschwindigkeitsfunktionenraum samt Druckraum fiir die Navier—Stokes
Gleichungen entwickelt werden. Zuvor seien nochmals die bereits beschriebenen Anforderungen
zusammen mit den in [Ciarlet 78] definierten FEM Charakteristika an solche Elemente rekapitu-
liert:

e Der Elementtréger sei quadratisch und lokal,

e fiir die durch Translation und Skalierung des Referenzelements entstehende Basis mit zu-
gehorigem Funktionenraum Uy, gelte U, € H(€) und

e die punktweise Divergenzfreiheit sei dquivalent zu der in Lemma 1 postulierten Kontrollvo-
lumenformulierung.

Elemente, die der letzten Forderung geniigen, seien in Folge als kontinuititserhaltende Finite
Elemente bezeichnet.

3.4.1 Kontinuitatserhaltende Ansatzfunktionen fiir die Geschwindigkeit

Die Existenz derartiger Funktionenrdume ist keineswegs trivial [Gresho 98], da sich Stetigkeit und
Divergenzfreiheit iiber das Kontrollvolumen nicht einfach zusammenbringen lassen. Dennoch exis-
tieren sie und eine derartige Basis wird in [Blanke 04] konstruktiv vorgestellt:

Die [Blanke 04]-Elemente

Um die inhaltliche Abgeschlossenheit dieser Arbeit zu wahren, seien die wichtigsten Aspekte hier
nochmal kurz dargestellt. Zunéichst wird ein Referenzelement fiir eine nodale Basis [Braess 02]
entwickelt. Im Rahmen der d-linearen Ansatzriume wird dieses auch als Hutfunktion bezeichnet.
Nun zieht man sich im d-linearen Fall auch bei der Konstruktion vektorwertiger Funktionenréume
zunéchst auf ein skalares Referenzelement ngS : Q — R! zuriick und leitet daraus durch Null-
erginzung d vektorwertige Referenzelemente her®:

8Hier sei d analog zur Gesamtarbeit gleich der Dimension des Bildraumes und der Dimension des Urbilds des
Vektorfeldes.
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3.4 Diskrete Funktionenrdume

Exkurs: Diskretisierungsprinzipien — Adungierte
Operatoren

v )

Funktionenraum A Funktionenraum B
QCR!—R QCR?— Re

div

Abbildung 3.2: Gradient— und Divergenzoperator als Funktionenraumiibergang.
Im Kontinuierlichen gilt bekanntlich die Operatortransponiertheit von Gradient und Di-
vergenz, wie sie auf Seite 3 bereits aufgezeigt worden ist. Diese Tatsache sei nun anhand
der in obiger Abbildung definierten Funktionenrdume diskutiert.

Der Poissonoperator

Im Diskreten sind die Elemente des Raumes A n—Tupel, wenn n die Zahl der Stiitzstellen
ist. Die Elemente von B sind folglich n—Tupel iiber d-Tupel. Nach einer vollstdndigen
Linearisierung der Elemente von B koénnen die diskreten Operatoren fiir V bzw div
aufgrund ihrer Linearitét als (nd) x n—-Matrizen bzw n x (nd)—Matrizen dargestellt werden.
Fiir a € A respektive b € B erhilt man (Va), € B und (div b);, € A und somit im Fall
der FEM als Aquivalent zur Dualitét von Gradient und Divergenz im Kontinuierlichen

Qp(Va), = —-M"a und
Qua(div b), = Mb,

wobei Q4 und Qp die Massenmatrizen in den jeweiligen Ansatzriumen bezeichnen.
Hierbei ist fiir die schwache Formulierung des Gradienten der Divergenzoperator durch
partielle Integration auf die Testfunktion abgewélzt worden. Dass die Divergenzdiskreti-
sierung der Transponierten des Gradientoperators entspricht, ist durch geeignete Wahl,
d.h. durch zueinander passende Ansatzraume sicherzustellen: Falls die schwache Formu-
lierung iiber M einer punktweisen Auswertung dquivalent ist, muss also insbesondere
auch die Gradienterrechnung {iber Q;M T exakt sein. Damit gilt fiir die schwache For-
mulierung des Poissonoperators

/ div Va xv da VV € Oy, & (div Va), = —Q,'MQ5z' M a.
Q

Da man an (div Va)p, in nodaler Basis nicht interessiert ist, sondern nur die FEM-
Formulierung benotigt, ergibt sich die diskrete Druckpoissongleichung iiber dem Operator
~MQMT.

Energieerhaltung
Identifiziert man nun B mit U und kennt (Vp) € U in der diskreten Darstellung, so ergibt

sich

vp ___,schwache Formulierung / (vp (P) dx V(p cU
Q

& Qu(Vp) = —QuQy' M p=-M"p

und die in [Verstappen 01] hergeleiteten Aussagen fiir die Energieerhaltung.
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0
¢1 = 0 P2 = ¢

Dieser Ansatz fiihrt hier nicht direkt zum Ziel, stattdessen sei bereits das Referenzelement eine
vektorwertige Funktion qg = (qgl, qgg)T — hier mit Dimension zwei. Sei der Wert des Referenzele-
ments im Mittelpunkt des Trégers fiir den z1—Geschwindigkeitswert (1,0)7 und verschwinde an den
anderen Gitterpunkten fiir alle Komponenten. Grundidee fiir die Konstruktion der Form des Refe-
renzelements ist nun, das geometrische Element® in vier gleichschenklige Dreiecke zu partitionieren.
Auf diesen Dreiecken wird nun linear interpoliert, wobei der Wert im inneren Punkt zunéchst frei
wéhlbar sei, also ein ,,virtueller” Freiheitsgrad sei. Eine solche Anordnung der Freiheitsgrade ist in
Abbildung 3.3 wiedergegeben.

Der Wert im Elementmittelpunkt ergibt sich nun eindeutig aus der Forderung der Aquivalenz
kontinuierlicher und diskreter Divergenzfreiheit. Insbesondere nimmt die erste Komponente dort
stets den Wert i an, die zweite Komponente alterniert mit :I:%. Die Werte in der zweiten Kom-
ponente — und das ist der Unterschied zu Trivialtensorproduktansatzfunktionen — verschwinden
also nicht. Die dadurch erzeugte Kopplung der beiden Geschwindigkeiten ist wesentlich fiir die
Erfiillung der Aquivalenzforderung®®

Die Konstruktion der d Ansatzfunktionen fiir die nodale Basis erfolgt nun nicht durch Null-
ergdnzung, sondern iiber eine Komponentenpermutation mit

wm () e e=(3)

Theorem 3 Fiir die in [Blanke 04] entwickelten Elemente gilt die Aquivalenz in der Kontrollvo-
lumenformulierung. Daher sind die Elemente als kontinuititserhaltend zu bezeichnen.

Erweiterte kontinuititserhaltende Elemente

Die in [Blanke 04] entwickelten Elemente haben sich im Laufe dieser Arbeit durch die Lokalisierung
der Geschwindigkeitsfreiheitsgrade in den Ecken der Elemente als anfillig fiir die bereits eingefiihr-
ten spurious modes erwiesen. Um diesem Verhalten abzuhelfen, bedient man sich in der numerischen

9Mit geometrisches Element sei stets das Kontrollvolumen V, also ein Gitterelement referenziert. Vier geometrische
Elemente ergeben folglich den Triger eines Finiten Elements. Der Begriff Finites Element bezeichnet dagegen
geometrisches Element samt den darauf platzierten Ansatzfunktionen.

10Erginzend sei ein konstruktiver Ansatz prisentiert: Gelte die Kontrollvolumeneigenschaft iiber den vier Gitterele-
menten des Trégers eines geometrischen Elements. Dann ergeben sich aus der punktweisen Divergenzfreiheit fiir
jeden ,,virtuellen” Freiheitsgrad vier Bedingungen — eine aus jedem adjazenten Dreieck. In [Blanke 04] wird nun
gezeigt, dass je zwei Bedingungen &dquivalent sind, und man durch geeignete Wahl des ,,virtuellen” Freiheitsgra-
des mit :i:% der Huthohe die geforderte punktweise Divergenzfreiheit sicherstellen kann. Fiir das in Abbildung
3.3 farbig hinterlegte geometrische Referenzelement der Seitenldnge h sei hier der Anteil der Ansatzfunktion
gegeben, die mit kartesischen Koordinaten im Punkt (0,0)” den Wert 1 annimmt:

17%732 falls 1 > 2o Az1 < h— a2
N _ l—% falls x1 > 22 Ax1 > h— 22
$1(z1,22) = gf;—i falls 1 <za Az1 > h— 22
-5 —%2 falls 21 <zoAxz1 <h—ux2
% falls 1 > xzoAz1 < h— a2
N _ i—;—i falls x1 > 22 Ax1 > h— 22
P2(21,22) = % — ;—i falls 1 <zo Ax1 > h— a2
5 falls 21 <zaAx1 <h—ux2
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3.4 Diskrete Funktionenrdume

(0,0) (0.0) (0,0)

= @
(0,0) (L,9) (0.0)
(53) =)
(0,0) 0,0) 0.0)

Abbildung 3.3: Das in [Blanke 04] entwickelte Referenzelement.

Stromungsmechanik!! der Technik, (zusitzlich) u;—Freiheitsgrade mittig auf den Vertikalkanten
und us—Freiheitsgrade auf den Horizontalkanten der Zellen zu platzieren. In dieser Arbeit wurde
dieser Ansatz fiir die Finite-Elemente—-Methode nachvollzogen:

Der endgiiltige Geschwindigkeitsraum ergibt sich dann als Raumaddition des in [Blanke 04]
eingefiihrten Raumes und der erweiterten Komponenten. Abbildung 3.4 definiert die Nomenklatur
der zugehorigen Basisfunktionen. Resultat ist aufgrund der additiven Funktionenraumkonstruktion
eine quasi-hierarchische Darstellung mit den in [Blanke 04] entwickelten Elementen und hierarchi-
schen Normaleniiberschiissen auf den Kanten. Man kann nachrechnen, dass diese Basis inhérent
hierarchisch ist, also keine nodale Interpretation gefunden werden kann. | bezeichne dabei nach
[Broy 98] undefinierte Uberschiisse:

Fiir die Konstruktion des hierarchischen Uberschusses nehme man in jeder Raumrichtung eine
Bipartition des geometrischen Referenzelements vor. Dabei fithre man — im Zweidimensionalen
— wiederum einen erweiterten ,,virtuellen” Freiheitsgrad in der Zellmitte ein. Der Wert dort sei
als u(M) bezeichnet. Auf den resultierenden vier Subvolumina platziere man wiederum die in
[Blanke 04] eingefiihrten Elemente. Diese erweiterten Elemente seien in dieser Arbeit als 9-Punkte—
Elemente bezeichnet, wihrend die in [Blanke 04] vorgestellten ab jetzt 5-Punkte—FElemente heiflen
sollen. Diese Nomenklatur wird im Kontext des Druckausgleiches klar werden. Alle nicht angespro-
chenen weiteren Ansatzstellen seien 0 in beiden respektive in den nicht definierten Komponenten.

Theorem 4 Definiert man fir das 9-Punkte—Element den ,,virtuellen” Freiheitsgrad des hierar-
chischen Uberschusses mit

(M) = (3<a1<w> L i1(0)), Laa(v) + a2<s>>) ,

so ist das Element kontinuitdtserhaltend. Dabet liege die in Abbildung 3.4 gewdhlte Anordnung der
Freiheitsgrade zugrunde, wobei alle hierarchischen Uberschiisse mit . bezeichnet seien.

Der Beweis beschrinkt sich auf einfaches Nachrechnen: Analog zu [Blanke 04] werden nun
zunédchst fiir die erweiterte Menge von Freiheitsgraden Interpolationsregeln fiir die Geschwindig-
keiten hergeleitet, so dass gerade die postulierte Aquivalenz von kontinuierlicher und diskreter
Divergenzfreiheit fast iiberall gilt. Dabei beizeichne u den tatséchlichen Wert, 4 den hierarchischen

IMan denke an [Emans 03, Griebel 95] und die Finite-Volumen—Methode.
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o) - (207 ) 0= () o= (29)

ui (SW) )

u(SW) = ( SW) w(SO) = ( u(SO) )

Abbildung 3.4: Die Augmentierung des in [Blanke 04] entwickelten Raumes um hierarchische Kan-
tenfreiheitsgrade. Der Punkt u(M) ist analog zur konstruktiven Herleitung der
5—Punkte—Elemente ein ,,virtueller” hierarchischer Freiheitsgrad.

Uberschuss, der durch Uberschiisse auf den Elementkanten erzeugt wird. Damit hat die Funktion
auf dem Mittelpunkt eines geometrischen Elements nach [Blanke 04] den Wert

V) = (W) = S (NW) +u(SW))

B3(N) = ualN) = 3 (us(NW) + uz(NO))

—_

ul(M) = —(ul(NW)+U1(NO)+U1(SW)+U1(SO))

1 (-ua(NTV) 4 us(NO) + us(SW) — us(S0))  siche [Blanke 04
iy (M)
= 2n(0) +ur (W) + 1(~us(NW) + us(NO) + ua(SW) — us(50))
us(M) = - +in(M)
+ua(S)) + i(ul(SW) —u1(SO) + u1(NO) — ui (NW)).

=

(
= S(m(V)

Obige Herleitung ist historisch bedingt. Tatséchlich bietet erleichtert eine permanente Behandlung
mittels dehierarchisierter Werte den Umgang mit den Elementen'2. Abermals fiihre man nun {iber
den Gauflschen Integralsatz die Kontinuitdtsbedingung auf den Rand des Kontrollvolumens zuriick
und erhélt mit einer Bezeichnung gem#fl den Himmelsrichtungen

12Man miisste zwischen einer einfachen dehierarchisierten Darstellung und der komplexeren, nodal orientierten
Sichtweise in einer neuerlichen schriftlichen Darstellung sicher abwégen.
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Abbildung 3.5: Teile des Referenzelements zur augmentierten [Blanke 04]-Basis. Oben eine Ansatz-
funktion zur nodalen Basis, unten eine zum hierarchischen Uberschuss. Die roten
Werte bezeichnen die Hohe der Ansatzfunktionen respektive des Uberschusses, die
schwarzen Werte die Interpolante. Durch Spiegelung und passende Rotation erhélt
man die restlichen Formfunktionen auf dem Element. Auf den Dreiecken verwende
man lineare Interpolation.

Im Folgenden ziehe man sich auf die Subelemente A, B, C' und D zuriick und zeige, dass auf diesen
die diskrete Kontinuitétsbedingung ebenfalls gilt. Da die Elemente auf den Subelementen direkt
aus [Blanke 04] entnommen und damit kontinuitéitserhaltend sind, impliziert dies die punktweise
Divergenzfreiheit und es verbleibt nichts mehr nachzurechnen.

e Element A:

/divuda::/ (u,n) dr =0
A A
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& (ua(NW) 4 u(N)) + (wr(N) +ui (M) = (ug(M) + ua(W)) = (ur (W) + ua (NW))
obere Kante rechte Kante untere Kante linke Kante
= UQ(NW) + UQ(N) + ul(N) + ul(M) — UQ(M) — UQ(W) — ul(W) — Ul(NW)
_ w1 (NW)+wuy (NO)
7U2(M) — UQ(W) 7U1(W) — Ul(NW)
——

_upg(NW)+up (SW)
2

e Element B:
/divuda::/ (u,n) dr =0
B aB

& (ua(N) +u2(NO)) + (u1(NO) + u1(0)) — (u2(0) + uz(M)) — (w1 (M) + u1(N))

obere Kante rechte Kante untere Kante linke Kante

e Element C:
/divudx:/ (u,n) de =0
C aC

& (ua(M) +us(W)) + (ur (M) + u1(5)) — (ua(SW) + ua(5)) = (ur (SW) + us (W)

obere Kante rechte Kante untere Kante linke Kante

e Element D:
/ divuda::/ (u,n) dr =0
D aD

& (u2(M) +u2(0)) + (u1(0) + u1(SO)) — (u2(SO) + u2(S)) — (u1(S) + u1(M))

obere Kante rechte Kante untere Kante linke Kante

3.4.2 Konstruktionsprinzipien fiir den Druckraum

Analog zur Konstruktion der Geschwindigkeitselemente seien nun zuerst Anforderungen an die
Druckelemente rekapituliert respektive explizit herausgestellt:

e Der Druck geniige den bereits postulierten Glattheitsanforderungen, also insbesondere p €
HY(Q).

e Desweiteren fordere man analog zu den gemischten Verfahren, dass sich auf regulidren Git-
tern keine spurious modes konstruieren lassen. Fiir die gemischten Methoden wurde diese
Eigenschaft iiber die inf-sup—Bedingung gefordert, hier ist sie explizit zu nennen.
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e In [Verstappen 01] wird mehrfach die Transponiertheit der Operatoren ins Feld gefiihrt. Diese
ist durch passende Wahl der Ansatzrdume sicherzustellen und

e abschlieBend soll der Druckraum durch einen Tensorproduktansatz konstruiert werden kénnen.
Dies ermoglicht die einfache Ubertragung des Algorithmus in den R3.

Die Transponiertheit der diskreten Operatoren div und V impliziert automatisch die Energieer-
haltung [Verstappen 01], wobei man nach den Ausfithrungen auf Seite 37 den Druckgradientenraum
in U darstellt. In dem hier entwickeltem Algorithmus wird die Divergenzfreiheit der Geschwindig-
keit durch den Druck(gradienten) sichergestellt. Dabei wurde mit Hilfe kontinuitéitserhaltender
Elemente die kontinuierliche Divergenzfreiheit auf eine zellweise Formulierung gebracht. Man er-
hielt |Q;,| Bedingungen, die es zu erfiillen gilt. Aufgrund der Eindeutigkeit des Drucks ergibt sich
also, dass fiir diesen im diskreten Fall global die Anzahl der Freiheitsgrade gleich der Anzahl der
geometrischen Elemente sein muss, also fiir jedes Element ein Druckfreiheitsgrad existieren muss.
Es gilt somit

#Freiheitsgrade p = |Qp].

In [Weinzierl 05] wird dies bereits als ausreichende Motivierung einer zellbasierten Druckdiskreti-
sierung bezeichnet. Man kann diese Tatsache jedoch noch genauer herleiten.

Glattheitsdiskussion

Zuvor seien noch einige weiterfithrende Anmerkungen gemacht: Die Forderung p € H*(f) kann
getrost vernachlassigt werden, falls man ausschliellich iiber die diskreten Operatoren und normale
Relaxationsverfahren argumentiert. Fiir Galerkin—-Mehrgitterverfahren ist dies nicht ausreichend,
weil sich Interpolations— und Restriktionsvorschriften ohne diese Forderung nicht ableiten las-
sen. Da die Divergenzfreiheit exakt erfiillt wird, wére analog eine exakte Gradientendarstellung
wiinschenswert, also Vp € U Vp € P. Obwohl solch ein Funktionenraum wohl existiert, ist es uns
nicht gelungen, einen derartigen praktikablen Raum zu konstruieren.

Verblieben sind zwei Ansétze: Bei Verwendung eines zellweise konstanten Drucks verwende man
die Transponierte des Divergenzoperators M aus [Blanke 04], um den ,,Druckgradienten” zu be-
rechnen, wenngleich selbiger in einer Funktionenrauminterpretation nicht existiert. Man erhilt
einen 5-Punkte-Stern fiir den Druck. In diesem Fall ist der Druck rein im mathematischen Sinn
als Lagrange—Parameter zu interpretieren. Die Entwicklung eines Mehrgitterverfahrens mit dieser
Diskretisierung wurde nicht weiter verfolgt.

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Verwendung versetzter (siehe unten) bilinearer Elemen-
te. Hierbei ergibt sich der punktweise Gradient auf den Gitterlinien genau als Transponierte des
Divergenzoperators, wenn man den 5—Sterne—Elemente—Raum nach 3.4.1 augmentiert. Dadurch
erhilt man einen 9—Punkte—Stern iiber den Druckfreiheitsgraden. Da es Ziel dieser Arbeit ist, ei-
ne praktikable und effiziente Implementierung zu diskutieren, soll es bei dieser Darstellung auch
belassen werden. Eine Interpretation dieses Ansatzes im Finite-Element Sinn steht also noch aus.

Versetzte Gitter

Nach den Sobolovschen Einbettungssétzen impliziert p € H(Q) C C(Q) die Stetigkeit des Drucks!3.
Fiir Rechtecksgitter bietet sich die Arbeit mit bilinearen Elementen an. In diesem Zusammenhang
existieren verschiedene Moglichkeiten, iiber die Platzierung des Druckfreiheitsgrades zu entschei-
den. Sitzt der Druck wie die Geschwindigkeit auf den Gitterpunkten, so spricht man in diesem
Zusammenhang von einem collocated grid. Platziert man den Druck in der Zellmitte, so wird das

13Hierzu konsultiere man eine Einfilhrung in die Numerik elliptischer Probleme wie [Braess 02], oder gleich eine
Abhandlung aus der Funktionalanalysis [Werner 02].
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3 Losungsalgorithmus

Schema als partially staggered bezeichnet. Als (fully) staggered bezeichnet man Gitter, mit in der
Zelle platziertem Druckwert und auf den Kanten platzierten Normalenanteil der Geschwindigkei-
ten. Diese spielen im Kontext von Finiten Volumen Methoden ein grofie Rolle, im Kontext der
FEM sind sie aufgrund der vorhandenen Unstetigkeiten ein Beispiel fiir nichtkonforme Elemente
und sollen hier keine Rolle spielen [Blanke 04]. Abbildung 3.6 zeigt die drei angerissenen Gitterty-
pen, [Ferziger 99] diskutiert die Qualititseigenschaften der Alternativen ausfiihrlich. Im Folgenden
wird mit versetztem Gitter respektive staggered grid immer das druckversetzte Gitter, also das
partially staggered grid bezeichnet.
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Abbildung 3.6: Collocated, partially staggered und (fully) staggered grids.

Interessant ist nun der in [Verstappen 01] gezeigte Zusammenhang zwischen collocated grids und
beziiglich des Polynomgrads minimalen Druckelementen: Aufgrund der Symmetrieeigenschaften
der Basisfunktionen des Geschwindigkeitsraumes entspricht die Diskretisierung des Druckgradi-
enten einem centered—scheme. Der Wert des Druckgradienten wird also ausschlieflich durch den
Druckwert der Nachbarn definiert. Damit erh&lt man analog zu den gemischten Verfahren ein ein-
mal reduzibles Druckgleichungssystem, kann also spurious modes konstruieren. Dies erfolgt analog
zu dem in 2.4.2 erbrachten Nachweises der Instabilitit des Q' P°-Elements. Damit entspricht ein
derartiges Gitter nicht den hier postulierten Anforderungen. Ein versetztes Gitter schafft hier
Abhilfe, zudem spricht die zellweise Definition des Divergenzoperators, der eine Abbildung des
Geschwindigkeitsraums in den Druckraum darstellt, gegen eine Zuordnung des Druckes zu den
Zellecken.

Als praktischer ,,Nebeneffekt” einer versetzten Anordnung der Freiheitsgrade im stetigen Kon-
text erweist sich, dass der Gradient auf den Gitterkanten fast iiberall exakt berechenbar ist. Der
Divergenzoperator kann also analog zum Divergenzoperator fiir die Geschwindigkeit mit dem Satz
von Gauf} auf die Untermannigfaltigkeiten zuriickgefithrt werden und man erhélt schliellich den
diskreten Gradientenoperator

Vy,=0"'MT

mit der Massenmatrix 2 des Geschwindigkeitsraumes und dem diskreten Divergenzoperator M.

Stichwortsammlung

Kontinuitidtserhaltende Elemente, Kontrollvolumenformulierung; Algorithmus, Préparati-
onsschritt; Suchraumrestriktion, schwache Impulsformulierung, Divergenz-/Konvektionsterm
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3.4 Diskrete Funktionenrdume

Exkurs: Diskretisierungsprinzipien — Symmetrie der
Skalarprodukte

In [Blanke 04, Emans 03, Verstappen 01] wird die Energieerhaltung im Diskreten im
Raum auf Anforderungen an die Diskretisierungsmatrizen abgebildet. Grundlage hierfiir
ist der physikalische Erhaltungssatz fiir die Energie E

OE = 3tp/ |u|2dz <0.

Eine Ersetzung des < durch die Gleichheit entspricht dem Ignorieren der Reibung. We-
gen der hinreichenden Glattheit der Losung ist das Vertauschen von Ableitung und In-
tegration erlaubt und man erhilt fiir die Energieerhaltung eine Bedingung iiber das
L2-Skalarprodukt:

8t|u|2 = (O, u) 2 + (u, ) ;2 <0

Im Kontinuierlichen verwende man nun die Symmetrie des Skalarprodukts und es reicht,
sich auf (9;u,u) oder (u,d¢u) zu beschrinken. Im Diskreten ist diese Vereinfachung zu
einschriankend, stattdessen sind die Aussagen iiber die Matrixsummen

D+ DT, C(u) + CT(u) und  p" Mu+uTMTp

zu machen:

(Opu, w)pz + (u, Opu) o ——Pikrensierung (dyu, Qu) + (u, Qdeu))
= (dyw) T Qu + u" Q(dyu)
= uTQT (dyu) + T Q(dyu)

In diese Formel setze man nun die semidiskrete Formulierung fiir (d;u) ein und erhélt die
in [Verstappen 01] postulierten (Un—)Gleichungen. Man beachte, dass fiir die Matrix D
durchaus eine Symmetrieforderung besteht. Diese motiviert sich aber aus der Glattheit
der Losung und der Vertauschbarkeit der Ableitungen (siche Seite 35), nicht aus der
Symmetrie des Skalarproduktes.

Somit ergibt sich abschliefend fiir die Energiebilanz des diskreten Schemas mit der Se-
midiskretisierung

Q(dsu) + C(u)u + Du— MTp=0

fiir die Impulsgleichung der folgende Zusammenhang;:

O (u'Qu) = —u” (C(u) + CT (u)) —u” (D + D) u+ pt Mu + (MTp)Tu
——
=0 iiber Nebenbedingung

Auch die Impulsargumentation muss so erfolgen. Tatséichlich ist obige Zeile abermals eine
Motivation fiir die Transponiertheit von Gradient— und Divergenzoperator: Da der Druck
keine Energie ,,produziert” muss der entsprechende Term in der diskreten Energieformu-
lierung verschwinden. Dies erreicht man nur tiber eine passende Transponiertheit.
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3 Losungsalgorithmus
F, Druckpoissongleichung; Cauchy—Schritt; Reduktion der nichtlinearen Terme auf Auswer-

tung; Versetzte Gitter, Druckstabilitit, inf-sup—Bedingung; physikalische Erhaltungssitze;
5—Punkte—Element, augmentiertes 9—Punkte—Element

46



4 Diskrete Operatoren

Kapitel 3 hat einen Algorithmus mit exakter Erfiillung der Kontinuitétsgleichung zur Lésung der
Navier—Stokes Gleichungen definiert. Die Gebietsdiskretisierung wurde dabei noch nicht explizit
vorgenommen, jedoch wurde bereits festgelegt, dass der Trager der Geschwindigkeitsfunktionen eine
Quadratkomposition von vier quadratischen geometrischen Elementen ist. Desweiteren wurden die
beteiligten, kontinuitéitserhaltenden Ansatzfunktionen bereits prisentiert.

In der FEM und der hier entwickelten Kontrollvolumenformulierung wird nun die Losung einer
Differentialgleichung in einer schwachen Formulierung iiber einer Linearkombination der Ansatz-
funktionen errechnet. Die Eintridge der daraus resultierenden Operatormatrizen werden also durch
die Integrale auf den beteiligten Ansatzfunktionen errechnet. Da Integrale {iber den Tréger ihres
Integranden zerfallen, sind die beteiligten Matrizen also bereits vollstéindig iiber die Angabe der
Matrizenbeitrige auf einem Referenzelement definiert: Die Kontribution eines jeden geometrischen
Elements des Triagers einer Ansatzfunktion kann separat integriert werden. Man erhélt so ele-
mentweise definierte Differenzensterne und der Gesamtoperator ergibt sich durch Akkumulation
der Elementanteile in jedem Gitterpunkt. Dieser Ansatz entspricht der Technik der elementweisen
Assemblierung [Braess 02]. In dieser Arbeit ist die Elementkontribution zu einer Diskretisierungs-
matrix A als Ajocq; notiert.

Wie die Losung solcher implizit gegebenen linearen Gleichungssysteme im Kontext dieses Pro-
jekts zu bewerkstellen ist, wird spéter analog zu [Giinther 04, Pgl 04] nochmals aufgezeigt. Dieses
Kapitel definiert die beteiligten Operatoren, wobei auch Aspekte wie Mehrgitterverfahren oder
Relaxationsvarianten noch auflen vor bleiben.

Natiirlich macht es wenig Sinn, die beteiligten lokalen Matrizen héndisch zu berechnen. Statt-
dessen driangt sich geradezu die Verwendung einer Computeralgebra auf, wie es ab Anhang A
vorexerziert wird. Im Anhang finden sich auch die verwendeten lokalen Assemblierungsmatrizen zu
Massen—, Diffusions— und Konvektionsoperatoren. Dabei kommt nicht der augmentierte Geschwin-
digkeitsraum zur Verwendung, stattdessen ziehe man sich auf die in [Blanke 04] definierten Funktio-
nenrdume zuriick. Der durch die Subraumrestriktion in der Impulsgleichung entstehende zusétzliche
Fehler sei hier nicht Gegenstand der Untersuchung, wahrend die Erweiterung der gegenwértigen
Implementierung um die augmentierten Elemente eine reine CAS-Programmieraufgabe und damit
auch keine konzeptionelle Herausforderung darstellt. Eine , korrekte” Behandlung der Impulsglei-
chung mit augmentierten Geschwindigkeitselementen ist Gegenstand zukiinftiger Arbeit, die hier
nicht mehr geleistet werden konnte!. Verwendet werden die augmentierten Elemente dagegen bei
der Diskretisierung der Kontinuitétsgleichung, also des Divergenzoperators.

Diese Arbeit konzentriert sich auf die Entwicklung eines effizienten Verfahrens fiir die Druck-
poissongleichung. Daher fokussiert sich dieses Kapitel auch auf diese Gleichung und rekapituliert
andere Ergebnisse nur, sofern es fiir das Verstdndniss unerlésslich ist. Aufgrund der komplexen
Differentialoperatoren werden jedoch die schwachen Formen fiir alle beteiligten Terme explizit her-
geleitet. Nur so bleibt die M6glichkeit erhalten, Eigenschaften und Erzeugung der Diskretisierung
im Anhang nachzuvollziehen. Somit erhielt eine durchgehende Beleuchtung von der Konzeption
des Programms bis zur Umsetzung des Algorithmus den Vorzug vor einer exklusiven kompakten

IDie hierarchischen Uberschiisse auf den Kanten seien daher auf 0 gesetzt — der Funktionswert auf den Kan-
tenmittelpunkten ergibt sich folglich aufgrund der linearen Interpolation auf den Elementkanten ausschlielich
durch Mittelung.
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Exkurs: Nummerierungen — Teil |

In dieser Arbeit werden verschiedene Nummerierungen der Freiheitsgrade auf einer Zelle
verwendet: Die lexikographische Nummerierung, die die Freiheitsgrade in Schreibrichtung
aufzéhlt, die Kurvennummerierung, die kartesische Nummerierung, der ein kartesisches
Koordinatensystem im linken unteren Punkt zugrunde liegt, und schliellich eine Num-
merierung entgegen dem Uhrzeigersinn. Alternativ kommt auch eine Bezeichnung mittels
der Himmelsrichtung zur Verwendung. Abbildung 4.1 zeigt die diese Alternativen — in
der gerade definierten lexikographischen Anordnung.

11 S
2 50! 2
13 30 3 2
R2
1 11 R1 B1
0 o 20
0 1

Abbildung 4.1: Die verschiedenen verwendeten Nummerierungen.

Lexikographische Nummerierung

Die lexikographische Nummerierung wird zur Darstelltung der Diskretisierungsmatrizen
innerhalb der Implementierung verwendet. In mancher Literatur [Gresho 98] kommt hier-
zu auch die Nummerierung entgegen dem Uhrzeigersinn zur Verwendung, welche hier der
Vollstandigkeit halber aufgefiihrt ist.

Kartesische Nummerierung

Die kartesische Nummerierung eignet sich zur Formulierung von Restriktion und Interpo-
lation. Dabei sitzen dann die Grobgitteransatzfunktionen auf den Punkten (00), (30), (03)
und (33). Bei hierarchischen Erzeugendensystemen auf Zweigitter liegen damit hier je
zwei Freiheitsgrade, wihrend auf den Feingitterknoten (ab) a,b € {1,2} sowohl fiir no-
dale als auch hierarchische Erzeugendensysteme je ein Freiheitsgrad liegt.




4.1 Praparationsschritt

Exkurs: Nummerierungen — Teil 1l

Kurvennummeriung

Die Nummierung entlang der Peano-Kurve bewédhrt sich bei Formalisierung
von Punktfarbung, Cache-Verwaltung und Durchlaufrichtungen. Dabei erhélt nach
[Guinther 04] im zweidimensinalen Fall der Eintrittspunkt der Peano-Kurve stets den In-
dex 0, dem folgt der linke Freiheitsgrad. Dem zur Kurve rechtsliegenden Punkt weist man
den Index 2 zu, um dem Austrittspunkt der Zelle mit 3 zu bezeichnen. Man beachte, dass
infolge eines Zellenwechsels dabei der Index 3 stets zum Index 0 wird. Der urspriingliche
Punkt 0 wird in der néchsten Zelle nicht abermals benotigt. In mathematischen Her-
leitungen spielt diese Darstellung keine Rolle. Eine dreidimensionale Variante definiert
[Pogl 04], [Hartmann 04] entwickelt ein dimensionsgenerisches Nummerierungskonzept.

Darstellung der Druckpoissongleichung unter Verwendung einer Vielzahl weiterer Ergebnisse aus
einschligiger Literatur. Dem ausschliellich an der Druckgleichung interessierten Leser sei dennoch
ein Sprung zu Abschnitt 4.2 empfohlen. Ist man jedoch an der elementweisen Herleitung der Ope-
ratoren interessiert, so sei darauf hingewiesen, dass bei der elementweisen Darstellung stets die
lexikographische Nummerierung? zugrunde liegt.

4.1 Praparationsschritt

Zunichst sei die Zeitdiskretisierung aufler Acht gelassen: Im Préparationsschritt berechnet man
Flu) = (uV)u — ﬁAu, indem man die Gleichung in die schwache Formulierung

e do= [ (o gau)pas

nach 3.2 bringt. Wie bei Ritz—Verfahren iiblich, fungiert hierbei der selbe Geschwindigkeitsraum
U als Test— und Ansatzfunktionenraum. In die Druckpoissongleichung geht F als rechte Seite ein,
im Cauchy-Schritt wird F dann ein zweites Mal benutzt, wobei nochmals erwdhnt sei, dass F
in U approximiert wird. Die drei diskreten Matrizen werden als Massenmatrix, Konvektions- und
Diffusionsmatrix (von links nach rechts) bezeichnet und analog zu [Blanke 04] als Q, C(u) und D
notiert.

Die Operatoren wurden in dieser Arbeit nicht erneut berechnet, da sie — wie bereits erwéhnt —
[Blanke 04] oder alternativ dem Anhang zu entnehmen sind. Neu ist in diesem Kontext lediglich
die konsequente Verwendung einer Computeralgebra als ein CASE-Werkzeug (Computer Aided
Software Engineering) [Chibisov 02, Chibisov 03, Ganzha 01/2].

2Eine Definition aller benutzten Nummerierungsarten findet sich auf Seite 48.
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4 Diskrete Operatoren

4.1.1 Diffusionsterm

Der Diffusionsterm ist unspektakuldr und entspricht der vektoriellen Poisson-Gleichung. Hierbei

seien (k) die vektoriellen Ansatzfunktionen?:

/QAucp(j)dx = /Q< 232 > < 2283 >daz Vi

= — | VuiVpi(j) + VuaVa(j)dx
Q

- Y u) [ Ve Venl) + Teali)Viali)da

=S u) [ 010 01l0) + Orsr(i) Duair ()

+ all (102(2) 6$1(102(.7) + 8$2902(’L) 6Z2(p2(j)dx
=: Du

Man betrachte nun gleich die in der Implementierung stets kritische Skalierung der diskreten
Operatoren: Die lokalen Assemblierungsmatrizen zur Poissongleichung sind im zweidimensionalen
Fall mit 1 zu skalieren, da das Trigerintegral fiir reguliiere Gitter einen Faktor h? liefert, der durch
das Quadrat des Faktors h~! des Gradienten eliminiert wird.

Deutlich zu sehen ist die auf Seite 35 schon thematisierte Symmetrie der Matrix. Nicht offensicht-
lich ist hingegen, dass sich fiir die kontinuitdtserhaltenden Elemente der 5—Punkte—Stern aus der
Finite-Differenzen—-Methode in jeder Komponente ergibt und x; und zs—Komponente vollstédndig
entkoppelt sind [Blanke 04]. Dies ist aufgrund der Kopplung der Komponenten fiir kontinuitéitser-
haltende Elemente iiberraschend, entspricht aber den in 1.2.1 Eigenschaften der Stokes Gleichung.

4.1.2 Konvektionsterm

[ ) (2 )e v

(u, Vur) ¢1(4) + (u, Vug) p2(j) dz

/ (¥ )upls) de
Q

I
\

Q
= u( / e(1), Vi (k) @1(7) + (p(1), Vo (k) @a(j) dx
I,k

= Sl ul) [ 1) 2 (k) 910) + 22(0) Drair (k) 1)
Lk

+ p1(1) O, p2(k) w2(d) + w2(l) Ozyp2(k) ©2(j)
= Cu)u

Die lokale Assemblierungsmatrix des Konvektionsterms erhélt eine Skalierung mit A im zwei-
dimensionalen Fall. Dies resultiert aus dem Faktor h? des Trégerintegrals, der mit h~! aus dem
Gradienten verrechnet wird. Nach [Blanke 04] erhélt man mit den kontinuitétserhaltenden An-
satzfunktionen eine antisymmetrische Matrix mit Kopplung der u;— und us—Komponente. Dies
wiederum sichert nach [Verstappen 01] die Erhaltung der diskreten Energie zu.

3Man beachte, dass Vektorskalarprodukte je nach Lesbarkeit manchmal als einfache Produkte, oftmals jedoch als
(-,.) notiert werden.
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4.2 Druckpoissongleichung

Tatséchlich erfolgt die Realisierung des nichtlinearen Terms im Programm auch iiber Matrizen:
Dazu halte man sich vor Augen, dass obige lokale Assemblierungsvorschrift lediglich acht Bilinear-
formen iiber den Eingabezweitupeln u (1), u(2), u(3) und w(4) definiert. Diese werden im Anhang
A dargestellt.

4.1.3 Massenmatrix

Juetras = Sut) [ o) et da

%

= Y ul) [ i) e1(3) + ea(i) i) o
i
=: Qu
Im Projekt kommt anstatt dieser Massenmatrix eine lumped mass matriz mit
() mass lumping O = hQ’Ld

zum Einsatz. Diese ist mit Q~! = h~2id einfach zu invertieren. Dadurch kann der diskrete Wert
F in einer ,,Iteration” berechnet werden?. Fiir explizite §—Verfahren ist dies zu tun naheliegend,
da die Priparationsphase komplett vor der eigentlichen Druckiteration abzuschliefen ist®.

4.2 Druckpoissongleichung

Die Druckpoissongleichung formalisiert sich als

1
/ divVp dx = / —div v — (1 — O)divF(u®?) — 0divF(uD) dz YV ey,
1% v T
4
1
~MQ*MTp = =Mu— MF(u),
T

wobei die Vektoren u wiederum #—Wahl abhéngig als Linearkombination aus aktuellem und
zukiinftigem Wert gew&hlt werden miissen. In der nachfolgenden Abhandlung wird statt dem obi-
gen diskreten System mit einem negierten gearbeitet, da die Arbeit mit negativer linken Seite
ungewohnt ist — man denke nur an die negativen Diagonalelementeintrdge. Zwei Bemerkungen
seien hierbei noch angebracht:

e In 4.1 wird das Gleichungssystem
OF(u) = —Du+ C(u)u

schrittweise dargestellt. Damit liegt F(u) bereits korrekt skaliert, also in in U, auf den Ele-
mentecken vor.

4An dieser Stelle mochte ich meinen Mentor Prof. Christoph Zenger zitieren:

Weniger als eine Iteration ist schwierig — das leuchtet mir ein.

5Verwendet man implizite Zeitverfahren, beinhaltet jeder Iterationszyklus eine Aktualisierung des diskreten Wertes
F zu t + 7. In diesem Kontext kann es Sinn machen, die Invertierung implizit iterativ vornehmen zu lassen
und damit auch auf unregelméBigen Gittern eine héhere Konvergenzordnung zu erhalten. Dabei erscheint eine
Konvexkombination der hiefligen Massenmatrix mit einem modifizierten wvariational mass lumping—Ansatz —
also ein template mass lumping — am erfolgversprechendsten zu sein [Felippa 04, White 04]. Dies muss jedoch
erst in zukiinftigen Arbeiten evaluiert werden.
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Exkurs: Mass Lumping — Teil |

Treten in der schwachen Formulierung einer Differentialgleichung Terme der Bauart

S [ eeti) de v

auf, so bezeichnet man die korrespondierende Matrix als Massenmatriz, die hier konse-
quent mit 2 bezeichnet werden soll. Berechnet man selbige im Kontext eines klassischen
Ritz—Verfahrens, so spricht man von der sogenannten direct stiffness method. Diese kann
elementweise analog zur Assemblierung der Stefigkeitsmatrix implementiert werden. Im
Umfeld zeitabhéngiger Verfahren muss nun diese Massenmatrix stets implizit oder ex-
plizit invertiert werden. Dabei stellt sich heraus, dass selbige ohne Einschréinkung der
Allgemeinheit meist relativ dicht besetzt ist, was dazu fithrt, dass man in der Anwendung
die Massenmatrix durch eine leichter zu invertierende Matrix approximiert. Idealerweise
handelt es sich dabei um eine Diagonalmatrix. Der Vorgang der Approximation wird als
mass lumping bezeichnet.

Mass—Lumping

Man unterscheidet nach [Felippa 04] drei verschiedene Ansiitze, die Massenmatrix zu
berechnen:

e Beim wariational mass lumping wird die Massenmatrix durch einen Variations-
ansatz errechnet. Behilt man als Testraum den Ansatzraum bei, erhdlt man die
direct stiffness method und damit die sogenannte constistent mass matriz. Durch
eine Variation des Ansatz— und Testraums erreicht man unter Umsténden eine Ver-
einfachung der Matrix. Einen derartigen Ansatz mit Lagrange—Polynomen findet
man in [White 04].

e Entkoppelt man die Freiheitsgrade vollstdndig anhand des ,,Raumes um sie her-
um”, so spricht man vom direct mass lumping. Dies kann man als variational mass
lumping auffassen, wobei zu jeden Freiheitsgrad eine charakteristische Funktion
definiert wird, die ein Kontrollvolumen spezifiziert. Dieser Ansatz entspricht auch
den Illustrationen in [Blanke 04].

e Bildet man zu guter Letzt eine Linearkombination
i=1...k

iiber verschiedenen approximierten Massemmatrizen €2;, so spricht man vom tem-
plate mass lumping. Dieser Ansatz hat sich fiir Akkuranzuntersuchungen bewéhrt.
Alle lumped mass matrices sollten nach [Felippa 04] folgende Eigenschaften aufweisen:

e Symmetrie, d.h. Q = QT

o Widergabe der Elementsymmetrien (insbesondere also z.B. (Q);; = (2);; bei uni-
formen Gittern),

e Erhaltung der Gesamtmasse,

e positive Definitheit.




4.2 Druckpoissongleichung

Exkurs: Mass Lumping — Teil Il

Row—-Summing

In [Gresho 98] wird vorgeschlagen, die Massenmatrix als Diagonalmatrix anzusetzen und
die Eintrége iiber die Zeilensumme der globalen Massenmatrix (row summing) zu errech-
nen. Dies entspricht der direct stiffness method. Aufgrund der geforderten Gesamtmas-
senerhaltung muss das Resultat eine h%skalierte Einheitsmatrix sein. Allerdings ist der
Begriff row summing leicht irrefithrend, da er sich auf die globale Massenmatrix bezieht
— es konnen sich allerdings Eintrdge der lokalen Massenmatrizen aufheben. Arbeitet
man ausschlieBllich mit lokalen Assemblierungsmatrizen bietet es sich daher an, iiber alle
Matrixeintrage zu summieren und anschliefend durch die Zeilenzahl mal Spaltenzahl zu
dividieren.

Diese Technik wird in dieser Arbeit verwendet. Eine Konsistenzuntersuchung derselben
iiber die Taylorreihenentwicklung liefert [Blanke 04] — sie liegt bei regulédren Gittern nach
wie vor bei O(h?). [Fletcher 84] bietet eine noch ausfiihrlichere Evaluierung verschiedener
Techniken.

e Fiir explizite Zeitverfahren vereinfacht sich die Druckpoissongleichung zu
1
MO 'MTp = —=Mu® + MFu®)
T
= Ly Zpo-tpe® 4 MO u®)u®.
i

Der hier vorliegende Algorithmus arbeitet jedoch mit explizit vorliegendem F (u(t)).

Fiir das lineare Gleichungssystem bleibt damit abschlieBend noch die Matrix M respektive M ™
zu definieren:

Zuerst wird der zu [Blanke 04] gehorende Divergenzoperator rekapituliert. Wie der Glattheitsdis-
kussion zu entnehmen ist, korrespondiert dieser zu einem stiickweisen konstanten Druck — somit
kann der Ableitungsoperator nicht kontinuierlich interpretiert werden und ergibt sich ausschliellich
aus der Geschwindigkeitsdiskretisierung iiber die negierte Transponiertheitsforderung fiir diskre-
te Divergenz und Gradienten. Im Gegensatz zu den vorangegangenen Operatoren sollen ab nun
die globalen Operatoren, d.h. die Diskretisierungssterne, angegeben werden. Fiir die 5-Punkte—
Diskretisierung wird man analog zu den Q! P’~Elementen direkt die checkerboard-Instabilitit aus-
lesen konnen, obgleich das hier nur peripher von Interesse ist.

Desweiteren ergibt sich aus den Sternen der Bezeichner 5-Punkte—Element respektive 9-Punkte—
Element. Grundlegend fiir das Kapitel zu Gleichungsltser ist spéter dariiber hinaus der Wert des
Diagonalelements. Dieser Wert lédsst sich bequem aus den globalen Sternen auslesen, daher werden
hier beide Darstellungsweisen — globale und elementweise Sterne — angegeben.

Der letzte Abschnitt beschéftigt sich mit den augmentierten Geschwindigkeitselementen und der
Herleitung des zu ihnen passenden Divergenzoperators. Bereits angesprochen wurde, dass hier,
zu diesen Elementen passend, bilineare versetzte Druckelemente gewéhlt werden, weil diese einen
passenden kontinuierlichen Gradienten aufweisen und hinreichend glatt sind. Der Operator Q1 M7
gibt fiir versetzte bilineare Druckelemente den exakten Ableitungswert auf den Gitterlinien wieder.

Der Druck ist staggered — versetzt — lokalisiert. Dadurch erstrecken sich die Sterne fiir den
gesamten Druckpoissonoperator je iiber neun geometrische Elemente. In der Herleitung der Ma-
trizen wird das Gleichungssystem jedoch auf Druckgradienten definiert, die analog zu den Ge-
schwindigkeitsfreiheitsgraden auf den Gitterpunkten liegen. Dieser ,,Trick” wird sich spéter als
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4 Diskrete Operatoren

vorteilhaft beziiglich des Gldtters erweisen, aber es auch erméglichen, das Programm in das von
[Giinther 04, Pogl 04] entworfene Framework zu integrieren.

4.2.1 Poissongleichung auf den [Blanke 04]-Elementen

Kantennummerierung: Exemplarischer Geschwindigkeitsverlauf

auf den Kanten in Normalenrichtung

21 Komponente - Komponente
ur 2 uy uz R % Uy
_ ﬁ ﬁ h h
2 2 9 9
_h h h / h
2 2 9 "9
@ D 1y ® Dty

Abbildung 4.2: Der Divergenzoperator auf den [Blanke 04]-Elementen. Die gestrichelt markierten
Kanten der Elemente sind Indikatoren fiir einen linearen Wertverlauf.

Fiir die Definition des Divergenzoperators ziehe man, wie dies bereits in vorangegangenen Ab-
schnitten der Fall war, den Gaufischen Integralsatz zu Rate. Anschliefend verwende man die Li-
nearitédt des Normalenanteils des Eingabedatums auf den Elementkanten und erhélt

Oz/divudz YV € Qy & 0= Mu
\%
pEN Mioeaqiu =0 YV € Qp
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4.2 Druckpoissongleichung
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Abbildung 4.3: Der 5-Punkte-Druckstern zu den in [Blanke 04] entworfenen Ansatzfunktionen.
Die hier zu beobachtende Ausléschung der vertikalen und horizontalen Nachbar-
druckbeitrage fithrt zu der bekannten checkerboard Instabilitét.

Mlocal
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) /m/(u,n) dx
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= —-(-11-1111 -1 -1)
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4 Diskrete Operatoren

Um die Ubersicht wahren zu kénnen definiere man die folgende Notationskonvention:

h R -1 1 -1 1
Mloml:§(—11—1111—1—1)::5[( L1 1 1)]

Drei Beobachtungen priigen nun alle weiteren Uberlegungen zur algorithmischen Realisierung
des Gesamtoperators MQ~ M7 in der Druckpoissongleichung:

e Der Operator M lésst sich zellweise auswerten. Man kann also alle Zellen traversieren und
auf jeder Zelle unmittelbar die Divergenz durch Anwendung von M, errechnen.

e Der transponierte Divergenzoperator M7 wirft Daten aus dem Zellzentrum auf die Eckpunk-
te. Aufgrund der Bedeutung der Matrix in der Impulsgleichung bezeichne man diese Daten
als Druckgradient, obgleich es fiir zellweise konstanten Druck keine korrespondierende Grofie
im Druckfunktionenraum, also keine kontinuierliche Interpretation gibt.

e Die Auswertung von M7 ist nichtlokal. Um das Bilddatum auf einem Gitterpunkt errechnen
zu kénnen, muss man folglich alle vier adjazenten Zellen ,,anfassen” und {iber die Ergebnisse
der vier ML ,—Anwendungen summieren.

Letztere Beobachtung fiihrt zu folgender Aussage:

Definition 3 Kann ein FEintrag des FErgebnisses der Anwendung eines diskreten Operators er-
rechnet werden, indem man ausschlieflich eine Zelle beachtet, so erfiille dieser Operator das Lo-
kalitatsprinzip. Miissen fiir einen Bildeintrag Teilresultate akkumuliert werden, so erfullt der
Operator das Lokalititsprinzip nicht.

In der algorithmischen Realisierung wird spéter niemals der Gesamtoperator MQ M7 in einem
Schritt berechnet. Stattdessen splitte man ihn in M und MQ~! auf und verwende Hilfsvariablen fiir
den ,,Druckgradienten”, wodurch eine elementweise Auswertung moglich wird. Diese Technik wird
spéter bei der Diskussion der Klassifizierung des Algorithmus nochmals explizit herausgestellt.

Korrolar 4 Der Divergenzoperator M geniigt dem Lokalititsprinzip, der Operator MT gendigt ihm
nicht.

Spricht man in Begriffen der linearen Algebra, so bedeutet das Lokalitéitsprinzip, dass iiber jede
Zelle des diskreten Gebietes (2, bereits eine komplette Zeile des Gleichungssystems definiert ist. Im
Falle der in vielen Biichern [Braess 02, Giinther 04, P6gl 04] behandelten Poisson-Gleichung mit
Freiheitsgraden auf den Gitterpunkten leistet jedes geometrische Element einen Beitrag zu 2¢ Glei-
chungszeilen. Entsprechend entsteht eine komplette Zeile des zugrundeliegenden Gleichungssystems
durch Akkumulation der Beitriige von 2¢ beteiligten Zellen. Die elementweisen Operatoren geniigen
dem Lokalitéitsprinzip also nicht. Setzt man die Begriffe Lokalitéitsprinzip und Assemblierung in
Korrelation, so fillt auf, dass fiir Operatoren, die dem Lokalitatsprinzip geniigen, elementweise und
nodale Assemblierung identisch sind.

Zuriick zur Druckpoissongleichung — einer Poissongleichung auf einem versetzten Gitter. Fiir
die im nachfolgenden Kapitel behandelten Gleichungsloser ist das globale Gleichungssystem, wie
sie eine explizite Assemblierung lieft, irrelevant. Von Bedeutung ist jedoch sehr wohl der Wert des
Diagonalelements zu MQ~'M7. Dieser lisst sich direkt aus Abbildung 4.3 auslesen und betrigt
fiir stiickweise konstanten Druck

2
1 h
diag(MQ™*M™T) = 3 : 4 - 2 : (5) =2
~~ Zahl der Eckpunkte z1 und zo Beitrag

aus der Massenmatrix
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4.2 Druckpoissongleichung

Dieser Rechnung liegt eine interessante Beobachtung zugrunde: Die Betrége eines jeden vertikalen
und horizontalen Nachbarn nivellieren sich {iber die z; und xo2 Komponente. Dadurch ergibt sich
eine Entkopplung der Druckwerte: Eine Druckwerténderung affektiert nur die Diagonalnachbarn —
der Divergenzwert auf den direkten Nachbarn wird nicht beeinflusst. Dies bedeutet, dass das globale
Gleichungssystem M genau einmal reduzibel ist, also in zwei Systeme zerféllt. Dies ist wiederum
eine Auspriagung des Nichterfiillens der inf-sup—Bedingung und kann sich durch das Auftreten von
checkerboard-Mustern #uBern, wie sie in Abbildung 2.7 auf Seite 24 dargestellt sind®.

4.2.2 Poissongleichung auf den augmentierten Elementen

Kantennummerierung: exemplarischer Geschwindigkeitsverlauf

auf den Kanten in Normalenrichtung

h / L2
> Vo

oV
_

21 Komponente - Komponente

ulo /)Vul 'UQC_\ ub 'U?()
h

»

h
4

Uy Uy Uy

Abbildung 4.4: Der Divergenzoperator auf den augmentierten Geschwindigkeitselementen.

Divergenzoperator

Nun seien die versetzten bilinearen Druckelemente Gegenstand der Untersuchung. Aus der Diskus-
sion der Q! P’~Elemente in 4.2.1 iibernehme man den Satz von Gauf8 und die Matrixnotationskon-
vention. Die implementierungsnahe lexikographische Nummerierung wurde aus Lesbarkeitsgriinden
durch eine Notation iiber die Himmelsrichtungen ersetzt. Die Kantennummeriung sei mit Abbil-
dung 4.4 gegeben.

SBin weiteres Detail mag fiir den Leser mit einer gewissen Affinitiit zur linearen Algebra von Interesse sein: In 7.8
wird das Konvergenzverhalten eines Relaxationsverfahrens auf den Q!P°-Elementen den bilinearen Druckele-
menten gegeniibergestellt. Deutlich ist zu erkennen, dass man sich die erhthte Druckstabilitdt mit steigenden
Iterationszahlen erkauft. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass dem einfacheren Drucklayout zwei Gleichungssys-
teme mit lediglich § Unbekannten zugrundeliegen.
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4 Diskrete Operatoren
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Abbildung 4.5: Der 9—Punkte—Druckstern, der zu den in dieser Arbeit neu entworfenen Ansatzfunk-
tionen passt. Im Gegensatz zum 5-Punkte—Stern tritt hier keine Entkopplung von
Zellen mit gemeinsamer Kante auf. Der Stern ist also in dieser Hinsicht stabil. Des-
weiteren beobachte man, dass die vertikalen / horizontalen Nachbarn keine Werte
aufgrund von Ausloschung iiber die Gitterpunkte keine Werte, also ausschlieflich
iiber die Kanten Information transportieren.

/divuda: = / (u,n) dx
1% v

|
S~
=
<
[\
=8
8
\
S~
=
~
[
=8
8

i€{0,1} i€{4,5}
+ Z / uy dx — Z / uy dr
ic{2,3) 7/ OVi ic{6,7} /i

Aufgrund der Linearitéit des Druckgradienten auf den Randabschnitten kénnen die Integrale auf
den Untermannigfaltigkeiten exakt ausgewertet werden:
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4.2 Druckpoissongleichung

/avo ug do = /avo ua(NW) 4+ W (ua(N) — ua(NO)) dx

= uy(NW)z + z_h2 (uz(N) — ua(NW)) |25

h
= 1 (@(0) +ua(V)

/Wl up do = /M us(N) + (hiﬁ - 1) (u2(NO) — us(N)) dz

= (2ua(N) —ua(NO)) = + % (u2(NO) = ua(N)) [5=p2

/ uy dr =
BV‘Z
/ uy der =
Vs

(u2(N) +u2(NO))

(u1(NO) +u1(0))

(u1(0) +u1(S0O))

SIS SN IS SN IS

/ vy dz = %(UQ(SO)MQ(S))
/ vy dz = %(ug(SW)—&-ug(S))
OV
/ up doe = %(ul(SW)+u1(W))
A%
/ w do = %(ul(NW)—&—ul(W))
oV,

Der Vollstandigkeit halber sei der Operator noch als Matrix angegeben. Hierzu fehlt jedoch
bisher die Definition einer passenden Nummerierung, weshalb die Nummerierung beginnend mit
dem linken oberen Eck im Uhrzeigersinn erfolgen soll:

h -1 0 1 2 1 0 -1 =2
MZOCGZZK 1210 -1 -2 -1 0 )]

Durch die Variation des Ansatzraumes erhalten blieb, dass sich die Betrige der horizontalen
und vertikalen Zellnachbarn iiber die Zellecken nivellieren — ihr Informationstransport erfolgt
ausschliefllich {iber die Kanten. Dies ist am deutlichsten Abbildung 4.5 zu entnehmen, wo dieser
Sachverhalt exemplarisch explizit fiir horizontale Nachbarn aufgezeigt wird. Aussagen iiber die Lo-

kalitdt des Operators bleiben auch hier giiltig. Das spéter fiir den Glatter auf der Poissongleichung
benotigte Diagonalelement errechnet sich nun jedoch als

1
diag(MQ™'M™T) = 73 (4

— +4
16+4

2h2 h? 6
4

und ist auf Randzellen entsprechend der reduzierten Nachbarzahl ebenfalls zu vermindern.
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4 Diskrete Operatoren
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Abbildung 4.6: Nomenklatur der Eingangsgrofien des Divergenzoperators nach Himmelsrichtungen.

Der Tréiger |— 2, [ x | — 1, 1] einer versetzten Pagodenfunktion auf einem ,,Gitter”

mit Einheitsldnge ist farbig markiert.

Bilineare Druckelemente

Zu guter Letzt 16se man sich fiir einen kurzen Exkurs der geforderten Dualitdt der Operatoren,
um eine Interpretation des Gradienten als kontinuierliche Grofle eines bilinearen Funktionenraums
herzuleiten. Dazu betrachte man eine versetzte Pagodenfunktion auf einem geometrischen Element
der Kantenliinge h. Diese definiere die Funktion a : R? — R mit der Huthéhe da. Abbildung 4.6
zeigt solche eine Funktion und gibt auch die vektorwertige Gradientenfunktion an. Man rechne
mit der Kontrollvolumenformulierung nach”. Dabei seien die Eingangsdaten x; und zs bereits
beziiglich der Kantenlénge h skaliert.

Va(NW) = %a ( jffjl ) (21 = —0.5, 25 = 0.5) = ( *i ) %“
Va(N) — <_i1 )%‘1

Va(NO) = %( :Hij )(xl = 05,25 = 0.5) = < i )‘%‘L
Va(0) = ( -1 )%“

Va(SO) = < é >‘%“
Va(s) = ( " ) %“

71 bezeichne — wie in der Informatik iiblich — undefiniert.
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4.2 Druckpoissongleichung

N[ [

Va(SW) = (I )%“

Va(W) = (i)%‘

Man stellt fest, dass der exakte Druckgradient fiir bilineare Ansatzfunktionen genau dem iiber die
Transponierte definierten Wert, skaliert mit %, entspricht. Es gilt also fiir bilineare Druckfunktionen
V =207'M7T, wobei die Ursache fiir den Faktor % in der Integration iiber die je halbe Kantenlénge
zu sehen ist. Der Operator Q' M7 entspricht also bis auf einen konstanten Faktor tatsichlich der
exakten Gradientenberechnung fiir versetzte, stiickweise bilineare Druckfunktionen.

Stichwortsammlung

elementweise Assemblierung, lokale Assemblierungsmatrizen; Massenmatrix, mass lumping;
Nummerierungsalternativen; checkerboard pattern;
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5 Grundlagen zu Relaxationsverfahren

Im bisherigen Verlauf dieser Arbeit wurde die Fluidsimulation sukzessive auf ein zu losendes li-
neares diskretes System zuriickgefiihrt. Bevor nun iiber die Angabe einer Raumdiskretisierung der
Ubergang zum konkreten Programm vollzogen wird, sollen einige Grundlagen zu Lasern fiir lineare
Gleichungssysteme rekapituliert werden.

Es soll dabei kein Uberblick iiber Losungsansiitze generell gegeben werden — hier konsultiere
man beispielsweise [Braess 02]. Stattdessen werden gezielt die Aspekte linearer Gleichungsloser
herausgegriffen, denen im Rahmen der Implementierung Relevanz beizumessen ist. Dieser Fundus
an Aspekten iiberschreitet dabei das fiir [Giinther 04, Pogl 04] benstigte Wissen. Obwohl die dort
entwickelte Methodik lediglich weiterentwickelt worden ist, ist es sinnvoll, bestimmte Grundlagen
trotz der Redundanz abermals darzustellen, um eine in sich abgeschlossene Darstellung liefern zu
konnen.

Ausgehend von dieser Zielrichtung werden zunéchst kompakt einige Grundlagen niedergeschrie-
ben. Dazu erfolgt zunéichst eine algorithmische Darstellung iterativer Loser samt der fiir die Inter-
pretation der Messergebnisse wichtigen Konvergenzeigenschaften. Diesen, hauptsiichlich [Braess 02,
Knabner 00] entnommenen, Aspekten wird anschlieflend eine Operatorinterpretation nachgestellt.
Diese orientiert sich an [Griebel 94, Schéberl 99] und wird gegen Ende dieser Arbeit bei der Klas-
sifizierung des Mehrgitterverfahrens von Nutzen sein.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels ebnet dann den Ubergang zur Implementierung und damit
zum nachfolgenden Kapitel, indem dem Konzept der expliziten Assemblierung die implizite Glei-
chungsdefinition, die hier verwendet wird, gegeniibergestellt wird. Kommt man aus der linearen
Algebra, so argumentiert man stets auf den Matrizen zu einem Problem. In dem hier entwickel-
ten Programm werden jedoch zu keiner Zeit globale Matrizen aufgestellt, stattdessen werden die
Ergebnisse aller Operatorauswertungen bei jeder Geometrietraversierung durch Akkumulation von
Anteilen aller beteiligten Zellen berechnet. Dadurch erspart man sich die Beschéftigung mit der
Organisation und Speicherung der im FEM Umfeld typischerweise auftretenden diinnbesetzten,
aber enorm groflen Matrizen, sowie die explizite Berechnung der globalen Operatoren in adaptiven
Gittern.

5.1 lterative Verfahren

In dieser Arbeit kommen ausschlielich stationére Iterationsverfahren zur Verwendung. Stationér
bedeutet in diesem Kontext, dass die Iterationsvorschrift glattungsschrittinvariant ist. Selbige wer-
den infolge anhand des Modellproblems

Azrz =D

préasentiert, wobei A stets eine positiv definite quadratische Matrix sei, wie sie bei jeder Diskreti-
sierung eines elliptischen Problems auftritt. Aus einer Vielzahl von Griinden sind die bei partiellen
Differentialgleichungen auftretenden Matrizen nicht einfach explizit invertierbar. Anstatt der ex-
pliziten Invertierung verwendet man daher einen iterativen Gleichungsloser. Hierzu spalte man die
Matrix A additiv in

A=A — A,

63



5 Grundlagen zu Relaxationsverfahren

auf und identifiziert die Losung des Gleichungssystems mit dem Fixpunkt
Aix = Arx +b.
Dies fithrt direkt zur Iterationsvorschrift

2D — A;l (AT:E(") + b) .

Offensichtlich ist es also sinnvoll, A; leicht invertierbar zu wéhlen.

5.1.1 Auspragungen der lterationsvorschrift

Definition 4 Fir Iterationsverfahren der Bauart
2D = A7 (4,2 +b)  WnEN

definiere man folgende Namen:
e A= Xid Richardson—Verfahren
o A =diag(A) Jakobi—Verfahren (diag ,,extrahiert” die Diagonaleintrige)
o Aj=L(A) Gauss—Seidel-Verfahren (L bezeichne die obere Diagonalmatriz)

Man aktualisiere nun die Komponenten des Iterationsvektors x sukzessive, bis ein bestimmtes
Abbruchkriterium erreicht ist. In jedem Schritt wird dabei im Falle der Konvergenz der Fehler
reduziert. Die oben genannten Verfahren bezeichnet man auch als Gldtter.

Notiert man die Iterationsvorschrift explizit, so unterscheiden sich Jakobi— und Gauss—Seidel—
Verfahren in der Aktualitit des Eingangsdatums. Dies ist die Begriindung fiir die besseren Kon-
vergenzraten des Gauss—Seidel-Verfahrens. Die Konvergenzordnung ist und bleibt jedoch linear,
also 1:

Definition 5 Sei e®) k € N der Fehler der Lisung im k-ten Iterationsschritt. Ein Iterationsver-
fahren konvergiert, falls
le® V) < plle® )1 p<ing>1.

Hierbei bezeichne p die Konvergenzrate, q die Konvergenzordnung.

Theorem 5 Ein Relazationsverfahren konvergiert genau dann wenn ||A; " A, | < 1.

Der Standardbeweis der linearen Konvergenz der obigen Verfahren kann in wenigen Zeilen er-
bracht werden und sei hier aufgrund der spéteren Diskussion ,,optimaler” Konvergenzraten wie-
dergegeben. Hierbei setze man schlicht und einfach die Fixpunkteigenschaft der Losung ein:

le®FV) = [z — 2]
= 147 A ™ + 47— 2™
= A7 A W AT — AT AL ™) AT
= 4714 (2% 2 |
< AT A 2 = 2O = |47 A (e
= (A7 A (e

64



5.1 Iterative Verfahren

Mit der Definition des Spektralradius p(B) iiber die Eigenwerte A einer Matrix B als
Amaz = p(B) = lim || B+

kann man nun nach [Braess 02, Trottenberg 00] zeigen, dass obige Iterationsverfahren von der
minimalen Gitterweite h abhéngigen Konvergenzraten p(AflAT) aufweisen.

Theorem 6 Fir Diskretisierungsmatrizen zu elliptischen Problemen gilt
p(A7A) € 1- O(h?)

Lost man also ein Gebiet immer feiner auf, so verschlechtert sich das Konvergenzverhalten qua-
dratisch mit der Gitterweite.

5.1.2 Residuenbasierte Formalisierung

Ein bereits in [Giinther 04, P6gl 04] stetig auftretender Begriff ist der des Residuums, des Bildraum-
fehlers:

Definition 6 Seie®) der Fehler der approzimativen Lisung eines linearen Gleichungssystems im
k—ten Schritt. Dann definiert

b=A (xk + ek) = Az® 4+ A
=:res(k)
sres® = Aek =bp— Az®

den Begriff Residuum im k—ten Schritt.

Mit dieser Definition lassen sich die eingangs definierten Iterationsverfahren nun in eine residu-
enbasierte Formulierung bringen:

oD = gt (ATx(k) +b)
= Al (an:““) +b+ Alx(k))

= 20 4 A resHD

Da das Residuum jederzeit berechnet werden kann, liefert dies ebenfalls direkt eine Aktuali-
sierungsvorschrift fiir die Unbekannten. Man beachte im spéteren Verlauf, dass die Eintrége der
Matrix A iiber Integrale definiert sind, die iiber die geometrischen Elemente zerfallen — also
,,zerfallt” auch A und damit das Residuum iiber den geometrischen Elementen. Die elementweise
Assemblierung nutzt genau diese Eigenschaft und akkumuliert das Residuum.

Im Unterschied zum Jakobi—Verfahren wird beim Gauf3—Seidel—Verfahren lediglich das Residuum
nach jeder Komponentenmodifikation sofort aktualisiert. Damit kann man die Multiplikation mit
Al_1 sowohl fiir Jakobi- als auch fiir Gaufi—Seidel-Verfahren als Multiplikation der Diagonalmatri-
xinversen interpretieren, falls jede Losungsverdanderung in der Gaufi—Seidel Variante die sofortige
Aktualisierung des Residuums nach sich zieht. Man darf die Iteration also nicht mehr vektoriell auf-
fassen, sondern muss das Residuum generisch interpretieren. Im Folgenden sei deshalb A; immer
als D fiir Diagonalmatrix dargestellt, unabhéingig vom tatséchlich zur Verwendung kommenden
Verfahren.
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5 Grundlagen zu Relaxationsverfahren

5.1.3 Relaxationsfaktoren

Oftmals kombiniert man ein Iterationsverfahren additiv mit der Trivialiteration
2D = jd 2

und erhalt

2D = wD res® 4 wa® 4 (1- W)x(k)
wD res®) 4 20,

Man kann zeigen [Braess 02], dass ein solches Verfahren fiir w €]0, 2[ nach wie vor konvergiert.
Fiir w < 1 spricht man von Unter—, fiir {2 > 1 von Uberrelaxation. In manchen Fillen l&sst sich
durch dieses ,,simple” Vorgehen eine signifikante Konvergenzverbesserung erreichen.

Theorem 7 Fiir ein optimal relaxiertes Iterationsverfahren gilt
p(wA; T A) €1 - O(h).

Die Konvergenzordnung lésst sich also um eine Potenz erhchen. Der Beweis dazu ist nachzule-
sen in [Trottenberg 00]. Den optimalen Relaxationsparameter zu finden, ist jedoch im Allgemeinen
nicht mit vertretbarem Aufwand moglich. Einer ndheren Erorterung dieser Problematik widmet
sich unter anderem [Stoer 90|, nach [Griebel 95] hat sich ein Wert w ~ 1.7 bewihrt. Diesen Wert
konnte [Neckel 05] nicht bestétigen und verwendet stattdessen empirisch motiviert w ~ 1.2. Schlief-
lich sei noch eine neue Konvergenzklasse definiert, die am Ende dieser Arbeit von entscheidender
Bedeutung sein wird:

Definition 7 Konwvergiert ein Iterationsverfahren linear mit h—invarianter Konvergenzrate, so
weist selbiges Mehrgitterkonvergenz auf!.

5.2 Operatorschreibweise

Man nehme nun eine etwas abstraktere Sichtweise der zuvor beschriebenen Verfahren ein und
definiere das Update der k—ten Unbekannten iiber den Operator (1 — Si)2. Eine solche Sichtweise
nehmen [Griebel 94, Schéberl 99] ein und kénnen nun Jakobi— und Gau—Seidel-Verfahren in einer
Operatornotation angeben:

Jakobi-Glitter:  2*+) = (1 -8y —Sy_j—--- =8 —8;) 2P
N
i=1
Gauf—Seidel-Glétter: g® D) = (1 - SN)(1—Sn_1)... (1= Sa)(1—S1) a®

= IG5 (1-5)) z®)

Beim Jakobi—Verfahren verdeutlicht diese Schreibweise noch einmal die Ausfithrung der loka-
len Korrektur ohne Beriicksichtigung bereits erfolgter Aktualisierungen anderer Komponenten des
Losungsvektors z. Bei Gaufi—Seidel dagegen werden die Korrekturen jeweils sofort auf den aktu-
ellsten Losungsvektor aufgeschlagen, bevor der néchste Operator angewandt wird. Ausgehend von
dieser Notation motivieren sich die Begriff multiplikatives respektive additives Verfahren.

I'Wohlweislich weist jedoch [Trottenberg 00] explizit darauf hin, dass die tatsichliche Effizienz eines Verfahrens
durch das Konvergenzverhalten in Relation zum zu erbringenden Aufwand pro Iteration zu beurteilen ist. Dieser
Aufwand ist jedoch im hier vorgestellten Umfeld eine pro Freiheitsgrad konstante Grofe [Giinther 04], kann bei
(mathematischen) Effizienzbetrachungen also auer Acht gelassen werden.

28 stehe fiir Smoother
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5.3 Implizite Gleichungssysteme

Abbildung 5.1: Wirkung des stationdren Glattungsoperators auf dem Fehlerplot.

5.3 Implizite Gleichungssysteme

Abbildung 5.2: Elementweise Auswertung der Diskretisierungssterne mit implizit assemblierten
Gleichungssystemen am Beispiel des 5—Punkte—Sterns fiir den Laplace—Operator.

In dieser Arbeit kommen permanent Operatoren vor, die dem Lokalitétsprinzip nicht aufweisen
— dies ist politisch sehr korrekt ausgedriickt: In der Tag geniigt ausschliellich der Operator M
dieser Charakterisierung. Fiir ihn kann das Residuum also direkt ausgewertet werden, falls der
,.Druckgradient”3 auf den Elementecken vorliegt. Im Folgenden betrachte man nodale Operator-
auswertung, bei denen alle adjazenten geometrischen Elemente einen Beitrag leisten:

Zur Auswertung des Residuums in Verbindung mit einem solchen Operator platziere man in
jedem Freiheitsgrad eine ,,Hilfsvariable” res, die zu Beginn auf Null gesetzt sei. Fiir jede Zelle, die
man betritt, wertet man nun den Residuumsanteil aus, indem man die elementweise Assemblie-
rungsmatrix anwendet. Das Ergebnis addiert man auf die Hilfswerte in den vier Zellecken auf. Hat
man beziiglich eines Freiheitsgrades alle adjazenten Zellen besucht und lokal ausgewertet, so liegt
in res das Residuum fertig berechnet vor und man kann den Wert des Freiheitsgrades nach der Ite-
rationsvorschrift aktualisieren. Anschlieflend ist die Akkumulationsvariable res fiir den korrigierten
Wert null zu setzen.

Dabei machen sich [Giinther 04, Pogl 04] zunutze, dass das Diagonalelement sich iiber die Zahl
der adjazenten inneren Zellen eindeutig berechnen ldsst. Dies ist fiir allgemeine elliptische Glei-

3Im Folgenden sei dieser Begriff uneingeschrinkt benutzt, wenngleich nicht in allen Fillen eine Funktionenraumin-
terpretation existiert.
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chungssysteme der Bauart

> Oka(x)Ou(z)
k,l

itber der Unbekannten « nicht méglich, wenn a eine nicht—konstante Funktion ist. Hier muss analog
zum Residuum auch das Diagonalelement in den Gitterpunkten akkumuliert werden. Dieses Prinzip
ist offensichtlich, fithrt im Rahmen einer Mehrgittermethodik spéter jedoch zu Problemen, wie
[Pentenrieder 05] zu entnehmen ist.

Als Folge dieser Methodik erspart man sich das Aufstellen der Assemblierungsmatrix, das Glei-
chungssystem ist also implizit in der Geometrie gegeben. Es verbleibt die Einordnung in die Re-
laxationsklassen zu kldren, welche leicht zu kliren ist. Da die Aktualisierung der Unbekannten
vorgenommen wird, sobald alle vier adjazenten Elemente abgearbeitet sind, geht der aktualisierte
Wert in dieser Iteration nicht mehr in die Akkumulation eines anderen Freiheitsgrads ein. Infolge
dessen handelt es sich um ein additives Verfahren mit den Konvergenzeigenschaften des relaxierten
Jakobi-Glitters.

Hat man einen Operator vorliegen, der dem Lokalitétsprinzip geniigt, so ldsst sich auf diesem
nach Definition ein multiplikativer Glédtter implementieren — schliellich kénnen der Operator und
damit das Residuum in einem Schritt ausgewertet werden und damit die Korrektur sofort erfolgen.

5.4 Abbruchkriterien und Effizienzmessung

Wie eingangs motiviert, sind direkte Loser fiir Gleichungssysteme aus Diskretisierungen partiel-
ler Differentialgleichungen in der Praxis irrelevant. Damit einhergehend stellt sich die Frage nach
einem passenden Abbruchkriterium fiir ein jedes Iterationsverfahren. Problematisch ist dabei aber-
mals, dass man den Fehler e®) im k-ten Schritt nicht kennt. Stattdessen versucht man, iiber das
Residuum respektive die Korrektur zu argumentieren, und daraus Riickschliisse auf den aktuellen
Fehler zu ziehen. Ein analoges Problem erhélt man fiir die Bestimmung der Konvergenzrate.

Ist ein Abbruchkriterium spezifiziert, so ist die tatséchliche Iterationszahl abhingig von der
Qualitét der Startlosung. Wir beginnen mit einer Nullstartlosung fiir alle beteiligten Unbekannten,
verwenden nach jeder Zeitfortschaltung dann jedoch die Endapproximation des Vorgéngerschritts.

5.4.1 Abbruchbedingung

Mit der Residuumsdefinition ergibt sich aus dem zu lésenden linearen Gleichungssystem Ax = b
und der Definition des kleinsten Eigenwerts A,,;, von A

le®] < AT lllres™)]

< lres®].

)\min (A)

Wie [Giinther 04] zu entnehmen ist, korreliert dabei auf nodalen Basen der kleinste Eigenwert
direkt mit h? und man erhilt den qualitativen Zusammenhang

le® ] < ——lres®|  CeRy.

C - h?

Definiert man nun eine Abbruchbedingung iiber das Residuum mit

Hres(k)H <,
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5.4 Abbruchkriterien und Effizienzmessung

so ist fiir den Vergleich verschiedener Gitter in die e-Wahl die minimale Gitterweite mit dem Faktor
h? einzubeziehen, wie [Giinther 04] sehr schén demonstriert. Als passende Norm wihle man nach
[Griebel 95, Trottenberg 00] die L~ oder die Maximumnorm.

Dabei weist Ersterer zu Recht darauf hin, dass bei Auftreten grofier Losungswerte obige ,,schar-
fe” Abbruchbedingung problematisch ist. Er schligt fiir Losungen mit Singularitéiten eine relative
Toleranzgrenze vor, bei der die Abbruchgrenze mit der Norm des Startdatums skaliert wird. Be-
kanntermafien treten in der numerischen Strémungssimulation im Druck oft (Halb—) Singularitéten
auf. Betrachtet man nun Abbildung 7.10, so fallt auf, dass der Maximaldruck bei Verwendung eines
Mehrgitterverfahrens sich bereits nach wenigen Iterationen einstellt, fiir ein Relaxationsverfahren
aber nur langsam gegen den Zielwert konvergiert. Dies ist bei der Konstruktion des Abbruchkrite-
riums mit in die Uberlegungen einzubeziehen.

5.4.2 Konvergenzrate

Analog zum Abbruchkriterium stellt sich auch bei der Analyse der Konvergenzrate das Problem,
dass der Fehler nicht bekannt ist. Zur Analyse des Konvergenzverhaltens ist also ein geeigneter
Schitzer zu konstruieren. Dabei sei hier auf [Trottenberg 00] verwiesen?, der darstellt, dass

lres™ |
k= ——
D) = e
oder das geometrische Mittel
k) = (qu(m) u(m—1) ... q1(0))*

1
_(lres™IN
~ \llres®]

geeignete Formeln sind.

Stichwortsammlung

residuenbasierte Darstellung, lokale Assemblierungsmatrixkontributionen; Konvergenzrate,
Konvergenzordnung, Relaxationsverfahren, Mehrgitterkonvergenz; Operatorschreibweise, ad-
ditive Verfahren, multiplikative Verfahren; explizite Assemblierung, implizite Gleichungssys-
teme; Abbruchkriterien; Konvergenzrate

4Tatséchlich diirfte nach Definition der Konvergenzrate auf Seite 64 die Konstruktion der Schiitzer keinen Leser
mit auch nur rudimentiren Statistikkenntnissen mehr vor grofle Probleme stellen.

69



5 Grundlagen zu Relaxationsverfahren

70



6 Gebietsdiskretisierung, Datenlokalisierung
und algorithmische Realisierung

Gegenstand dieses Kapitels ist die Geometriediskretisierung, die Konstruktion zugehoriger Traver-
sierungsalgorithmen und die Umsetzung der Finite-Elemente-Methode samt zugehorigem Glatter
auf solchen Gittern. Dazu muss zunéchst geklart werden, wie die in 3.4 definierten Funktionenrdume
auf dem Gitter konstruiert sind. Als zentrales Element dieses Kapitels fungiert hier, dass das Prinzip
der Intervallschachtelung in der Mathematik dem Prinzip der Bi- respektive Tripartition in der In-
formatik dquivalent ist. Daher lassen sich mathematische Prinzipien, die auf Grenzwertiibergédngen
von Intervallschachtelung basieren, auf natiirliche Art und Weise in der Informatik mit Rekursi-
onsalgorithmen darstellen.

Dabei bezeichnet Bipartition / —sektion die Zerlegung einer Menge in zwei disjunkte Teilmengen.
Die Bisektion sei hier stets als nicht—entartet angenommen, folglich sind beide Teilmengen stets
nicht leer. Liegt Tripartition vor, wird jede Menge in drei Teilgebiete zerlegt. Die Intervallschach-
telung ist spétestens seit dem Nachweis der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen R im
Werkzeugkasten eines jeden Mathematikers zu finden.

6.1 Gittercharakteristika

Da Rechner nur endliche Strukturen darstellen kénnen, muss ein Gebiet, auf dem eine partielle
Differentialgleichung zu ,,16sen” ist, zunéchst diskretisiert werden.

Definition 8 Unter einer Diskretisierung versteht man die Abbildung eines Gebietes auf ein stiick-
weise polynomiell berandetes Gebiet, das anschlieffend in eine endliche Zahl disjunkter Teilgebiete
zerlegt wird. Diese Teilgebiete heiffen (geometrische) Elemente und seien wiederum polynomiell
berandet.

[Liseikin 99] gibt dem Interessierten einen Uberblick iiber Algorithmen zur Gebietsdiskretisie-
rung. In [Weinzierl 04] werden die folgenden fiinf Aspekte fiir die Beurteilung einer Diskretisierung
identifiziert, die in [Pogl 04] aufgestellten Aspekte bilden hiervon eine Untermenge.

e Adaptivitidt / Modifizierbarkeit,
e Heterogenitét,

e Hierarchie,

e Algorithmeneffizienz und

e Speichereffizienz.

Die Adaptivitit gewédhrleistet die Moglichkeit, interessante Gebiete fein auflésen zu kénnen. Lost
man namlich das Gesamtgebiet dquidistant feiner auf, so ist man mit einer Gitterelementexplosion
konfrontiert. Mit Modifizierbarkeit wird die dynamische Adaptivitdt bezeichnet. Heterogene Git-
ter gewéhrleisten, dass die Form der Elemente zur Problematik und insbesondere randabhéngig
passend gewéhlt werden kann.
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6 Gebietsdiskretisierung, Datenlokalisierung und algorithmische Realisierung

Mit Hierarchie wird die Inklusionsbeziehung zwischen Mikro— und Macroelementen bezeichnet.
Hierarchische Gitter entstehen bei den meisten Verfeinerungsalgorithmen, da hierbei das urspriing-
liche Gitter invariant ist, jedoch neue Unterteilungen eingefithrt werden. Eine Gitterverwaltung
sollte die Hierarchieinformation explizit vorhalten, da hierdurch die Arbeit mit hierarchischen Er-
zeugendensystemen [Griebel 94] erleichtert wird.

Abschliefflend bleibt festzustellen, dass in Bezug auf Effizienz der Algorithmen Mehrgitteralgo-
rithmen die Methode der Wahl zur Losung elliptischer partieller Differentialgleichungen sind. Durch
einen Multiskalenansatz werden dabei Fehler aller Frequenzbereiche in Iterationsverfahren effizient
reduziert!.

Dabei arbeiten die meisten Realisierungen von Algorithmen auf hierarchischen Daten mit Baum-
en. Wahlt man nun eine zeigerbasierte Implementierung eines Baumkonzepts, so ist der dadurch
entstehende Speicherbedarf, der iiber die Nutzdaten hinaus geht, als Overhead zu sehen. Des-
weiteren ist die Traversierung derartiger Datenstrukturen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
beziiglich des Speicherortes hochgradig nichtlokal. Auf aktuellen Rechnerarchitekturen bringt diese
Nichtlokalitét eine hohe Zahl an sogenannten Cache-Misses [Giinther 04, Langlotz 04/1] mit sich.
Dies ist insbesondere aufgrund der Tatsache drgerlich, dass sich der Speicherzugriff bei heutigen
Rechnern immer als Flaschenhals erweist. Die Reduktion der praktischen Leistungsfihigkeit eines
Rechners iiber die Speicherzugriffszeiten wird sich dabei nach dem Moorschen Gesetz innerhalb der
néchsten Jahre noch spiirbar negativer auswirken, da das Wachstum der Prozessorleistungsfiahigkeit
die Reduktion der Buszugriffszeiten tibertrifft. Eine Besserung dieses Umstandes ist nicht in Sicht
und so muss der Speichereffizienz bei der Konstruktion praxisrelevanter Algorithmen ein zuneh-
mend breiteres Interesse eingerdumt werden. Nach der Préasentation der Bewertungskriterien wird
nun zunédchst die in dieser Arbeit verwendete Diskretisierung vorgestellt. Dabei wird versucht,
den aufgestellten Anforderungen gerecht zu werden. Anschliefend werden realisierungsrelevante
Aspekte bei der Arbeit mit derartigen Diskretisierungen niher beleuchtet.

6.2 Spacetree-Diskretisierungen
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Abbildung 6.1: Diskretisierung eines Beispielgebietes mit einem trisektionsbasierten Spacetree der
Tiefe eins (links), zwei (Mitte) oder drei (rechts).

Das eingangs erwéhnte Prinzip der n—Partitionierung einer Menge lésst sich auf d—dimensionale
Probleme einfach dimensionsrekursiv erweitern, indem man eine Teilung in jeder Raumrichtung

ITatsiichlich ist die Effizienz beziiglich der Iterationszahlen jedoch in Relation mit der zu verrichtenden Arbeit zu
setzen [Trottenberg 00], um Aussagen iiber die Praxisrelevanz und die Algorithmeneffizienz machen zu kénnen
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6.2 Spacetree-Diskretisierungen

vornimmt. Verwendet man nun ausschlieffilich eine dquidistante Partitionierung und bettet die
Rechendomiine zuvor in den Standardhyperwiirfel ein, so entstehen n? Submengen, die wiederum
Hyperwiirfel sind. Der Partitionierungsvorgang lésst sich nun rekursiv wiederholen. Da die Submen-
gen disjunkt sind, liegt dem Vorgang eine Baumstruktur zugrunde, wobei jeder Nicht-Blattknoten
genau n? Kinder hat. Die Hohe des Baumes wird dabei durch die Anzahl der Gebietszerteilungs-
schritte bestimmt.

Dieses Konzept ist die Basis der Diskretisierung eines Gebietes mit Spacetrees. Spacetrees er-
freuen sich in vielen Anwendungsgebieten grofler Beliebtheit. Griinde hierfiir und Eigenschaften
dieses Typs von Datenstrukturen finden sich z.B. in [Frank 00, Hartmann 04, Mahler 03]. In der
hiesigen Arbeit wird das Gebiet mittels Spacetrees diskretisiert, die auf Dreiteilung in jeder Raum-
richtung basieren. Grund ist, dass Spacetrees zum Einen fast alle oben geforderten Eigenschaften
aufweisen. Zum Anderen erlauben sie eine sogenannte cache—optimale Traversierung, die spéter in
diesem Kapitel Gegenstand der Diskussion sein soll.

Abbildung 6.1 zeigt, wie ein Rechengebiet sukzessive mittels des Spacetrees—Ansatzes diskre-
tisiert wird. Offensichtlich erlaubt das Konzept eine beliebig feine Auflésung des Gebiets, wobei
die Gitterauflésung mit einer gegebenen Minimalldnge zu der Maximalhche des Baumes korre-
spondiert. Dabei wird in diesem Beispiel insbesondere der Rand fein aufgeltst, wihrend in den
AuBlengebieten und in einigen Innenbereiche nicht weiter verfeinert wird. Griinde fiir die Verfeine-
rung eines Gitters lassen sich unterteilen in zwei Gruppen:

Klassifiziert man eine Submenge als homogen, d.h. entweder im Gebiet oder auflerhalb des Ge-
bietes liegend, so muss je nach Randverlauf eine hinreichend feine Auflésung gewahlt werden, um
charakteristische Gebietsmerkmale darstellen zu konnen. Somit handelt es sich um ein geome-
trisches Verfeinerungsargument zu gegebener Minimalkantenldnge h. Eine Alternative respektive
Erginzung zur Randverfeinerung liefert [Wagner 05]. Daneben existiert die grofie Klasse der nume-
rischen Griinde fiir eine weitere (adaptive) Verfeinerung. Hierbei spielen die Reduktion von Rand-
fehlern und die Auflésung von numerischen interessanten Teilgebieten mit starken Losungsédnde-
rungen die Hauptrollen. Eine umfassende Abhandlung der Verfeinerungstechniken im Rahmen des
hier vorgestellten Ansatzes findet sich in [Krahnke 04].

Abbildung 6.2: Einige Ansatzfunktionen auf einem Teilgebiet mit hdngenden Feingitterknoten —
einige davon sind durch Pfeile markiert.
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Abbildung 6.3: Wirbelwanderung bei der Kdrmanschen Wirbelstrafle. Die Bewegung der Wirbel
korrespondiert mit wandernden Unterdruckgebieten. Das Beispiel ist [Neckel 05]
entnommen.

Evaluierung

Offensichtlich geniigt eine Spacetree—Diskretisierung per se der eingangs geforderten Modifizierbar-
keit und Moglichkeit, adaptive Gitter darstellen zu kénnen. Desweiteren ist die Bereitstellung der
Hierarchieinformation ebenfalls implizit sichergestellt. [Frank 00] zeigt, dass sich aufgrund der Sim-
plizitéat und rekursiven Definition des Algorithmus viele wichtige Operationen auf Spacetrees effizi-
ent in Laufzeit und Speicherbedarf implementieren lassen. In [Giinther 04, Pogl 04] wurde dariiber
hinaus eine neuartige Linearisierung entwickelt, die hinsichtlich dieser beiden Punkte noch weite-
res Verbesserungspotential ausnutzt. Diese Linearisierung kommt in dieser Arbeit zur Verwendung
und wird weiter unten beschrieben.

Oftmals wird die Hyperwiirfelzerlegung des Gebiets als groler Nachteil derartiger Zerlegungs-
ansétze bezeichnet. Dabei zielt die Kritik auf zwei Stofirichtungen ab: Die Auflésung des Randes
und die Nichtbeachtung problemspezifischer Losungseigenschaften. So beachtet eine dquidistante
Zerteilung in allen Raumrichtungen achsenabhéngige Eigenschaften der Losung natiirlicherweise
nicht. Gerade bei der Simulation von Fluiden treten aber oft flufirichtungs- und randabhéingi-
ge Losungseigenschaften auf, die bei in der Praxis verwendeten Diskretisierungen oftmals apriori
beriicksichtigt werden: So wihlt man beispielsweise beim Kanalfluss den Diskretisierungsabstand
senkrecht zum Rand um Groéflenordnungen kleiner als in Tangentialrichtung. Abhilfe bei der Ver-
wendung von Spacetrees schafft hier zum Teil jedoch eine dimensionsrekursive Betrachtung, wie
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sie [Hartmann 04] vorstellt, mit anschlieBender problemabhingiger Subdivisionsordnung. Zudem
kann man stets argumentieren, dass solche Phinomene meist nur kleine Gebiete, insbesondere Un-
termannigfaltigkeiten, betreffen und die betroffene Zellzahl daher in der Gréfenordnung reduziert
ist.

Kann mit adaptiven Gittern die Zahl der Zellen zum Erreichen einer gewissen Genauigkeit nach
[Frank 00, Krahnke 04, P6gl 04] um eine Potenz (von O(h~9¢) auf O(h~%*!)) reduziert werden,
so tritt auf dem Rand des Gitters bei homogenen Gittern ein Negativeffekt in den Vordergrund:
Hier ist mit Standardverfahren fiir elliptische Probleme nur eine Approximationsordnung von O(h)
statt O(h?) zu erreichen. Da es sich bei hinreichend glattem Rand um eine Untermannigfaltigkeit
handelt, ist diesem Problem nur durch Reduktion von h auf v/ auf dem Rand beizukommen. Die
dadurch erhéhte Zahl an benétigten Zellen von O(h~4*1) auf O(h?(=4+1) fillt jedoch erst ab der
dritten Dimension bei komplexer Berandung ins Gewicht. Alternative Optimierungsansétze zur
Erhshung der Approximationsordnung finden sich in [Frank 00, Meier 00, Wagner 05].

AbschlieBend sei nochmals explizit auf die Arbeit [Krahnke 04] verwiesen, in der das Konzept
von [Giinther 04, Pogl 04] um posteriori-Adaptivitiit erweitert worden ist. Da das hier vorgestellte
Programm auf [Giinther 04] basiert, ist ein Einsatz der dynamischen Verfeinerung damit auch
im Kontext der numerischen Strémungsmechanik ohne Probleme moglich. Interessant erscheinen
dabei zwei Charakteristika der hier behandelten Differentialgleichungen:

Zum einen treten bei Strémungen im Druck nahezu stindig (Halb-) Singularititen auf. Nach
[Trottenberg 00] fithrt dies zu einer sogenannten Pollution und reduziert die Approximationsgiite
in der Singularitit von O(h?) auf O(h?/?). In diesem Fall scheint die Verwendung einer adaptiven
Randverfeinerung a [Krahnke 04] sehr sinnvoll. Der zweite interessante Aspekt ist die in dieser Ar-
beit thematisierte Behandlung instationsirer Probleme, die in vielen Fillen? iiber keine stationiire,
sondern ausschliellich {iber eine nicht—transiente, quasistationédre Entwicklung verfiigen. In diesem
Kontext macht es Sinn, stets nur die Bereiche fein zu diskretisieren, die eine hohe Druckvariation
aufweisen. Da diese Gebiete — meist sind es Unterdruckgebiete, die einen Wirbel ,,tragen” — wan-
dern, kann nur eine posteriori, zeitabhéngige Adaptivitéit hier wirklichen Effizienzgewinn bringen.
Ein Beispiel fiir wandernde Wirbel ist in Abbildung 6.3 zu sehen, bei der Betrachtung transienter
Phasen des Driven—Cavity Szenarios werden weitere derartige Phdnomene auftreten.

Terminologie

Eine substantielle Behandlung von Spacetree-Datenstrukturen kann und soll diese Arbeit nicht
leisten — hier sei vor allem auf [Frank 00, Giinther 04] verwiesen. Eingefiihrt werden jetzt jedoch
noch einige Bezeichner, die im spéteren Verlauf der Arbeit benutzt werden. So unterscheidet man
je nach Homogenitédt der Zelle die inneren Zellen von den dufleren Zellen. Zellen, durch die ein
Rand verlduft, die also heterogen beziiglich ihrer ,,Fiillung” sind, bezeichne man als Randzellen®.
Die Eckknoten duferer Zellen tragen folglich keine Freiheitsgrade, Randknoten sind nach Dirichlet—
und Neumann—Ré#ndern zu klassifizieren. Wie bereits dargestellt, verfiigen Neumann—Ré#nder iiber
eine reduzierte Freiheitsgradkardinalitét.

Die Blatthyperwiirfel eines Spacetrees bilden die (geometrischen) Elemente der Diskretisierung
und dienen spiiter als die bereits eingefiihrten Kontrollvolumen. Alternativ werden sie auch als
(Mikro-) Zellen bezeichnet. Wiirfel, die weiter verfeinert werden, bezeichne man dazu korrespon-
dierend als Macrozellen. Im Geometriebaum selber haben folglich die zu Mikrozellen gehérenden
Knoten keine Kinder mehr, wihrend Macrozellenknoten im Zweidimensionalen neun Kinder auf-
weisen.

Die Gittertiefe der Baumknoten korrespondiert wie bereits eingefiihrt mit dem sogenannten Git-
terlevel. Jeder Gitterdurchlauf korrespondiert mit einer Anordnung der Baumknoten und kann bei

2Man betrachte die in [Neckel 05] ausgiebig behandelte Kéarméansche Wirbelstrafe.
3Die Nomenklatur sollte intuitiv klar sein.
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6 Gebietsdiskretisierung, Datenlokalisierung und algorithmische Realisierung

Beachtung des Gitterautbaus als Traversierung dargestellt werden. Dabei ist kein Sprung zwischen
verschiedenen Baumaisten gestattet. Das Gitter mit maximaler Verfeinerungsstufe wird auch als
Feingitter bezeichnet.

Besondere Beachtung ist stets den hdngenden Knoten zu widmen. Diese verfiigen auf ihrem Git-
terlevel iiber weniger als 2¢ adjazente geometrische Elemente. Abbildung 6.2 zeigt solche Punkte.
Hingenden Punkten muss man bei der Platzierung von Freiheitsgraden stets besondere Aufmerk-
samkeit zukommen lassen, um die Stetigkeit der diskreten Losung sicherzustellen.

6.3 Funktionenrdaume auf Spacetrees

Die Konstruktion von Funktionenrdumen auf Spacetrees erfolgt nach Definition der Ansatzfunktio-
nen ab Kapitel 3.4 sowohl fiir die Druck— als auch Geschwindigkeitsriume iiber hierarchische Er-
zeugendensysteme?. Dieser Vorgang ist in [Giinther 04, Pogl 04] ausfiihrlich beschrieben und wird
in nahezu allen darauf aufbauenden Arbeiten wieder aufgegriffen. Gerade [Krahnke 04] widmet
sich der Thematik nochmals ausfiihrlich. Alle Arbeiten kénnen in der Tradition von [Griebel 94]
aufgefasst werden.

Abbildung 6.4: Das obligatorische [Griebel 94] entstammende Bild zur Einfithrung hierarchischer
Erzeugendensysteme im eindimensionalen Fall.

Grundlage hierarchischer Erzeugendensysteme auf Spacetrees ist es, eine nodale Basis auf je-
dem Gitterlevel anzusetzen. Lineare Gleichungen auf dem resultierenden Raum sind hochgradig
indefinit, da die Ansatzfunktionen eben gerade keine Basis mehr bilden, sondern nur noch ein
Erzeugendensystem. Der Ubergang in eine nodale Darstellung erfolgt durch die top—down oder
bottom—up Traversierung des Baumes, wobei die Funktionswerte in einem Punkt aufsummiert
werden. Dieser Vorgang wird auch als Dehierarchisierung bezeichnet.

Ist der Funktionsverlauf iiber diskrete Stiitzstellen eines Levels gegeben und will man den Funk-
tionswert auf einem tieferen Level erhalten, so interpoliert man den Wert auf die feinere Basis. Das
Gegenstiick ist die Restriktion, wie sie im Kapitel zu Mehrgitteralgorithmen thematisiert wird.

4Fiir den Geschwindigkeitsraum macht dies nur bei (0 # 0)-Wahl Sinn, da man sich ansonsten bei der Geschwin-
digkeitsfortschaltung vollstéindig auf das Feingitter beschrinken kann.
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In diesem Abschnitt ist wichtig, dass durch Interpolation und eine top—down Traversierung der
dehierarchisierte Funktionswert berechnet werden kann. Identifiziert man den Wert einer Levelan-
satzfunktion mit dem zum Stiitzpunkt geh6renden Knoten im Spacetree, so ist diese Traversierung
einem pre-order Baumdurchlauf dquivalent?®.

Statt bereits bekannte Resultate aus [Giinther 04, Hartmann 04, Herder 05, Krahnke 04] oder
[Langlotz 04/1, Pogl 04, Wagner 05] und vieler anderer beziiglich der hier zur Verwendung kom-
menden Methodik erneut zu prisentieren, soll das Augenmerk des Lesers auf einige im Kontext
dieser Arbeit interessante Aspekte des Gitters gelenkt werden:

e Zunichst sollen hingende und unechte Dirichlet—Knoten der Geschwindigkeit behandelt wer-
den. Hiangende Knoten sind stets ein interessantes Fallbeispiel — auch beziiglich der algo-
rithmischen Behandlung — und treten gerade bei hierarchischen Erzeugendensystemen ver-
glichen mit anderen diskreten Funktionenrdumen gehéuft auf.

e Dabei ist gerade die Platzierung von Druckfreiheitsgraden auf Randzellen eines Gitterlevels
interessant zu betrachten.

e Bei zellbasierten Randzellen unterscheiden sich Rand— und ,,hdngende” Zellen im hier vor-
liegenden Algorithmus und schliellich

e weist der Ubergang von einer Grobleveldarstellung in eine nodale Darstellung zellbasierter
Freiheitsgrade beziiglich des Lokalitétsprinzips wiederum Parallelititen zum Divergenzope-
rator auf.

6.3.1 Hangende Punkte

Definition 9 Ein hingender Punkt ist ein Gitterpunkt mit weniger als 2¢ adjazenten geome-
trischen Elementen im gleichen Level.

Héngende Punkte wurden bereits in Abbildung 6.2 dargestellt. Dort wurde allerdings noch nicht
die Definition hierarchischer Erzeugendensysteme verwendet. Da bei derartigen Systemen auf al-
len Leveln nodale Basen angesetzt werden, kénnen nun auf einem Gitterpunkt sowohl echte als
auch hiingende Freiheitsgrade sitzen. Abbildung 6.5 ist [Pogl 04] entnommen und prisentiert diese
Eigenschaft anschaulich. Dabei zeigt sich analoge Problematik fiir sogenannte unechte Dirichlet—
Punkte, also Grobgitter—Randknoten.

Auf héngenden Punkten eines Levels werden keine Formfunktionen angesetzt. Damit ergibt sich
aufgrund der Baumeigenschaft der Diskretisierung der dortige Funktionswert ausschliefilich durch
die Interpolation hoher liegender Gitterlevel. Insbesondere sitzen dort wegen der oftmals zitierten
Adjungiertheit der Operatoren keine Druckgradienten.

6.3.2 Zellbasierte Freiheitsgrade

Daraus direkt leitet sich infolge ab, dass echte Randzellen und adaptiv entstandene, unechte Rand-
zellen unterschiedlich behandelt werden miissen. Auf echten Randzellen ist der Druckgradient auf
dem Rand gegeben, auf durch Adaptivitit entstandenen , hingenden” Randzellen eines Levels
wird vorgeschlagen, keine Druckfreiheitsgrade zu platzieren. Ansonsten wiirde der Druckgradient
auf dem Rand der benachbarten Grobzelle einen Knick aufweisen. Es stellt sich daher die Frage,
wie die Auswertung der Druckpoissongleichung auf , hdngenden” Zellen zu interpretieren ist:
Offensichtlich ist die exakte Divergenzfreiheit nicht zu erfiillen, da keine Druckvariation vorge-
nommen werden darf. Somit kann also in solch eine Levelrandzelle mehr Fliissigkeit eintreten, als

5Die Ordnung auf den Kindknoten wird in diesem Kapitel ab 6.4 bestimmt.
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Gebietsrand

+ Feingitterdruck

+ + Jr % < X Grobgitterdruck
+ D . Dirichlet--Randknoten
( + \ %4
\( + % % o) Feingitterfreiheitsgrad
\/ + () ° héngender Feingitterknoten
+ X X O Grobgitterfreiheitsgrad
+ O Grobgitter Dirichlet-Randknoten

Abbildung 6.5: Dieses Bild entstammt urspriinglich [Pogl 04] und klassifiziert die Gitterelemente in
einer Darstellung in einem hierarchischen Erzeugendensystem. Hinzugefiigt wurde
die Platzierung der zellbasierten Freiheitsgrade. Die Farbflache reprisentiert exem-
plarisch den Triger einer Grobgitterdruckfunktion geméf 6.3.2.

durch den Druck wieder herausgepresst wird — das Fluid wird kompressibel interpretiert. Diesem
Missstand ist mit nodalen Basen nicht beizukommen. Insbesondere wird also das zugrundeliegende
Druckgleichungssystem unlosbar. Im Rahmen der Mehrgittermethodik wird jedoch fiir jede verfei-
nerte Grobgitterzelle {iber das Residuum ihrer Kinder summiert. Damit wird der Fehler, der auf
Adaptivrandzellen entsteht, ein Level nach oben durchgereicht.

In diesem Kontext kann es Sinn machen, auch weitere Constraints auf dem zugrundeliegenden
Spacetree zu fordern, um die Qualitdt der Losung sicherzustellen. Man beachte in diesem Zusam-
menhang abermals Abbildung 6.2: Verschiebt man den Rand um eine Feingitterweite nach rechts,
so entstehen Randzellen, auf denen der Druck nach obigem Platzierungsvorschlag null sein muss.
Dies ist physikalisch nicht zu motivieren, daher sollte iiber einen Baumconstraint eine Mindest-
feinzellenranddicke zugesichert werden.
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6.3 Funktionenrdume auf Spacetrees
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Abbildung 6.6: Die Interpolation bilinearer nodaler Ansatzfunktionen.

6.3.3 Resolutionserhohung der Funktionsdarstellung

Interpolation nodaler Freiheitsgrade

Bereits eingefithrt wurde der Begriff der Interpolation®. Hierbei wird die Funktionsdarstellung
auf eine feinere Basis transportiert, bildlich gesprochen also die Auflésung des Funktionenraums
erhoht. In [Giinther 04] wird dies anhand der dort verwendeten Pagodenfunktionen demonstriert.
Die Interpolation fiir bilineare nodale Elemente gestaltet sich aufgrund der Tensorproduktkon-
struktionsvorschrift als besonders einfach. Die folgende Vorschrift gibt die Interpolation auf dem
Standardelement (&1, #2)7 €]0, h[? beziiglich der normierten Ansatzfunktion im Punkt (0,0)7 wie-

der:

., 2h 2h
’U,(—, o
3 3

)

u

Wil

Ol = =

(h,#3) =0

1 2
0_7_
(73) 3

2_4

3 9
f2hy 122
337 33 9

Analog zu bilinearen Elementen kann auch die Interpolation fiir komplexere Ansatzfunktionen
aufgesplittet werden auf die beteiligten Grobgitterfunktionen. Allerdings bietet es sich abermals

6Da in diesem Kapitel ausschlieflich die Konstruktion eines Relaxationsverfahrens vorliegt, mag der Ubergang
auf ein hierarchisches Erzeugendensystem befremdlich wirken. Tatsédchlich wird dieses seine Stérken erst bei
der Implementierung des Mehrgitteralgorithmus ausspielen, hier sind ja noch alle hierarchischen Werte, die
nicht dem Blattlevel zuzuordnen sind, auf null gesetzt. Es macht dennoch Sinn, die Interpolation gleich im
Rahmen der Gebietstraversion und der Funktionenraumdiskussion abzuhandeln, da damit die Argumentation
iiber Ansatzfunktionen nicht {iber die Arbeit verstreut ist.
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an, fiir die in [Blanke 04] vorgestellten Funktionen, oder fiir gar noch komplexere Gebilde, auf
die Hilfe einer Computeralgebra zuriickzugreifen und diese die beteiligten Interpolationsmatrizen
generieren zu lassen.

Anhang B listet die Matrizen fiir die Druckinterpolation auf, Anhang C sind die benutzten
Maple-Skripte zu entnehmen. Interpolationsskripte fiir die Interpolation der (augmentierten) kon-
tinuitdtserhaltenden Elemente existieren nicht, da in begleitend zu dieser Arbeit lediglich (6 = 0)—
Methoden implementiert wurden. Bei diesen kénnen F und «(*+7) auf dem Feingitterlevel explizit
berechnet werden.

Interpolation zellbasierter Freiheitsgrade

) O Grobgitterdruck

Feingitterdruck

R 5 Grobgitterdruckgradient

Abbildung 6.7: Illustration der Interpolation eines bilinearen versetzten Drucks durch den Operator
P,. Die Interpolation ist nur moglich, weil der Gradient des Drucks explizit auf den
Gitterpunkten zwischengespeichert ist.

Die Interpolation fiir bilineare Druckelemente kann man direkt aus der zuvor diskutierten nodalen
Interpolation iibernehmen, indem man eine Translation um eine halbe Feingitterweite auf dem
Interpolationsschema durchfiihrt. Offensichtlich wiirde man nun aber in einer Grobgitterzelle den
Druckwert aller acht benachbarten Grobgitterelemente benttigen. Diese Nichtlokalitét ist mit dem
spéater prasentierten Traversierungskonzept nicht vereinbar und verletzt das Lokalitdtsprinzip.

Nimmt man jedoch wiederum an, dass beim Baumabstieg der Druckgradient auf der Grobgit-
terzelle bereits vorliegt, so kann die Interpolation ohne Probleme vollzogen werden. Dies bedeutet,
dass man sowohl den Druck als auch die Druckgradienten auf die neun Subzellen einer verfeinerten
Zelle interpolieren kann, ohne die Nachbardruckwerte auf dem Grobgitter zu kennen. In einem
Baumabstieg kann folglich sowohl fiir den Druck als auch fiir den Druckgradienten die Dehier-
archisierung vorgenommen werden. Gelangt man auf Blattlevel an, so liegt der echte Druckwert,
respektive der echte dehierarchisierte Druckgradientenwert in nodaler Darstellung vor.

Die Abbildungen 6.7 und 6.8 illustrieren diese Tatsache, der Operator P, bezeichne die Druck-
prolongation, Py die Gradienteninterpolation. Seien nun die Zellen wie in Abbildung 6.7 durch-
nummeriert, fiir die Gradientenfreiheitsgrade gelte die Nummerierung nach Himmelsrichtungen.
Dann errechnet sich der interpolierte Druck zum Grobgitterdruck p als
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i v QO Grobygitterdruck
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Abbildung 6.8: Die Anordnung der Fein— und Grobgitterdruckgradientenfreiheitsgrade.

pip(d) = p  trivial,

pip(l) = p— ; : g%p(S),
pip(3) = p+%8x1p(0),

pip(5) = p*% 2, p(W)  und
pip(7) = p+gam2p(N)-

Fiir die Diagonalauflenzellen ergibt sich ein geringfiigig komplexeres Interpolationsmuster, wobei
die Darstellung nicht eindeutig ist, da sich der Druck auf jeder Zelle auf zwei ,,Wegen” berech-
nen lidsst. Der Druckgradient ist ein reiner Hilfswert, der die lokale Auswertung von Funktionen
ermoglicht. Insbesondere ist er damit vollsténdig redundant und koénnte jederzeit iiber die Druck-
werte rekonstruiert werden. Die Konsistenz der Druckgradienten mit der globalen Druckverteilung
ist folglich durch korrekte Operatoren zuzusichern.

h
2

pip(o) = pip(l) - (§6$1P(SW) + %635117(6))

= pip(5) —

WS> Wl

(%&czp(SW) - %8121)(5))

Explizit notiert ergeben sich bei stirkerer Gewichtung der x;—Beitrige folgende Vorschriften:
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pip(0) = p— gazlp(W) - %8121)(5”/) - %amgp(s)
pip(2) = p+ gazlp(O) - 2—;8x2p(50) - %amgp(s)
pip(6) = p— gazlp(W) + 2—9h<9z2p(NW) + gaxzp(N)
pip(8) = p+ gazlp(O) - %%p(NO) + gaxzp(N)

Die Gradienteninterpolation ist aufgrund der héheren Zahl der ein— und ausgehenden Daten we-
sentlich komplexer. Hier soll auf den Anhang verwiesen werden. Problematisch erweist sich bei der
Algorithmenkonstruktion eine Auflésungsreduktion, also die Restriktion, da auch hier das eigent-
liche Restriktionsschema analog zu Abbildung 6.6 Nachbargrobzellen affektieren wiirde. Es ist also
wieder festzuhalten, dass der zugehorige Operator dem Lokalitétsprinzip nicht entspricht: Insbe-
sondere werden bei einer Modifikation des Grobgitterdruckwertes auch Druckwerte benachbarter
Spacetree—Aste beeinflusst. Dies wird zentrale Problematik in der Mehrgitterimplementierung sein.

6.3.4 Algorithmenimplementierung

Abschlieflend sei festgehalten, welche Daten im Gitter gehalten werden miissen: Auf den Gitter-
punkten sind zunéichst die in [Giinther 04, Pogl 04] angesetzen Tupel um ein Duplikat fiir jede
Raumdimension zu erweitern. Bereits erwahnt wurde, dass die gesamte dort entwickelte Systema-
tik fiir (6 = 0)-Wahl hinf#llig ist, weil sich dort eine hierarchische Geschwindigkeitsfortschaltung
eriibrigt. Auf jeden Fall benttigt wird jedoch ein Variablenduplikat fiir den Zeitpunkt ¢ + 7.

Uber das Lokalitéitsprinzip motiviert wurde bereits, dass es Sinn macht, den Druckgradienten
in den Gitterpunkten zu speichern. Es ist also dem dort abgelegten Feld ein weiterer d—Tupel
fiir den hierarchischen Gradienten hinzuzufiigen. [Giinther 04, P6gl 04] halten zu jeder Unbekann-
ten je einen hierarchischen Wert, den interpolierten Wert, der beim Baumabstieg iiberschrieben
wird, und einen Residuumsakkumulationswert. Letzterer entfillt im Fall des Gradienten natiirlich.
Analog miissen auf den Untermannigfaltigkeiten (Kanten) der geometrischen Elemente Gradien-
tenfreiheitsgrade platziert werden.

An zellbasierter Information ist zunichst einmal der hierarchische Uberschuss des Drucks fest-
zuhalten. Auf ein Datum fiir die interpolierten Werte und das Zellresiduum kann fiir die Imple-
mentierung eines Gléitters verzichtet werden, schliellich kann man das Residuum sofort auswerten.
Dabei halte man sich erneut vor Augen, dass der dehierarchisierte Druckgradient bei Erreichen des
Blattlevels bereits vorliegt und damit der diskrete Druck—Laplace—Operator umgeschrieben werden
kann:

MQ*MTp = MPy Vp
~—~
lag bei Abstieg bereits fertig in hierarchischer Darstellung auf den Levelgitterpunkten

Hat man nun das Feingitterresiduum berechnet, so kann man den Feingitterdruck gleich korrigie-
ren und den Gradienten auf den Eckpunkten aktualisieren. Nun 6ffnen sich zwei implementierungs-
abhéngige Optionen, wobei angenommen wird, dass ausschlieflich beim ersten Abstieg auf einen
Knoten der interpolierte Gradientenwert dort analog zu [Giinther 04] berechnet wird: Andert man
nach einer Druckkorrektur nur den hierarchischen Uberschuss, so bekommen die Nachbarzellen bei
der Residuumsauswertung nichts davon mit. Man hat also einen Jakobi-Glétter implementiert.
Aktualisiert man korrespondierend zum hierarchischen Gradientenwert auch den interpolierten
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Gradientenwert, so wird die Korrektur gleich an die Nachbarzellen weitergegeben und man erhélt
einen Gaufi—Seidel-Glatter.

Schreibt man den Glétter nieder, so zeigt sich, dass die eigentliche Operatorauswertung verscho-
ben erfolgt, da Korrekturen immer gleich auf die Gradienten aufgeschlagen werden. Der Gesamtal-
gorithmus sei abschlieend nochmals komplett dargestellt. Alle bendtigten Eingabedaten sollen
dabei in der Implementierung bereits vorliegen.

e Ist eine Zelle verfeinert, so interpoliere sowohl Druck als Druckgradienten und steige rekursiv
in der Geometrie ab. Ansonsten

e wird das Residuum auf der Zelle iiber
L0 )
resy = —Miocal ;u + F(u') | + MioeaiVp

berechnet.

e Man korrigiert nun den hierarchischen Druckanteil mit
p— p+wdiag lresy,

wobei das Diagonalelement entsprechend der Zahl der inneren Nachbarzellen zu wéhlen ist,
und

e schligt die Zellkontributionen sofort wieder auf die Kanten. Je nach Gléttertypus sind dabei
nur hierarchischer oder auch interpolierter Wert zu modifizieren:

Vp = Vp + Q71‘]\4l’101cal

6.4 Spacetree—Traversierung mittels raumfiillender Kurven

Der Glatter und die zugrundeliegende Datenstruktur sind spezifiziert, einer Umsetzung ist also
nach geeigneter Wahl eines Gitterdurchlaufes nichts mehr entgegen zu setzen. Gesucht ist nun
noch eine Spacetree—Traversierung, also eine komplette Linearisierung aller Fein— und Grobgit-
terzellen. Dabei soll mit der grobsten Zelle begonnen und auch wieder geendet werden, um die
Interpolation umsetzen zu kénnen. Diese Definition auf der Baumstruktur impliziert, dass ins-
besondere keine Spriinge im Baum durchgefiihrt werden diirfen, was offensichtlich mit dem viel
zitierten Lokalitdtsprinzip korrespondiert, und definiert damit eine Ordnung auf den Kindzellen
einer jeden Grobzelle. Ist solch eine Ordnung gegeben, l4sst sich der Baumdurchlauf eben auch als
pre—order Traversierung auffassen.

Spricht man aus mathematischer Sicht, so korrespondiert die Baumkonstruktion mit einer Parti-
tionierung des |0, 1, die Linearisierung jedoch mit ]0, 1], wobei die Linearisierung des Hyperwiirfels
die Existenz einer surjektiven Abbildung C : ]0,1[—]0, 1[¢ voraussetzt. Dabei fordert das ,,nicht
springen diirfen” im Baum die Stetigkeit dieser Abbildung, weil die Gebiete der Intervallschachte-
lung disjunkt sind. Dies scheint auf den ersten Blick ein Widerspruch zu sein, jedoch hat Cantor
1878 nachgewiesen, dass tatsédchlich beide Mengen gleiche Kardinalitét haben. Einen konstruktiven
Beweis hierbei kann man iiber die Angabe einer raumfiillenden Kurve liefern:

Definition 10 Sei C : )0, 1[—]0, 1[¢ stetig. Dann heifit das Bild von f Kurve mit dem Anfangs-
punkt f(0) und dem Endpunkt f(1).

Definition 11 Sei f eine Kurve mit img(f) C R Hat img(f) positiven Lebesque-Inhalt, so
bezeichne man f als raumfiillende Kurve.
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Der Ubergang von der mathematischen Sichtweise auf die diskrete Gebietsdarstellung ist nicht
offensichtlich, wird sich aber durch die Angabe einer raumfiillenden Kurve ergeben. Dabei sei
bemerkt, dass eine Vielzahl solcher Kurven existieren. Die Wahl in diesem Projekt fiel dabei auf die
Peano—Kurve [Sagan 94], da diese bestimmte bilddimensionsinvariante Eigenschaften [Giinther 04,
Hartmann 04, Pogl 04] Eigenschaften aufweist, und motiviert die Verwendung der Tripartition
anstelle der in der Informatik gebriuchlicheren Bipartition.

6.4.1 Die Peano—Kurve

/—\ f—’ Leitmotiv
NN

Durchlaufrichtung

Abbildung 6.9: Das Leitmotiv der Peano—Kurve.

FTRERR

NEAEARAGNEDRAREDED

Abbildung 6.10: Konstruktion des approximierenden Polygons zur Peano—Kurve iiber das Leitmo-
tiv. Das Bild ist [Giinther 04] entnommen.

Eine wesentlich ausfiihrlichere und auch verstédndlichere Darstellung raumfiillender Kurven ist
[Sagan 94, Giinther 04, Hartmann 04, Pogl 04] vorbehalten. Hier sei die Peano—Kurve fiir zweidi-
mensionale Hyperwiirfel konstruktiv dargestellt:

Die Durchlaufrichtung durch eine Zelle sei wie in Abbildung 6.9 festgelegt. Man nehme nun ei-
ne Tripartition des Quadrates in jeder Raumrichtung vor und passe das sogenannte Leitmotiv ein.
Diesen Vorgang kann man rekursiv wiederholen. Das entstehende Polygon bezeichnet man auch als
approzimierendes Polygon und kann aufgrund der rekursiven Definition direkt als Traversierungs-
prinzip fiir einen Tripartition-basierenden Spacetree aufgefasst werden. Die raumfiillende Kurve
ergibt sich im Grenzwertiibergang.

Die zugrundeliegende Linearisierung des Baumes kann sowohl durch eine Funktion auf einer ge-
eigneten Zahlbasis — dem Ternirsystem — wie es in [Giinther 04, Sagan 94] vorexerziert wird,
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als auch als Grammatik [Pogl 04] formalisiert werden. Auf letztere sei insbesondere fiir Imple-
mentierungsinteressierte verwiesen, da iiber eine Grammatik der gesamte Traversierungsalgorith-
mus samt Daten als Kellerautomat spezifiziert werden kann. Diese Einsicht wurde konsequent in
[Hartmann 04] verwendet, wéhrend [Langlotz 04/1, Herder 05] die Lokalitdtseigenschaft des ap-
proximierenden Polygons, die sich aus der Stetigkeit der Peano—Kurve ergibt, gewinnbringend in
der Parallelisierung nutzen.

6.4.2 Das Stackprinzip

Y

»—T—
’-T_P

Abbildung 6.11: Die Férbung der Knoten und die damit einhergehende Stackzuweisung. Auch die-
ses Bild ist [Giinther 04] entnommen.

Die Lokalitét der Peano—Kurve impliziert, dass die Zahl der Interpolationen und Glattungsschrit-
te minimal zu realisieren ist. Eine weitere positive Eigenschaft der Verwendung raumfiillender Kur-
ven offenbart sich, betrachtet man zunéchst einmal regulére Gitter. Ein solches ist in Abbildung
6.10 ja gegeben. Die folgende Diskussion bezieht sich dabei ausschliefllich auf nodale Daten.

Offensichtlich zerfallen die Gitterpunkte iiber zwei Klassen: Die Hélfte befindet sich links von
der Traversierungskurve, die andere Hélfte rechts davon. Desweiteren kann man eine Ordnung C;
definieren. Es gelte a C by genau dann, wenn a das erste mal vor b verwendet wird. Analog definiere
a Cs b, dass a beim zweiten Bedarf vor b benutzt wird.

Theorem 8 FEs gilt
a1 b & bCsa.

Die Knoten zerfallen mit dieser Definition nicht nur in zwei Klassen, beide Relationen definie-
ren zuséatzlich eine totale Ordnung auf allen Elementen einer Klasse. Obige Darstellung entspricht
bekanntlich genau den Signaturinvarianten einer algebraischen Stackspezifikation. Es liegt also na-
he, alle Freiheitsgrade auf Stacks zu verwalten. Die Knotenklassen wurden dabei in [Giinther 04,
Pogl 04] mit einer Féarbungen assoziiert und die verwendeten Stacks lassen sich nun dieser Féarbun-
gen zuweisen. Auf Seite 48 wurde ein Nummerierungskonzept relativ zur Peano—Kurve definiert.
Aufgrund der Klasseneigenschaft der Freiheitsgrade ist nun offensichtlich, warum dieses Konzept
die Spezifikation von Algorithmen erleichtert. Einzelheiten und genauere Details sind [Giinther 04]
zu entnehmen.
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Abbildung 6.12: Motivation der Stackidentifikation nach [Giinther 04].

Ein Fallbeispiel anhand der ebenfalls [Giinther 04] entnommenen Abbildung 6.12 verdeutliche
diese Uberlegungen: Man betrachte Punkt 3. Nach der Evaluation des Sterns auf der ersten adja-
zenten Zelle wird die berechnete Korrektur in 3 gespeichert. Man schreitet nach rechts fort. In der
néchsten Zelle wird neben dem Datum auf 3 auch das Datum auf 4 zur Auswertung des Sterns
herangezogen. Wihrend 4 auch in der néchsten Zelle noch benétigt wird, kann nun 3 auf dem
Stack landen. Nach der Auswertung der néchsten Zelle landet dann auch 4 auf eben diesem Stack.
Beim Besuch der dritten zu 4 adjazenten Zelle wird nun 4 vom Stack genommen. Schlussendlich
liegt bei der Auswertung der dritten und vierten zu 3 adjazenten Zelle 3 oben auf dem Stack.

Das Prinzip der stackbasierten Nodalfreiheitsverwaltung wurde hier nur fiir regulére Gitter ange-
rissen. [Giinther 04, Pogl 04] haben dieses Konzept durch Einfithrung weiterer Stacks fiir hierarchi-
sche Erzeugendensysteme erweitert. [Hartmann 04, Krahnke 04] liefern eine fundierte Darstellung”.
Dabei ist wichtig zu erwihnen, dass die Zahl der Stacks Gittertiefen—invariant ist und nur von der
Dimension des Raums abhéngt. Die wichtige Eigenschaft beziiglich moderner Computerarchitek-
turen ist jedoch, dass Stacks per se Cache-optimal sind.

6.4.3 Cache—optimale Algorithmen

Die Erklarung ist leicht zu liefern: Moderne Computerarchitekturen versuchen die Problematik der
Speicherlatenz zu entschérfen, indem im Prinzip ein kleiner schneller Zwischenspeicher zwischen
Hauptspeicher und CPU-Register geschaltet wird [Engesser 93]. Die Konsistenz der Daten sichert
dabei auf Einprozessorsystemen eine Zugriffsschichtung zu.

Wird von der CPU ein Datum angefordert (das noch nicht im Cache liegt), so wird zunéchst
ein Duplikat dieses Datums in den Cache geladen und anschliefend an die CPU durchgereicht. Bei
neuerlichem Zugriff auf selbiges Datum muss damit die Ubertragung von Speicher in Zwischenspei-
cher nicht erneut erfolgen. Interessant ist nun, dass nicht nur ein Datum im Cache liegt, sondern
zu einem Datum auch immer gleich eine Menge an Daten geladen wird. Typischerweise handelt
es sich dabei um einen Ausschnitt aus dem linearisierten Hauptspeicher. Solch ein Datenpaket im
Cache—Speicher wird dabei als Cache—Line bezeichnet.

Werden die Daten in den Speicher zuriickgeschrieben, so lduft dieser Schreibvorgang ebenfalls
iiber den Cache. Der eigentliche Hauptspeicher ist also vor der CPU verborgen und kann nur

"Durch die dort entwickelte systematische dimensionsgenerische Methodik kann auch leicht ein Stackmanagement
fiir kantenbasierte Freiheitsgrade entwickelt werden. Bei Entstehung des diese Arbeit begleitenden Programmes
waren diese Erkenntnisse jedoch noch nicht so weitgehend ausgereift, weshalb die Kantenfreiheitsgrade jeweils
ihrem siidlichen respektive westlichem Nachbarknoten zugeordnet worden sind.
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itber die Cache-Schicht modifiziert werden. Wird jede Anderung im Cache unmittelbar in den
Hauptspeicher iibernommen, so bezeichnet man die Schreibestrategie als write-through, andernfalls
als write-back. Dadurch wird die Datenkonsistenz entweder durch eine zur Schichtung passende
Inklusionsinvariante oder ein Transaktionskonzept sichergestellt.

Muss bei einem Lesevorgang eine Cache—Line nachgeladen werden, so spricht man von einem
Cache—Miss. Diesen kann man weiter klassifizieren nach

o Cold-Miss (Das Datum wurde zuvor noch nie benétigt),
e Datum wurde schon einmal geladen, dann aber aus Platzgriinden verdréngt oder

e invalid Datum wurde im Hauptspeicher direkt (z.B. von einem Peripheriegerit) modifiziert,
das Duplikat im Cache war also nicht mehr giiltig.

Die ersten beiden Fille treten bei Standardcomputern am weitaus hiufigsten auf, lassen sich aber
auf ein Minimum beschrénken, falls man versucht, innerhalb des Speichers immer moglichst lokal
zu arbeiten. Zeigerbasierte Baumstrukturen leisten genau dies nicht: Hier wird wild im Speicher
umhergesprungen. Liegt dagegen eine vollstéindige Linearisierung der Daten vor und arbeitet man
ausschliellich mit Stacks, wie das in diesem Projekt der Fall ist, so bewegt man sich im Speicher
sehr lokal. [Giinther 04, Pogl 04, Hartmann 04] haben gezeigt, dass sich infolge dessen die Zahl der
Cache Misses nahe dem Minimum bewegt. Diese Erkenntnis wurde unter anderem in [Giinther 05,
Langlotz 04/2, Weinzier]l 05] bereits publiziert. In [Neckel 05] wurde nachgerechnet, dass auch im
Fall des Stromungslésers die Zahl L2-Cache—Misses®

Stichwortsammlung

Gittercharakteristika; Cache—Miss, Cold—Miss, Speicherlokalitiit; Spacetree, (posteriori) Ad-
aptivitit, Randverfeinerung; Macrozelle, Microzelle, Zelltypen; Hiéingende Punkte, Hingende
Zellen, Druckinterpolation, Geschwindigkeitsinterpolation; pre—order Traversierung, raum-
fiilllende Kurve, Peano—Kurve, approximierendes Polygon; Stackprinzip, Farbung; Datenlo-
kalitidt, Cache—optimale Algorithmen

8Das Konzept des Zwischenschaltens von Speicher kann natiirlich beliebig oft angewandt werden. Die Zwischen-
speicher werden in diesem Fall durchnummeriert und als Level X Cache bezeichnet. Der L2 — —Clache ist auf
heutigen Computern stets vertreten und verkniipft Zentraleinheit und Speicher, ist also der fiir unsere Zwecke
relevante. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich in [Giinther 04].
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7 Mehrgitteralgorithmen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden bereits alle Ingredenzien eines Finite-Element Pro-
gramms prisentiert. Im Rahmen dieser Arbeit wurden selbige in die zu [Giinther 04] gehorende
Implementierung fiir die (§ = 0)-Methode integriert. Eine Erweiterung zu allgemeinen 6—Methoden
ist dabei trivial, da die zusétzlich benttigte Funktionalitdt in Form eines nodalen Glétters bereits
in [Giinther 04, Pogl 04] implementiert war.

Erfreulicherweise sind die hier erarbeiteten theoretischen Konzepte bereits im Rahmen der Ar-
beit [Neckel 05] anhand praxisrelevanter Szenarien wie der Karménschen Wirbelstrafie oder der
Stufenstromung erprobt worden. Dies hat zur Folge, dass der numerische Evaluationsteil in dieser
Arbeit nahezu génzlich entfallen kann, gleichzeitig aber dennoch eine Validierung der Rechenergeb-
nisse gegen [Griebel 95, Gresho 98] erfolgt ist. Stellt man die in [Neckel 05] préisentierten Szenarien
nach, so fillt auf, dass hier bereits bei groben Gittern die Berechnungszeiten astronomische Hohen
erreichen. Als Lichtblick beziiglich der hohen Rechenzeiten erschien wihrend der konzeptionel-
len Phasen das Einbringen der Mehrgittermethodik, die in diesem Kapitel an die Bediirfnisse des
vorgestellten Algorithmus angepasst werden soll. Im spéteren Arbeitsverlauf trat der Aspekt der
Iterationsreduktion dann in den Hintergrund!, andere Eigenschaften der Mehrgittermethodik er-
wiesen sich jedoch als elementar.

Um dies zu erarbeiten, prisentiert der einfithrende Abschnitt nochmals die grundlegenden Aspek-
te der Mehrgittertechnik, um anschlieBend ihre Bedeutung fiir das im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelte Programm ausfiihrlich zu evaluieren. Der erste Teil ist Gleichungstypus—unabhéngig, der
zweite Teil fokussiert sich auf die Bedeutung fiir die Druckgleichung. Dafiir sind drei Griinde re-
levant: Zum Einen wurde die Implementierung eines Mehrgitters fiir die Geschwindigkeiten nicht
umgesetzt, da ausschliefllich ein (§ = 0)-Algorithmus umgesetzt wurde. Sinn und Zweck dieser
Einschriankung war es, sich auf wesentliche neue Aufgaben konzentrieren zu kénnen, insbesonde-
re also auf die Implementierung von Gléattern fiir versetzte Freiheitsgradanordnung. Die Umset-
zung eines Mehrgitters — und das ist der zweite Grund — fiir nodale Gréflen wurde bereits in
[Giinther 04, Pogl 04] vorgestellt. Dabei haben [Giinther 04, Pogl 04] ein additives Mehrgitter mit
additivem Feinglatter? umgesetzt. Hier waren also keine neuen Aspekte zu beleuchten. Schlussend-
lich hat man das Gliick, im Kontext der Druckgleichung fiir /—-Methoden eine Poissongleichung, also
ein elliptisches Problem, vorliegen zu haben. Hierfiir sind theoretische Aussagen und ausreichend
Praxiserfahrung vorhanden, so dass man sich nicht auf diinnes theoretisches Eis begibt.

Bei der Implementierung des Mehrgitters fiir versetzte Gitteranordnung féllt nun auf, dass —
wie bereits kurz angerissen — die Restriktion analog zur Umsetzung des diskreten Divergenzopera-
tors Q7' M7T dem Lokalitétsprinzip nicht entspricht, also nicht direkt vorgenommen werden kann.
Es war folglich nach einer Moglichkeit zu suchen, diese Klippe der Nichtlokalitét zu umschiffen.
Resultat ist ein additives Mehrgitterverfahren mit multiplikativem Glétter, das mit verschrénkten
Restriktionszyklen arbeitet. Die Konstruktion des Verfahrens wird in diesem Kapitel vorgestellt.
Der Feinglatter wurde dabei bereits auf den vorangegangenen Seiten erschépfend beschrieben, muss

ITatsichlich ist wohl nur durch zeitadaptive Gitter ein deutlicher Simulationsgeschwindigkeitsvorteil zu erarbeiten.
Dabei sei fiir Semidiskretisierungen auf [Griebel 95] oder die Thematisierung in dieser Arbeit verwiesen. Im
Falle der Evaluierung einer Volldiskretisierung bietet [Hartmann 04] mit einem 4D-Code in Verbindung mit
[Krahnke 04] interessante Ansétze.

2Hier sei fiir die Bezeichnerdefinition auf die Arbeiten [Griebel 94] und [Schéberl 99], aber auch auf Kapitel 5.2 in
dieser Arbeit verwiesen.
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7 Mehrgitteralgorithmen

also nicht mehr thematisiert werden. Abschlieffend soll dann anhand einiger einfacher Testbeispie-
le anhand des Driven—Cavity—Szenarios gezeigt werden, dass das Verfahren wirklich effizient im
Mehrgittersinn arbeitet.

7.1 Multiskalenbetrachtung

Betrachtet man nun stationére Iterationsverfahren, wie sie in Kapitel 5 dargestellt wurden, fiir eine
Poissongleichung, so fillt auf, dass starke Oszillationen im Fehler sehr schnell geddmpft werden
— hieraus rithrt Bezeichner Gldtter. Dies soll mit Abbildung 7.1 verdeutlicht werden und ergibt
sich direkt, wenn man sich fiir ein eindimensionales Laplace—Problem einen Jakobi—Glétter explizit
komponentenweise notiert. [Trottenberg 00] nennt diese Eigenschaft Smoothing Principle:

Definition 12 Smoothing Principle Many classical iterative methods (Gauf3—Seidel etc.) if ap-
propriatly applied to discrete elliptic problems have a strong smoothing effect on the error of any
approximation.

Abbildung 7.1: Das Gléattungsverhalten eines stationéren Iterationsverfahrens: Hochfrequente Feh-
ler werden wesentlich schneller geddmpft, als glatte Fehlerkomponenten. Die Ab-
bildung ist [Braess 02] entnommen.

Eine genauere analytische Aussage liefert eine Multiskalenanalyse des Laplace—Operators: Man
bringe den Fehler dabei in seine Fourier—Darstellung und analysiere so die Eigenfunktionen und die
zugehorigen Eigenwerte [Braess 02] der Iterationsmatrix. Triigt man zu den Fehlerfrequenzen die
Démpfung — gegeben durch den entsprechenden Eigenwert der Iterationsmatrix — an, so ergibt
sich ein Bild qualitativ &hnlich zu 7.2. Offensichtlich werden je nach Wahl des Relaxationsparame-
ters bestimmte Frequenzbereiche gut, andere weniger schnell reduziert.

Diese Erkenntnis ist Grundlage des klassischen Mehrgitterverfahrens: Man glétte die hohen Os-
zillationsfrequenzen des Fehlers auf dem Feingitter durch Wahl eines geeigneten Relaxationspa-
rameters® und transportiere den Fehler respektive das Residuum anschlieBend auf ein gréberes
Gitter. Dort erscheinen die urspriinglich niederfrequenten Fehler nun abermals hochfrequent und
man kann iterativ wieder den Glitter anwenden. Abermals sei [Trottenberg 00] bemiiht, der diesen
Ansatz als coarse grid principle bezeichnet:

3Nach der Mehrgittertheorie liefert ein Faktor % <w< % die besten Ergebnisse. In [Giinther 04, Pogl 04] wurde

denn auch der Faktor % empirisch als optimal ermittelt. Bei der Berechnung instationédrer Probleme in die-
ser Arbeit erwies sich jedoch die Wahl der Untergrenze fiir de Relaxationsparameter als besser, weil sich hier
in der Zeit keine Frequenzen hochschaukeln konnen. Diesen Vorteil erkauft man sich mit etwas schlechteren

Konvergenzraten im ersten Zeitschritt.
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7.2 Bewertung der Mehrgittereigenschaften fiir instationére Fluidsimulation

Definition 13 Coarse grid principle A smooth error term is well approximated on a coarse
grid. A coarse grid procedure is substantially less expensive (substantielly fewer grid points) than
a fine grid procedure.

A Eigenwerte (Ddmpfung)

Frequenz der
Fehleranteile

Abbildung 7.2: Qualitative Darstellung der Gléttung der Fehlerfrequenzen zu verschiedenen Rela-
xationsparametern relativ zur Gitterweite.

Die Darstellung des Grobresiduums erfolgt also in einer groberen Basis, als sie das Feingitter de-
finiert. Hier offenbart sich der Zusammenhang zu den hierarchischen Erzeugendensystemen: Diese
liefern genau verschiedene Basisauflosungen zu einem Gitter. Sind nun im Kontext eines Mehr-
gitterverfahrens Grob— und Feingitter dem selben Typus zuzuordnen (also beide beispielsweise
bilinear), so spricht man von einem Galerkin—-Mehrgitterverfahren. Die Restriktion und Interpola-
tion sind so durch die Form der Ansatzfunktionen bereits eindeutig gegeben. Dieser Ansatz wird
in dieser Arbeit analog zu [Giinther 04, Hartmann 04, Krahnke 04, Pogl 04] verfolgt.

Die Klassifizierung des Mehrgitterverfahrens erfolgt dabei analog zu Abschnitt 5.2 iiber die Kom-
position der Korrektur der Losungskomponenten. Die Operatorschreibweise offenbart den Typus
des Verfahrens sofort: Geht das Ergebnis der Feingitterglattung in das Grobgitterverfahren ein, so
handelt es sich um ein multiplikatives Mehrgitterverfahren, wird die Glattung parallel auf beiden
Leveln vorgenommen, so handelt es sich um ein additives Verfahren. [Schoberl 99] weist in diesem
Kontext explizit darauf hin, dass sich unterschiedliche Verfahren fiir Grob— und Feingitterglatter
durchaus kombinieren lassen. In [Giinther 04, P6gl 04] wurde nach dieser Terminologie ein addi-
tives Mehrgitterverfahren mit einem additiven Feingléitter umgesetzt. Dort findet sich auch der
empirische Nachweis, dass die Konvergenzraten der Mehrgitterkonvergenzdefinition auf Seite 66
entsprechen.

7.2 Bewertung der Mehrgittereigenschaften fiir instationdre
Fluidsimulation

Im Rahmen dieser Arbeit wurden vier Vorteile der Anwendung eines Mehrgitterverfahrens auf
der Druckgleichung identifiziert. Diese sollen nun samt einer Bewertung beziiglich praxisrelevanter
Szenarien a [Griebel 95, Neckel 05] aufgelistet werden:

e Der Definition der Mehrgitterkonvergenz zeigt auf, dass sich durch Einfithren einer solchen
Technik signifikant bessere Rechenzeiten erreichen lassen*. Dies ist jedoch fiir die Losung

4Abermals sei hier der Hinweis auf [Trottenberg 00] gestattet, dass die Reduktion der Iterationszahl immer in
Relation zum zu erbringenden Aufwand zu sehen ist.
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instationédrer Probleme nur bedingt relevant. Zwar hat sich wéhrend der Entstehung von
[Neckel 05] gezeigt, dass die Losung der Druckpoissongleichung im ersten Zeitschritt sehr
zeitaufwendig ist, und somit ist es natiirlich wiinschenswert diese Zeit drastisch zu redu-
zieren. Fiir die Folgezeit verwende man jedoch als Startiterierte der Druckpoissongleichung
stets die Losung des Vorschritts. Bei kleiner Zeitschrittweite éndert sich nun die rechte Seite
der Druckgleichung nur marginal und man erreicht in wenigen Nichtmehrgitterschritten eine
gute Losung. Summa sumarum l&sst sich sagen, dass die Zeit fiir die Losung der Druckglei-
chung im ersten Zeitschritt fiir eine lange Simulationsdauer nur zu einem kleinen Teil den
Gesamtaufwand beeintriachtigt. Eine andere Eigenschaft der Mehrgittermethodik affektiert
die Losung der instationdren Probleme jedoch sehr wohl:

e Nach Herleitung der Methodik wird die Losung sehr viel glatter, als bei ausschliellicher
Verwendung herkémmlicher Relaxationsverfahren®. Diese positive Eigenschaft bleibt nur bei
der Verwendung von Mehrgitterverfahren auch in der Zeit erhalten.

e Bei der Evaluierung des hier entwickelten Verfahrens hat sich gezeigt, dass sich im Rahmen
der Driven—Cavity der Maximaldruck bei Verwendung des hier verwendeten Mehrgitterver-
fahrens relativ schnell einstellt, wéhrend die Konvergenzraten fiir Relaxationsverfahren hier
sehr méBig sind. Dies ist im Riickblick bei Umsetzung der Erkenntnisse auf 5.4.1 von Interes-
se. Da von (Halb—)Singularitéiten im Druck bei nahezu allen praxisrelevanten Singularitéten
auszugehen ist, handelt es sich bei dieser Eigenschaft durchaus um ein gewichtiges Argument
fiir die Verwendung einer Mehrgittersystematik.

e Bei der Diskussion der adaptiven Gitter hat sich gezeigt, dass adaptive Gitter ohne hierarchi-
sche Erzeugendensysteme und einer darauf basierenden Mehrgittersystematik im Druckraum
physikalisch nur bedingt Sinn machen.

Offensichtlich ist die Effizienz eines Mehrgitterverfahrens im Rahmen der instationéren Fluidsi-
mulation mittels einer Halbdiskretisierung nicht mehr der entscheidende Grund. Stattdessen treten
qualitative Argumente in den Vordergrund. Diese waren auch die treibende Kraft bei der Entwick-
lung des hier vorgestellten Verfahrens. Gerade fiir die Arbeit mit komplex berandeten Gebieten sei
jedoch noch ein Hinweis auf [Wagner 05] gestattet, der versucht, das Versagen des Mehrgitteran-
satzes dort durch eine intelligente Randapproximation abzufangen.

7.3 Konstruktion eines additiven Mehrgitterverfahrens fiir die
Druckpoissongleichung

Verwendet man ein Galerkin—Verfahren, so wird auf dem Grobgitter die gleiche Art von Ansatz-

funktionen verwendet, wie auf dem Feingitter. Ein direktes Resultat daraus ist nach [Giinther 04,

Trottenberg 00], dass sich der Restriktionsoperator direkt als transponierter Interpolationsopera-
tor ergibt. Mit den in 6.3.3 eingefiihrten Operatoren und der Nomenklatur von Seite 3 ergibt sich

p=DPp, p=P/p und Vp=PyVp, Vp=PiVp.

Das Druckresiduum ist an den gleichen Plitzen wie die Druckfreiheitsgrade lokalisiert, entspricht
also folglich einem staggered layout. Somit muss es iiber den Operator PpT restringiert werden.

5[Braess 02] empfiehlt zur Beurteilung dieser Tatsache die L?~Norm durch die H'-Norm zu ersetzen.
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7.3.1 Formalisierung einer Mehrgittermethodik auf Spacetrees

Man fithre rhs als Abkiirzung der rechten Seite zur diskreten Druckpoissongleichung ein. Eine
Mehrgittermethodik zum Feingitterproblem

MQ*MT p=rhs

ist damit nach [Griebel 94] dem Losen des linearen Gleichungssystems

PIMQ™ " M" Pyp = Pl rhs

mit einem Relaxationsverfahren dquivalent. Beschrinkt man sich auf ein Zweigitterproblem, so
entspricht das neben der Feingitterglattung dem Losen der Gleichung

MQtMT eg,? = resg;’o)

)

wobei resg;’o) das restringierte Residuum zu einer Approximation p*) ist. Hat man eg;) gelost

oder angenihert, so wird anschliefend eg,? wieder auf das Feingitter interpoliert und auf die Aus-
gangslosung aufaddiert. Diese allgemeine Definition macht noch keine Aussagen iiber die Art und
Weise, wie eg,?
verfahren mit

zu errechnen ist. Analog zum Feingitterglitter kann man hier auch ein Iterations-

resé];’z) = resé’f{o) —MQ'MT eg;’z)
egZ’ZH) = eg;;z) + wghdiagflresé];’l)

spezifizieren. Im vorliegenden Programm wird dabei je ein Gléattungsschritt auf Fein— und Grob-
gitter pro top—down—depth—first Baumtraversierung durchgefithrt — insbesondere wird also fiir
eine Zweigittermethodik der Fehler eg};,o) = (0 angesetzt.

Man kehre zuriick zur Formalisierung iiber ein Erzeugendensystem: Nach [Griebel 94, Schéber] 99
kann man eine beliebige Kombination additiver und multiplikativer Glétter wihlen. Wahrend
[Giinther 04, Pogl 04] hier permanent ein additives Verfahren vorschlagen, wird in dieser Arbeit
zwischen den Leveln additiv, auf den Leveln multiplikativ vorgegangen, da die Restriktion des
Residuums und die Korrektur des Feingitterwertes parallel erfolgen.

Sei der Operator S der Feingitterglitter, Ss; in der Tradition von [Schéberl 99] der Grobgit-
terglitter, so entspricht das Vorgehen der Formalisierung

P = (1= Sy, — S)ptk).

Bei der Diskussion der Baumtraversierung wurde bereits erwéhnt, dass neben dem Druck auch
der Druckgradient beim Baumabstieg interpoliert wird. Dies setzt voraus, dass nach einer Grob-
druckédnderung auch der entsprechende Grobdruckgradient gedndert wird. Die entsprechende Ak-
tualisierungsvorschrift liefert auch hier aufgrund des Galerkin-Ansatzes die analoge Anwendung
von Q! M7T auf das grobe Gitter.

7.3.2 Restriktionsoperator auf dem Residuum

Abbildung 7.3 zeigt den Transport des Residuums fiir eindimensionale Probleme, Abbildung 7.4
gibt die konkrete Restriktion fiir zweidimensionale Elemente wieder. Beide Abbildungen offenba-
ren auch schon das essentielle Problem bei der Implementierung eines Mehrgitterverfahrens auf
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jw¢ O Grobgiterdruck
Feingitterdruck

0 Grobgitterdruckgradient
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C

Abbildung 7.3: Ubergang des Residuums auf eine Grobgitterdarstellung (Restriktion). Bereits in
diesem eindimensionalen Fall lédsst sich die Nichtlokalitdt der Restriktion erkennen
(roter Pfeil). Desweiteren erkennt man, dass ein Feingitterresiduum beide Gradi-
enten der Nachbargrobzelle beeinflusst.

dem Druck: Wahrend sich die Interpolation des Drucks und Druckgradienten, die Auswertung
des Divergenzoperators sowie die Berechnung der Gradienten der so berechneten Druckkorrektur
— letztere iiber Akkumulation der einzelnen Zellbeitrige — problemlos in einem einzigen Baum-
durchlauf realisieren lassen, kann die zur Grobgitterkorrektur benotigte Restriktion des Residuums
nicht in einem Baumaufstieg durchgefiihrt werden, da im Operator PpT Feingitterzellen nicht nur
den Wert ihrer Viter verdndern, sondern auch zu benachbarten Grobgitterresiduen beitragen. Die
Restriktion erfiillt das Lokalitétsprinzip auf der Grobzelle nicht.

Dabei bezeichnet das Lokalitdtsprinzip der Grobzelle, dass nach einem Abarbeiten aller Kind-
zellen die dort errechneten Ergebnisse komplett verrechnet werden konnen. Da Kindzellen einer
Macrozelle jedoch auch den Druck in benachbarten Nachbarzellen beeinflussen, erfiillt der Restrik-
tionsoperator genau diese Eigenschaft nicht.

Wahrend der Implementierung des diese Arbeit begleitenden Programmes wurden einige Ansétze
zur Losung dieses Problems angedacht: Da man beim Baumabstieg nach 6.3.4 bereits die Gradi-
enten des Drucks interpolieren kann, war eine Idee, analog auch den Residuumsgradienten zu
restringieren. Es zeigt sich aber bereits in Abbildung 7.3, dass der Ausbreitungskegel der Restrik-
tion auf dem Gradienten sogar noch grofler als der des Druckresiduums ist. Eine Modifikation der
dort markierten Zelle beeinflusst nach Basisdarstellung auch die benachbarte Grobgitterzelle: Eine
Anderung deren Druckwertes wiederum beeinflusst auch die Gradienten auf der duBeren Grobgit-
terkante. Viele Gedankenexperimente haben letztendlich immer wieder auf diese Grundproblematik
gefithrt, und der Ansatz, iiber die Residuumsgradienten zu arbeiten, wurde letztendlich ad acta
gelegt.

7.3.3 Einbringen des Lokalitdtsprinzips

Nach dieser induktiven Hinfiihrung an die Problematik sei die implementierte Losung nun zunéchst
fiir einen Zweigitteralgorithmus dargestellt. Anschlieflend wird versucht, den Algorithmus fiir mehr
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Abbildung 7.4: Restriktionsoperator PpT im zweidimensionalen Fall fiir drei exemplarisch gewéhlte
Feingitterresiduen. Die roten Einfliisse fiihren zum Verletzen des Lokalitatsprinzips
der Grobzelle. Aufgrund der Symmetrie und des Tensorproduktansatzes ist der
komplette Restriktionsfaktor mit dieser Zeichnung spezifiziert.

als zwei Level zu interpretieren. Ein numerischer Nachweis der Mehrgitterkonvergenz fiir das
Driven—Cavity Szenario rundet das Kapitel ab.

Die Gradienten auf den Elementkanten und —ecken sind Hilfsgroflen, die aufgrund des Lokalitéits-
prinzips eingefiihrt werden mussten®. Da auch die Restriktion mit diesem Problem zu kimpfen hat,
liegt es nahe, wieder nach Wegen zu suchen, Information iiber die Hyperwiirfelkanten und —ecken
zu transportieren. Man betrachte nun die Restriktion auf den drei verschiedenen Kindzellklassen,
die auch in Abbildung 7.4 dargestellt werden: Die Restriktion des Residuums auf der Mittelzel-
le wire direkt im Baumaufstieg moglich, weil dieses Feinresiduum nicht auf Grobgitternachbarn
wirkt. Der direkte horizontale respektive vertikale Nachbar der Mittelkindzelle transportiert sei-
nen Residuumswert an die Grobgitternachbarn iiber je eine Kante, die Diagonalnachbarn iiber zwei
Kanten und einen Eckpunkt.

In dem hier prisentierten Ansatz lokalisiere man nun in der Grobgitterzellenmitte einen Hilfswert
ressp und auf jeden Hyperwiirfelelement, auf dem ein Gradient sitzt ebenfalls eine Hilfsvariable
ressy, — diese Anordnung lduft vollig analog zur Platzierung der (Hilfs—)Druckgradienten also an
Zellkanten und —ecken, zusétzlich jedoch existiert noch ein Wert in der Zellmitte. Terminiert der
rekursive Abstieg in eine Kindzelle, steigt man also gerade aus selbiger auf, so addiere man das
dort errechnete Feingitterresiduum geméfl der Gewichtung in Abbildung 7.5 auf die beteiligten
Hilfswerte. Man kann Nachrechnen, dass beim n#chsten Abstieg in eine verfeinerte Zelle die Sum-
me iiber alle neun Hilfswerte genau das restringierte Residuum ergibt. Man benétigt also zwei
Gittertraversionen: Bei der ersten wird in jedem Levelaufstieg das Residuum auf die Hilfsvariablen
gelegt, beim zweiten Abstieg ergibt sich das Grobresiduum, indem iiber die Hilfswerte addiert wird.

Theorem 9 Verwendet man das in Abbildung 7.5 definierte Schema tber Hilfsvariablen anstatt
einer Restriktion nach Aufstieg aus jeder Kindzelle, so ist die Summe iber alle Hilfsvariablen einer
Zelle beim ndchsten Abstieg genau das in 7.4 spezifizierte Grobgitterresiduum auf der Grobgitterzelle
nach der Galerkin—Restriktion iiber PpT .

6Man rufe sich in Erinnerung, dass auch der Gesamtoperator MQ M7 ein dem Prinzip nicht geniigt hat.
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Abbildung 7.5: Transport des Feinresiduums auf Hilfsvariablen im Baumaufstieg, iiber die dann
beim néchsten Baumabstieg summiert wird, um das Residuum zu erhalten.

Damit ist nun eine Zweigittermethodik gefunden, die nach Definition dem Lokalitatsprinzip
genligt.

Korrolar 5 Die definierte Zweigittermethodik geniigt dem Lokalitdtsprinzip.

7.3.4 Verschranken der Mehrgitterzyklen

Nach der hier verwendeten Terminologie muss das entwickelte Zweigitterverfahren als additiv be-
zeichnet werden. Will man nun mit dem hier entwickelten Speicherschema einen kompletten Mehr-
gitterzyklus implementieren, so muss das Gebiet mehrfach traversiert werden, da die Residuums-
information in jedem Schritt nur einen einzigen Level nach oben propagiert wird. Abbildung 7.6
illustriert dies. Infolge dieses Faktums ist die Residuumsinformation fiir einen Spacetree der Hohe
k erst nach k — 1 Schritten auf das grobste Level transferiert.

Aufgrund der zugrundeliegenden Tripartition ist die Komplexitdt des Algorithmus damit nicht
mehr in der klassischen Mehrgitterkomplexitétsklasse O(n). Stattdessen handelt man sich, ersetzt
man den Gitterdurchlauf durch das in 7.6 présentierte Schema, eine Logarithmusskalierung ein.

Korrolar 6 Bildet man den klassischen Mehrgitterzyklus mit dem hier prisentierten Ansatz nach,
so verschlechtert sich die Mehrgitterkomplezitit zum Erreichen einer gegebenen Genauigkeit von
O(n) auf O(nlogsan).

Dies mag fiir theoretische Resultat von Interesse sein. In der Praxis ist es naheliegend, immer
auf jedem Level den multiplikativen Gléitter anzusetzen. Arbeiten nun die Glatter Ssip, ¢ € N auf
den einzelnen Gitterleveln, so kann man die Gesamtiteration folgendermafien formalisieren:
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Abbildung 7.6: Umsetzung eines klassischen Mehrgitterzyklus mithilfe des Zweigitteralgorithmus,
der dem Lokalitétsprinzip geniigt.

Eine Traversierung;: S = id— Sy
Zwei Traversierungen: S = (id— S3p — Sp(id — Sp))
Drei Traversierungen: S = (id— Son — Ssn(id — Ssp — Sp(id — Sh))

—Sh(id — Sp)(id — S)

Da der Gléatter auf dem grobsten Level stets auf dem alten Residuum arbeitet, ist der Mehrgit-
teralgorithmus als verschranktes additives Verfahren zu bezeichnen. Abbildung 7.7 versucht, den
uniibersichtlichen Algorithmusverlauf anschaulich wiederzugeben. Es ist dabei nicht auszuschlie-
Ben, dass zu solch einem Algorithmus keine befriedigende Konvergenztheorie existiert. Numerische
Experimente konnen nichts desto trotz ausgefithrt werden und offerieren vielversprechende Kon-
vergenzraten:

7.4 Numerische Experimente

Da diese Arbeit theoretisch gehalten ist, sollen nur einige exemplarische Versuche wiedergegeben
werden, die zentrale Erkenntnisse und Behauptungen dieser Arbeit belegen:

e Zunichst werden die Konvergenzraten der 5—Punkte-Elemente den der 9-Punkte-Elemente
gegeniibergestellt. Abbildung 7.8 zeigt die bereits theoretisch hergeleitete Erkenntnis, dass
ein SOR-Verfahren auf den 5-Punkte-Elementen das Druckresiduum schneller reduziert.
Die bessere Konvergenzgeschwindigkeit erkauft man sich dabei jedoch mit womoglich und
tatséchlich auftretenden Schachbrettmustern. Man beachte hierzu Abbildung 2.7. Die Grafik
gibt Endresiduum zu Anfangsresiduum wieder.
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Abbildung 7.7: Ablaufschema des schlussendlich implementierten Mehrgitteralgorithmus.

e Bild 7.9 stellt die Residuenentwicklung im Initialschritt des Mehrgitteralgorithmus dem in

[Neckel 05] reinen SOR-Verfahren gegeniiber. Fiir das Mehrgitter kam w = § zur Verwen-

dung, fiir den reinen Glétter w = 1.2. Beide Faktoren wurden empirisch auf das regulére
Gitter optimiert.

e Abbildung 7.10 gibt zu gleichem Szenario die Entwicklung des Maximaldrucks wieder. Man

beobachtet hier eine quasioptimales Verhalten des Mehrgitteralgorithmus. Dass der Maxi-
maldruck mit kleinerer Minimalgitterweite ansteigt, ist auf die bessere Auflésung der Halb-
singularitéiten in den Gebietsecken zuriickzufiithren und belegt die Notwendigkeit einer dyna-
mischen Adaptivitit.

e Die folgenden Tabellen geben einige Glittungsverhalten fiir (§ = 0-Experimente wieder.

Offensichtlich profitiert man von der Mehrgittermethodik ausschlieflich zu Simulationsbegin,
beschrankt man seine Evaluierung auf die Iterationszahlen.

e Einige weitere Grafiken wurden in Anhang E verlegt: Die dort zu findenden Illustrationen

zur Driven—Cavity dienen lediglich als Nachweis, dass sich Geschwindigkeit und Druck wie
in [Griebel 95] entwickeln.
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Abbildung 7.8: Druckresiduumsverbesserung fiir ein SOR—Verfahren mit den 5-Punkte—Elementen
und den 9-Punkte-Elementen auf einem reguliren 812 Gitter mit w = 1.2. Die bes-
sere Konvergenzrate der 5-Punkte—Elemente ist auf das zugrundeliegende reduzible
Gleichungssystem zuriickzufiihren.
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Abbildung 7.9: Konvergenzverhalten des implementierten Mehrgitteralgorithmus auf zwei verschie-
denen regulédren Gittern.
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Abbildung 7.10: Entwicklung des Maximaldrucks bei SOR—Verfahren und Mehrgitterverfahren.
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Abbildung 7.11: Benétigte Iterationszahlen. Es liegt ein regulires 812 Gitter zur Reynoldszahl 10
mit einem absoluten Druckabbruchkriterium von 0.81 - 1073 zugrunde. Vorgege-
bene Maximaliterationszahl war dabei 1000.
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Abbildung 7.12: Weiterer Ausschnitt aus dem Verlauf des in Abbildung 7.11 beschriebenen Szena-
rios.
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8 Fazit

Einem abschlieflenden Fazit sei die Rekapitulation der Ergebnisse vorangestellt. Erst anschlieSend
konnen selbige kritisch beurteilt und eingeordnet werden. Diesen beiden Aspekten gilt nun das
Hauptaugenmerk dieses Kapitels, das durch einen Ausblick auf interessante Gegenstéinde zukiinf-
tiger Forschung abgerundet werden soll.

8.1 Rekapitulation der Ergebnisse

In dieser Arbeit wurde eine neuentwickelte Basis aus [Blanke 04] erstmals in einen Algorithmus
zur Losung der Navier—Stokes Gleichungen integriert. Im zugrundeliegenden Funktionenraum ist
die punktweise Divergenzfreiheit, also Inkompressibilitét einer iiber Kontrollvolumen definierten
diskreten Divergenzfreiheit dquivalent. Obwohl man sich also in Funktionenraum nicht auf die di-
vergenzfreien Geschwindigkeitselemente zuriickzieht, kann man durch eine weitere Testphase die
Inkompressibilitdt exakt erfiillen. Dies ist verglichen mit gemischten Verfahren ein Vorteil, gleich-
zeitig engt man sich nicht so sehr ein, wie dies bei divergenzfreien Ansatzriumen der Fall ist.
Ein physikalischer und ein mathematischer Vorteil gehen mit diesem Ansatz einher: So impliziert
die punktweise Divergenzfreiheit nach [Blanke 04, Emans 03, Verstappen 01] die Energie— und Im-
pulserhaltung im diskretisierten System. Desweiteren kann die Standard FEM Theorie mit ihren
Konvergenz— und Existenzaussagen zur Anwendung kommen.

Die in [Blanke 04] entwickelten Elemente haben sich in ersten Versuchen als anféllig fiir die so-
genannten spurious modes gezeigt. Aus dieser Motivation wurden sie zu den augmentierten konti-
nuitdtserhaltenden Geschwindigkeitselementen weiterentwickelt. Die resultierende Diskretisierung
vereint Vorteile Finiter Volumen Schemata [Emans 03] mit der theoretischen Fundiertheit der FEM
und war vor dieser Arbeit nicht bekannt.

Desweiteren wurde gezeigt, dass der zu den augmentierten Elementen passende Druckraum als
echter Funktionenraum interpretiert werden kann. Resultierend hieraus konnte sowohl die Zeitfort-
schaltung explizit interpretiert (man erinnere sich, dass der Term F explizit auf den Gitterknoten
vorliegt), als auch eine Galerkin—Interpolation auf Erzeugendensystemen verwirklicht werden.

Den resultierenden Algorithmus in das von [Giinther 04, Pogl 04] entwickelte Gesamtkonzept zu
integrieren hat sich als nichttrivial herausgestellt und war erst zur die Aufspaltung und das ver-
setzte Auswerten der Operatormatrizen iiberhaupt moéglich. Doch durch diesen relativ komplexen
Ansatz konnten zwei Vorteile des genannten Gesamtkonzepts auf das Programm zum Loésen der
instationédren Navier—Stokes Gleichungen hiniibergerettet werden:

So ist das resultierende Programm cache—optimal. Insbesondere wurde die in [Giinther 04] erziel-
te, de facto minimale L2-Cache-Hit—Rate erhalten. Damit lédsst sich der Stromungsloser effizient
auf Standardrechnern implementieren. Nicht ohne Erwihnung bleibe das in [Pogl 04] erarbeite-
te und in [Hartmann 04] konsequent standardisierte Vorgehen, Teile respektive komplette Frei-
heitsgradkeller in Dateien auszulagern. Macht dies im Dreidimensionalen nur bei extrem feinen
Auflgsungen oder sehr starken Singularitidten Sinn, so ist es bei der Losung instationérer Probleme
unabdingbar, nicht alle Daten im Speicher zu halten. Dies wurde in [Neckel 05] gezeigt und stimmt
mit den in [Hartmann 04] gewonnenen Erkenntnissen iiberein.

Wihrend das dieser Arbeit zugrundeliegende Programm [Giinther 04] als Proof-of-Concept der
Cache-Optimalitét zu sehen ist, lag in der dreidimensionalen Implementierung [Pogl 04] des glei-
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chen Ansatzes der Fokus auf groflen Problemen. Hier wurde gezeigt, dass man sich aufgrund der
streng deterministischen und lokalen Linearisierung der Geometrie auf zwei Bits pro Freiheitsgrad
fiir die komplette Geometriebeschreibung zuriickziehen kann. Zum Zeitpunkt der Fertigstellung
dieser Arbeit war dem Autor kein anderer Ansatz bekannt, adaptive Gitter dermafien effizient
codieren zu kénnen.

Das Aufsplitten der Operatoren zur Wahrung des Lokalitdtsprinzips innerhalb der Spacetrees hat
sich dariiber hinaus auch aus numerischer Sicht bewihrt: So war es moglich, erstmals statt den in
[Giinther 04, Pogl 04] verwendeten Jakobi-Gléttern einen multiplikativen Feinglitter einzusetzen.
Mit der erhdhten Speicher— und Algorithmenkomplexitét versetzter Gitter geht also die Moglichkeit
einher, die Konvergenzkonstante gegeniiber bereits bekannter Ansétze zu verbessern.

Im Rahmen des hier entwickelten Losers wurde ein Mehrgitterverfahren fiir den Druck entwi-
ckelt. Ein additives Mehrgitterverfahren fiir die Geschwindigkeit héitte man dagegen kanonisch aus
[Giinther 04, Pogl 04] ableiten konnen. Bis auf die Glattheit der Losung in der Zeit konnten alle in
7.2 postulierten Vorteile eines Mehrgitterverfahrens fiir den Druck auch tatséchlich nachgewiesen
werden. Gezeigt wurde in der Arbeit, dass sich ein Verfahren mit echter Mehrgitterkonvergenz
nur mit einer ganzen Reihe von Hilfsiiberlegungen in das aus [Giinther 04, Pogl 04] entnommene
Konzept integrieren lisst. Diese Uberlegungen wurden in der vorliegenden Arbeit aufgezeigt.

8.2 Einordnung der Erkenntnisse

Es verbleibt letztendlich dem Leser, eine kritische Evaluierung der Erkenntnisse zu betreiben. Tat-
sache ist, dass in der hier vorliegenden Arbeit zwei verschiedene Traditionen erstmals integriert
worden sind: Das Konzept der Traversierung von Spacetree-Diskretisierungen mittels raumfiillen-
der Kurven und Stacks [Giinther 04, Pogl 04] wurde mit dem der kontinuitétserhaltenden Funk-
tionenraumdiskretisierungen [Blanke 04, Emans 03, Verstappen 01] verheiratet. Resultat ist eine
hocheffiziente Implementierung, die physikalischen Erhaltungssétzen und damit einer notwendigen
Bedingung der numerischen Stabilitit geniigt.

Dabei haben sowohl Implementierung als auch die hier vorliegende Arbeit theoretischen re-
spektive Demonstrationscharakter: Der Fokus lag bei beiden, neue Algorithmen und Methoden
zu entwickeln und ihre Durchfiihrbarkeit zu beweisen. Damit fehlt der fiir Stromungssimulationen
unbedingt zu erbringende Nachweis der Praxistauglichkeit anhand von Fallstudien. Mit Sicherheit
wurde hier in [Neckel 05] bereits ein zukiinftiger Weg skizziert, als ausreichend diirfte das jedoch
noch nicht gewertet werden kénnen. Damit liefert diese Arbeit nicht die finale Integration vieler
Erkenntnisse, sondern eher Grundlage fiir weitere praxisrelevante Anwendung.

Desweiteren ist dem entstandenen Programm allenfalls a [Giinther 04, Pogl 04] Proof-of-Concept
Charakter zuzugestehen. Viele Aspekte, die in der hier vorliegenden Arbeit angerissen oder behan-
delt wurden, konnten innerhalb des engen Zeitplans nicht verwirklicht werden. Man denke dabei
nur an (6 # 0)-Methoden oder die Umsetzung adaptiver Gitter.

8.3 Ausblick

Damit ist ein Umreiflen zukiinftiger potentieller Betatigungsfelder womdglich fruchtbarer, als eine
Diskussion des Ist—Status. Die folgende Auflistung ist sowohl in Umfang als auch Reihenfolge rein
subjektiver Natur, kann aber unter Umstédnden das Potential dieser Arbeit relativ gut umschreiben:

e Die Simulation zweidimensionaler Stromungen ist schon alleine aufgrund der besseren Vi-

sualisierungsmoglichkeiten mit Sicherheit zur Evaluierung neuer Techniken der Arbeit mit
dreidimensionalen Problemen vorzuziehen. In der Praxis relevant sind jedoch gerade dreidi-
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mensionale Fluidbeobachtungen. Daher ist eine Integration des entstandenen Programmes
mit [Pogl 04] mit Sicherheit Arbeit wert.

e Bereits angesprochen wurde, dass die in [Krahnke 04] entwickelten Techniken im Umfeld
der Stromungssimulation hervorragend integriert werden kénnen, da sie de facto posteriori
zeitadaptive Gitter erlauben. Da die in [Krahnke 04] entwickelten Ansétze in das Programm
von [Pogl 04] bereits integriert worden sind, besteht die Komplexitéit dieser Aufgabe in der
Detailmenge — eine fundamentale theoretische Hiirde existiert nicht.

e Letztendlich hat man bei praxisrelevanten Aufgaben immer mit der Grofle der zugrunde-
liegenden Programme zu kidmpfen. Bereits die relativ einfachen Studien in [Neckel 05] ver-
langten tagelanges Rechnen. Abhilfe verspricht hier nur die konsequente Parallelisierung des
Algorithmus. In [Langlotz 04/1] wurde das in [Pogl 04] entwickelte Programm auf Cluster
gebracht, so dass auch hier eine Integration eher als eine Ingenieursherausforderung zu sehen
ist. Gerade im Kontext der zeitadaptiven Gitter liefert dabei die auf [Langlotz 04/1] aufset-
zende Arbeit [Herder 05] mit automatischer Lastverteilung interessante Kontributionen.

e Die Mehrgittereffizienz eines Algorithmus steht und fallt mit der intelligenten Behandlung
des Gebietsrandes. Im Kontext der Spacetree—Diskretisierungen liefert hierzu [Wagner 05]
interessante Erkenntnisse, die sich in den Stromungsltser integrieren lassen sollten. Gera-
de im Rahmen adaptiver Gitter kénnen die dort entwickelten Randtechniken auch fiir die
Behandlung von Zellen mit hingenden Knoten von Vorteil sei.

e Bisher sind ausschlielich (f # 0)-Methoden umgesetzt. Verallgemeinert man die Implemen-
tierung hinsichtlich impliziter Zeitverfahren, so kann man den Komplex des Losens nicht-
linearer Gleichungen einbringen. In [Hartmann 04] wurde der [Giinther 04, Pogl 04] Ansatz
dimensionsgenerisch abstrahiert und auch umgesetzt. Mit dem Losen der Navier—Stokes Glei-
chungen im Vierdimensionalen er6ffnet sich ein nahezu unbearbeitetes Forschungsgebiet.

e Unpraktikabel waren Volldiskretisierungen bisher vor allem aufgrund der unbeherrschbaren
Freiheitsgradzahl. Ein substantieller Beitrag dieses Problem anzugehen, leistet mit Sicherheit
die Diinngittermethode [Bungartz 98]. Diese in den Spacetree-Ansatz zu integrieren scheint
naheliegend, ist aber bisher nicht geschehen.

e Die im Rahmen der Arbeit mit raumfiillenden Kurven entstandenen Programme leben mit
und leiden unter der Integration einer Vielzahl komplexer Techniken. So werden Traversie-
rung, implizite Gleichungssysteme, Mehrgittermethodik, additive Relaxationsverfahren und
vieles mehr in einem Code integriert. Die daraus resultierende Komplexitét auch nur ansatz-
weise in den Griff zu bekommen, erfordert auf Dauer eine ausgekliigelte Methodik, Abstrak-
tionseinsatz und die Unterstiitzung entsprechender Werkzeuge. Ein Ansatz hierzu liefert die
im Anhang vorgestellte Generierung weiter Teile des mathematischen Codes aus einer Com-
puteralgebra heraus. In diesem Kontext kann es sinnvoll sein, in [Chibisov 02, Chibisov 03]
entwickelte Verfahren bis zur Praxistauglichkeit zu erweitern.

Diese Liste ist beliebig erweiterbar, und man mag versucht sein, den Argentinier Ernesto Guevara
zu zitieren:

Seien wir realistisch, versuchen wir das Unmogliche.

Jedoch wurde das Sammelsurium an Ansatzpunkten ja bereits mit einer stattlichen Zahl an
Literaturverweisen versehen, so dass der Ausblick zwar eine Fiille von Aufgaben identifiziert, kein
Aspekt aber als unlosbar anzusehen ist.
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A Assemblierungsmatrizen

In 3.2 wurde die Berechnung des Konvektions- und Diffusionsterms F mittels einer schwachen
Formulierung aufgezeigt. Die zugehorigen lokalen Assemblierungsmatrizen fiir Elemente, wie sie
nach 4 zur Anwendung kommen, seien hier gegeben. Die manuelle Errechnung derselben erscheint
spétestens beim nichtlinearen Konvektionsteil als Fleilarbeit und kann einem Computeralgebra-
system — hier Maple — anvertraut werden. Dadurch ist auch die Moglichkeit gegeben, schnell die
Eigenschaften neuer Ansatzfunktionen zu evaluieren. Die Skripte sind in C zu finden. Die Idee, ein
Computeralgebrasystem zum Rapid Prototyping wissenschaftlicher Software zu verwenden und die
mathematische Modellierung mittels solcher Werkzeuge durchzufiihren, findet sich ausfiihrlicher in
[Chibisov 02, Chibisov 03] und wird in [Ganzha 01/1, Ganzha 01/2] in die Richtung Computer
Aided Software Engineering erweitert.

Die Moglichkeit zur Validierung der Maple-Ausgaben ergibt sich durch Validierung der Assem-
blierungsmatrizen fiir bilineare Elemente z.B. gegen die in [Gresho 98] angegebenen. Dabei ver-
wendet [Gresho 98] jedoch eine Nummerierung entgegen dem Uhrzeigersinn, wie sie auf Seite 48
beschrieben ist. In dieser Arbeit kommt jedoch konsequent die lexikographische Nummerierung zur
Anwendung, wobei erst die Komponenten in der ersten Dimensionsrichtung, dann die der zweiten
Richtung gelistet werden. Wie in der gesamten Arbeit stellt D den Diffusionsterm dar, C' den nicht-
linearen Konvektionsterm und Q schlieBlich die Massenmatrix!. Alle Matrizen sind elementweise
auf dem Referenzelement V' gegeben:

Qlocal S R8><8
Dlocal € R8><8
CVlocu,l (u) S R8X8

Zu jeder elementweisen Massenmatrix £2ocq; ist die Massenmatrix Qiumped,iocal gegeben, die iiber
mass lumping hergeleitet worden ist. Man konsultiere hierzu auch Seite 52.

A.1 Darstellung des nichtlinearen Terms

Mittels der schwachen Formulierung lédsst sich der konvektive Teil auf ein Gleichungssystem der
Form C(u)u zuriickfithren, wobei die Matrix C selbst von v abhéngt. In der hier vorliegenden Arbeit
komme folgender Formalismus zum Einsatz, der die Zeilen der Matrix-Vektor-Multiplikation auf
eine Bilinearform zuriickfiihrt.

uT01 Cl
T
u” Cy | Co T
CVlocu,l (U)U = uU=:u u=1u Clocalu
uTCg Cg

IMan beachte, dass Q mit h2 zu skalieren ist, wihrend bei C ein h als Skalierung eingeht, D im Zweidimensionalen
jedoch frei von h-Abhéngigkeiten ist.
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Abbildung A.1: Die konkurrierenden Ausrichtungen der Konvektionsmatrizen C;. Die Besetztheits-
struktur ist fiir bilineare Elemente und 1 < j < 4 spezifiziert.

C; € R¥™®  vje{l,...,8}
= Cl wl € R8*8><8 — R64X8

Betrachtet man in 4.1.2 die Form des Konvektionsterms, so fillt auf, dass die Darstellung nicht
eindeutig ist. Aufgrund der Eigenschaft

uTC’ju =z=a' = uTCJTu

ist die Notation noch festzulegen, d.h. ob die Indices 7,k jeweils Zeilen oder Spalten indizieren
(sieche Abbildung A.1). In dieser Arbeit kommt konsequent die ik-Notation der linken Abbildung
zur Verwendung.

A.2 Bilineare Ansatzfunktionen

Die folgenden lokalen Assemblierungsmatrizen entstammen der Arbeit mit bilinearen Geschwin-
digkeitselementen. Damit konnen sie — wie bereits erwiihnt — gegen [Gresho 98] validiert wer-
den. Praktisch angewandt werden sie u.a. in [Neckel 05]. Da vektorielle n-lineare Elemente durch
einfachen Tensorproduktansatz skalarer n-linearer Elemente erzeugt werden, entkoppeln sich die
Geschwindigkeitsanteile und die Matrizen lassen sich mit der Konvention

Q0 11 1 1 1
roa = A Qume ocal — = o TS on ) :_.7
focal 0 Q} tumped.local (9+18+18+36) id =7 i
Diocar  =: 10) l%} und
T C o
Clocal = 0 é:|

kompakt darstellen:

2/3 —1/6 —1/6 —1/3
~-1/6  2/3 -1/3 -1/6
-1/6 —1/3 2/3 —1/6
-1/3 —1/6 —1/6 2/3

b:
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A.2 Bilineare Ansatzfunktionen

T —1/12 1/12 —1/36  1/36 7

—1/24 1/24 -4 .
—1/36 1/36 —1/36 1/36
_ L L _ L L

72 72 72 72

112 1/36 —1/12 —1/36
1/36  1/36 —1/36 —1/36

/24 & -1/24 -4
L s
72 72 72 72

-1/24 1/24 —-% =
-1/12 1/12 -1/36 1/36
B . L

72 72 72 72

~1/36 1/36 —1/36 1/36
1/36  1/36 —1/36 —1/36
1/36  1/12 —1/36 —1/12

1/9 1/18 1/18 1/36 L L oL L

R 1/18 1/9 1/36 1/18 R = 1/24 -5 —1/24
Y1 as uss 10 18 =1 s s 136 1/36
1/36 1/18 1/18 1/9 e e & L
—-1/36 1/36 —1/12 1/12

-5 & —1/24 1/

/24 & -1/24 -4

mom Tm w

112 1/36 —1/12 —1/36
1/36  1/36 —1/36 —1/36

S S S 1
72 72 72 72

—-1/36 1/36 —1/36 1/36

-5 & —1/24 1/

—-1/36 1/36 —1/12 1/12

1 1 1 1
72 72 72 72
1 1

75 1/24 — 75 —-1/24

1/36  1/36 —1/36 —1/36
1/36  1/12 —1/36 —1/12
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A Assemblierungsmatrizen

A.3 Kontinuitdatserhaltende Ansatzfunktionen

Die folgenden Matrizen treten wihrend der Arbeit mit den in [Blanke 04] entwickelten Elemente
auf. Aufgrund der Kopplung des Vertikal- und Horizontalanteils sind die lokalen Assemblierungs-
matrizen i.A. irreduzibel. Ein Ausnahme bildet der Diffusionsanteil. Man beachte die interessante
Tatsache, dass sich hier als FE-Stern der standard 5-Punkte-Stern fiir den Laplace—Operator er-
gibt [Blanke 04]. Im Rahmen der kontinuitétserhaltenden Ansatzfunktionen fithre man die Notation

¢ C
Crocat = |: 2! .2 :|

Cy Ci

N C’l: G, e R34
zur kompakteren Darstellung ein. Abermals ergibt sich aufgrund der Spiegelungs— /Symmetrieei-
genschaften der Ansatzfunktionen eine Blocksymmetrie der lokalen Assemblierungsmatrizen. Die

zu erwartende Symmetrie der Massen— und Diffusionsmatrix ist zu beobachten. Allerdings sind die
Diagonalblocke aller Matrizen im Gegensatz zu den bilinearen Elementen eben keine Nullmatrizen.

1/8 1/24 1/24 1/24 —1/24 0O 0 —1/24
1/24  1/8 1/24 1/24 0 1/24 1/24 0
1/24  1/24 1/8 1/24 0 1/24 1/24 0
1/24  1/24 1/24  1/8 —1/24 0 0 —1/24
tocat = ~1/24 0 0 —1/24 1/8 1/24 1/24 1/24
0 1/24 1/24 0 124 1/8 1/24  1/24
0 1/24 1/24 0 124 1/24 1/8  1/24
| —1/24 0 0 —1/24 1/24 1/24 1/24 1/8 |
Qiumped,local = i id
1 -1/2 -1/2 0 0 0 0 0
~1/2 1 0 -1/2 0 0 0 0
~1/2 0 1 -1/2 0 0 0 0
0 -1/2 -1/2 1 0 0 0 0
Diocar =
0 0 0 0 1 -1/2 -1/2 0
0 0 0 0 -1/2 1 0o -1/2
0 0 0 0 -1/2 0 1 —1/2
L0 0 0 0 o -1/2 -1/2 1 |
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1/36
1/36
~1/18

~1/36
1/24
1/36

1/36
—1/24

~1/36
~1/36
1/18
72
72
1/36
~1/36
~1/36

—1/24

L
72

0
1/36
1/24

1/24

1/36
72
—1/24
—1/36

~1/36
1/36
1/36

1/24

~1/36

~1/18
1/36

A.3 Kontinuitétserhaltende Ansatzfunktionen

~1/36

o)
~1/36

72
1/36

~1/36

1/36
1/36

1/24

T2

~1/36

| —1/24

1/36
~1/36

1/36  —1/24 7
= 0
1/36  —1/36
= m
—-1/36  1/24
0 1/36
1/36 0
0 1/36
o %
—1/24  1/36

-1/36 &
—-1/36  1/36
-1/36 0
—1/24  1/36
-1/36 0
0  —1/36
= 0
_ 7_12 0
L -1/36
-2 1/36
- 712 B 712
1 1

1/36 —=
-1/36 &

1 1

72 72

L 1

72 72
1/36  —=5
1/36  —% |
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B Matrizen fir Multilevelverfahren

Der Interpolationsoperator P, auf den augmentierten Elementen wurde im Hauptteil der Arbeit
bereits prasentiert. Fiir den zugehorige Interpolationsoperator Py jedoch gebietet es sich schon
alleine aufgrund dessen Dimension Py € R%*12 diesen aus dem Hauptteil herauszulosen. Aus
Vollstindigkeitsgriinden sei er hier im Anhang platziert. Dabei wird er nach der Konvention

P,

— . P2
Py

W =

Py

aufgespaltet. Abermals kam das Computer Algebra System Maple zum Einsatz, um die Matri-

xeintrage zu generieren. Grundidee bei diesem generativen Ansatz ist es, iiber das geometrische
Element ein ,,virtuelles” Gitter der Gitterweite % zu legen. Jedem Punkt dieses virtuellen Git-

ters werden zwei Freiheitsgrade zugeordnet, woraus die imposante Zeilenzahl der Matrix von 98
resultiert.

* " *
| |
[=} L] L] o
I I
o R B B S e B Grobgitterdruckgradient
® vektorieller Feingitterdruckgradient
= ® . = ® Feingitterdruckgradient
(nur x1 oder x2 Komponente)
| | 2 rein ,virtueller' Feingitterdruckgradient
- - = - — & - —m - — - ¥
I I
[=} L] L] o
I I
C + - L

Abbildung B.1: Generierung der Interpolationsmatrix Py unter Verwendung eines virtuellen Fein-
gitters.

Die Nummerierung erfolgt lexikographisch, wobei jeder Gradiententupel sofort linearisiert wird.
Der erste Eintrag der Matrizen bezieht sich also auf die z1—Komponente des linken oberen Knotens,
der zweite Eintrag auf die xzo—Komponente. Abbildung B.1 zeigt den verwendeten Ansatz. Die
resultierende Matrix ist diinnbesetzt, verwendet man die Konvention L +— 0.
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B Matrizen fiir Multilevelverfahren

300 0 0 0 O0 O0 O
0 300 0 0 O0 OO
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 21 0 0 0 O0 O0 O
300 0 0 0 0 0 O
012 0 0 0 O0 OO
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 3 00 O0O0O0O0
0 00 3.0 0 000
0 0 2 01 0 0 0O
0 0 000 0O 0 00O
0 01 02 0O0O0O0
0 00300 000
0 0 0 0 3 0 0 0O
. 2 0 0 0 0 0 0 0 O
P =
0 0 00O O 0 00O
0 0 0 0 0 0 O0 O0 O
0 0 00O O 0 0O
2 0 0 0 0 0 0 0O
0 0 000 0O 0 00O
0 0 0 0 0 0 O0 O0 O
0 0 000 0O 0 0O
0 00201000
0 0 0 0 0 0 O0 O0 O
0 0000 0O 0 O0O0
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 00201000
0 0 0 0 0 0 0 0 O
10 0 000 0 0O
L0 3 0 0 0 0 0 0 O
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C Maple Skripte

C.1

>
>
>

C.1.1 Definition der Ansatzfunktionen:

vV VVVYV

Die Elementmatrizen

restart:

with(LinearAlgebra) :

with(plots):

Definiere eine (Element-)Ansatzfunktion, die 1 auf (0,0) ist, auf den anderen
drei Punkten jedoch keine Werte annimmt. Dabei wird die Konstruktion der
anderen sieben Ansatzfunktionen spaeter auf diese zurueckgefuehrt,

indem entweder entsprechende Drehungen ausgefuehrt werden
oder die Komponenten permutiert werden.

Bilineare Ansatzfunktionen:

VVVYVYVYVYV

VVVVVVVVVVYVVYVYV

VVVVVVVVVVYV

h:=1;

phiX1:=(x1,x2)->piecewise(

x1<=0 or x2<=0 or x1>=h or x2>=h, O,
(1-(x1/h))*(1-(x2/h))
) .

phiX2:=(x1,x2)->0;

K:=8:

Nun werden ausgehend von der ’Basisansatzfunktion’ alle anderen
Ansatzfunktionen erstellt. Die Ansatzfunktionen 1 bis 4 dienen der

ersten Komponente, 5 bis 8 behandeln die zweite

Geschwindigkeitskomponente. Folglich sind 5 bis 8 durch Permutation
der Komponenten auf 1 bis 4 zurueckzufuehren. Die Nummerierung

der Freiheitsgrade entspricht der lexikographischen Ordnung.

phil1]
phil[2]
phi[3]
phi[4]
phi[5]
phil[6]
phil[7]
phil[8]

Diese Umnummerierung entspricht der Gresho-Sani-Notation und darf
nicht verwendet werden, falls man die errechneten Matrizen in das Programm
integriert. Sie dienen ausschliesslich der manuellen Verifikation.

phi[1]
phi[2]
phil[3]
phil[4]
phi[5]
phi[6]
phil[7]
phil[8]

(x1,x2)->
(x1,x2)->
(x1,x2)->
(x1,x2)->
(x1,x2)->
(x1,x2)->

= (x1,x2)->

(x1,x2)->

= (x1,x2)—>

= (x1,x2)—>

= (x1,x2)—>
= (x1,x2)—>
= (x1,x2)—>
= (x1,x2)—>
= (x1,x2)—>

(x1,x2)->

<

<
<
<
<
<
<
<

<

<
<
<
<
<
<
<

phiX1(x1,1-x2),
phiX1(1-x1,1-x2),
phiX1(x1,x2),
phiX1(1-x1,x2),
phiX2(x1,1-x2),
phiX2(1-x1,1-x2),
phiX2(x1,x2),
phiX2(1-x1,x2),

phiX1(x1,x2),
phiX1(1-x1,x2),
phiX1(1-x1,1-x2),
phiX1(x1,1-x2),
phiX2(x1,x2),
phiX2(1-x1,x2),
phiX2(1-x1,1-x2),
phiX2(x1,1-x2),

phiX2(x1,1-x2) >:
phiX2(1-x1,1-x2) >:
phiX2(x1,x2) >:
phiX2(1-x1,x2) >:
phiX1(x1,1-x2) >:
phiX1(1-x1,1-x2) >:
phiX1(x1,x2) >:
phiX1(1-x1,x2) >:

phiX2(x1,x2) >:
phiX2(1-x1,x2) >:
phiX2(1-x1,1-x2) >:
phiX2(x1,1-x2) >:
phiX1(x1,x2) >:
phiX1(1-x1,x2) >:
phiX1(1-x1,1-x2) >:
phiX1(x1,1-x2) >:
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C Maple Skripte

Kontinuitaetserhaltende Ansatzfunktionen:

>

VVV VVV VVVVVVVVVVYV VVVVVVVVVVVVVYVVVYV

h:=1:

K:=8:

phiX1:=(x1,x2)->piecewise(

x1<=0 or x2<=0 or x1>=h or x2>=h, O,

x1>=x2 and x1<=h-x2, 1-1/h*x1-1/(2xh)*x2,

x1>=x2 and x1>=h-x2, 0.5-1/(2%h)*x1,

x1<=x2 and x1>=h-x2, 0.5-1/(2%h)*x2,

x1<=x2 and x1<=h-x2, 1-1/(2xh)*x1-1/h*x2,

-1

):

phiX2:=(x1,x2)->piecewise(

x1<=0 or x2<=0 or x1>=h or x2>=h, O,

x1>=x2 and x1<=h-x2, x2/(2%h),

x1>=x2 and x1>=h-x2, 0.5-x1/(2%h),

x1<=x2 and x1>=h-x2, 0.5-x2/(2%h),

x1<=x2 and x1<=h-x2, x1/(2%h),

-1

):

Analog zu den bilinearen Ansatzfunktionen werden die
neuen Ansatzfunktionen zusammengebastelt. Allerdings ist
die Negation in den phiX2 Komponenten zu beachten!

phil1] := (x1,x2)-> < phiX1(x1,1-x2), -phiX2(x1,1-x2) >:
phi[2] := (x1,x2)-> < phiX1(1-x1,1-x2), phiX2(1-x1,1-x2) >:
phil[3] := (x1,x2)-> < phiX1(x1,x2), phiX2(x1,x2) >:
phil4] := (x1,x2)-> < phiX1(1-x1,x2), -phiX2(1-x1,x2) >:
phi[5] := (x1,x2)-> < -phiX2(x1,1-x2), phiX1(x1,1-x2) >:
phil6] := (x1,x2)-> < phiX2(1-x1,1-x2), phiX1(1-x1,1-x2) >:
phil[7] := (x1,x2)-> < phiX2(x1,x2), phiX1(x1,x2) >:
phil[8] := (x1,x2)-> < -phiX2(1-x1,x2), phiX1(1-x1,x2) >:
Gibt die Grundfunktionen aus:

phiX1(x1,x2);

phiX2(x1,x2);

Plottet die Grundfunktionen:
plot3d(phiX1(x1,x2),x1=-0.5..1.5,x2=-0.5..1.5,axes=boxed) ;
plot3d(phiX2(x1,x2),x1=-0.5..1.5,x2=-0.5..1.5,axes=boxed) ;

C.1.2 Berechnung der Assemblierungsmatrizen:
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Berechnung der lokalen Assemblierungsmatrix. Die Berechnungsvorschrift
gestaltet sich recht komplex, weil die Gebietsunterteilung manuell
erfolgen muss. Andernfalls kann Maple das piecewise nicht auswerten.

Wir teilen das Quadrat in vier Dreiecke und integrieren in je zwei Zeilen
ueber diese Dreiecke. Dabei beginnen wir mit dem unten liegenden

und gehen im Uhrzeigersinn vor.

integrate := proc(T)

int( int( T, x2=0..x1 ), x1=0..0.5) +
int( int( T, x2=0..1-x1 ), x1=0.5..1) +
int( int( T, x1=0..x2 ), x2=0..0.5) +
int( int( T, x1=0..1-x2 ), x2=0.5..1) +
int( int( T, x2=1-x1..1 ), x1=0..0.5) +
int( int( T, x2=x1..1 ), x1=0.5..1) +
int( int( T, x1=1-x2..1 ), x2=0..0.5) +
int( int( T, x1=x2..1 ), x2=0.5..1);
end proc:

for j from 1 to K do
for i from 1 to K do

tempOmega := phi[i] (x1,x2) [1]1*phi[j] (x1,x2) [1] + phil[i] (x1,x2) [2]*phi[j](x1,x2)[2];
matrixOmegalj,i] := integrate(tempOmega) ;

end do;

end do;



VVVVVVVVYV

VVVVVVVVVYVYVYV

vV V V V

>
>

C.2 Die Multileveloperatoren

for j from 1 to K do

for i from 1 to K do

tempD := diff(phili] (x1,x2) [1],x1)*diff (phi[j] (x1,x2) [1],x1)
+ diff (phil[i] (x1,x2) [1],x2) *diff (phi[j] (x1,x2) [1],%x2)

+ diff (phil[i] (x1,x2) [2],x1) *diff (phi[j] (x1,x2) [2],x1)

+ diff(phil[i] (x1,x2)[2],x2)*diff (phil[j](x1,x2)[2],x2);
matrixD[j,i] := integrate (tempD) ;

end do;

end do;

Die Konvektionsmatrix:

for j from 1 to K do

for 1 from 1 to K do

for k from 1 to K do

tempC := phi[l](x1,x2)[1] * diff( philk](x1,x2)[1],x1 )* phi[j](x1,x2) [1]
+ phi[1] (x1,x2)[2] * diff( philk](x1,x2)[1],x2 )* phil[j](x1,x2) [1]
+ phi[1](x1,x2) [1] * diff( phi[k](x1,x2)[2],x1 )* phil[j](x1,x2)[2]
+ phi[1](x1,x2)[2] * diff( phi[k](x1,x2)[2],x2 )* phil[j](x1,x2)[2];
matrixC[(j-1)*K+1,k] := integrate(tempC);

end do;

end do;

end do;

Ausgabe der Matrizen:
Matrix(K,matrixOmega) ;
Matrix(K,matrixD) ;

Matrix (K*K,K,matrixC) ;

Die Multileveloperatoren

restart:
with(LinearAlgebra) :

Berechnet die Eintraege fuer die Interpolationsmatrix. Dabei wird ein virtuelles Gitter ueber die Stan-
dardzelle mit einer Unterteilungsstufe gelegt, dessen Schrittweite gerade 1/6 ist. Jedem virtuellen Git-
terpunkt werden zwei Freiheitsgrade (x1, x2-Richtung) assoziiert. Diese zu grosse Matrix muss im
Programm natuerlich wiederreduziert werden.

VVVVVVVYV

restart:
number0fRows := 7*7%2;
number0fCols := 12;

for row from 1 to numberOfRows do
for col from 1 to number0OfCols do
interpolationMatrix[row,col] := 0.0;
end do;

end do;

119



C Maple Skripte

120

V V VVVVVVVVVVVVYV VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYV

Interpoliert den xl-Gradienten auf dem Element B, wenn man index10 auf den

Gradientenindex der rechten Kante setzt und indexll auf den den x1-Gradienten

auf der rechten oberen Ecke des Vaterelements.
startIndex, directionX, directionY )

interpolateXlonB := proc( index10, index11l,
global interpolationMatrix;
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
end proc:

interpolateX2onD := proc( index00, index10,
global interpolationMatrix;
interpolationMatrix[startIndex+directionX*0
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*4
interpolationMatrix[startIndex+directionX*4
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
interpolationMatrix[startIndex+directionX*0
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*2
interpolationMatrix[startIndex+directionX*4
interpolationMatrix[startIndex+directionX*4
interpolationMatrix[startIndex+directionX*6
end proc:

interpolateXionB( 1, 12, 7+14%3, -1, -1):
interpolateXlonB( 4, 6, 7+14x%3, 1, -1):
interpolateXlonB( 7, 6, 7+14%3, 1, 1):
interpolateXlonB( 10, 12, 7+14%3, -1, 1):
interpolateX2onD( 3, 2, 7+14*3+1, -1, -1):
interpolateX2onD( 3, 5, 7+14*3+1, 1, -1):
interpolateX2onD( 9, 11, 7+14*3+1, -1, 1):
interpolateX2onD( 9, 8, 7+14*3+1, 1, 1):

for row from 1 to numberOfRows do

for col from 1 to number0fCols do
scaledInterpolationMatrix[row,col] :=
end do;

end do;

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

directionY*14%0,
directionY*14x%0,
directionY*14x*1,
directionY*14x*1,
directionY*14%1,
directionY*14%1,
directionY*14x%2,
directionY*14x%2,
directionY*14x%2,
directionY*14%*2,
directionY*14%*3,
directionY*14%*3,

index11]
index11]
index11]
index10]
index11]
index10]
index11]
index10]
index11]
index10]
index10]
index10]

PR NRERNNRRNNRNDE -

.0;

.0;

.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/
.0;
.0;

startIndex, directionX, directionY )

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

directionY*14%1,
directionY*14%1,
directionY*14x*1,
directionY*14x*1,
directionY*14x*1,
directionY*14%1,
directionY*14%3,
directionY*14x%3,
directionY*14x%3,
directionY*14x%3,
directionY*14%3,
directionY*14%*3,

#x1
#x1
#x1
#x1
#x2
#x2
#x2
#x2

Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element
Element

auf
auf
auf
auf
auf
auf
auf
auf

aoawr=0QwWi=

Matrix (numberOfRows ,number0fCols,scaledInterpolationMatrix) ;

Matrix (numberOfRows,number0fCols, interpolationMatrix) ;

index00]
index00]
index10]
index00]
index10]
index10]
index00]
index00]
index10]
index00]
index10]
index10]
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.0;

.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/
.0;
.0;
.0/3.
.0/3.
.0/3.
.0/
.0;

round (interpolationMatrix[row,col] * 3.0);
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D A Cache-aware Multigrid Navier-Stokes
Solver

Der folgende Anhang beinhaltet ein Paper, das am 13.1.2005 anlésslich der Twelth Copper Mou-
tain Conference On Multigrid Methods unter dem Titel A Cache-aware Multigrid Navier-Stokes
Solver eingereicht wurde. Er umfasst den kompletten Artikel und fasst damit den Inhalt dieser Ar-
beit nochmals kompakt in Englischer Sprache zusammen, wurde jedoch passend zu dieser Arbeit
umformatiert und verwendet aus Konsistenzgriinden das hiesige Literaturverzeichnis.

Aufgrund der geforderten Maximalseitenzahl von zehn Seiten wurden freilich nur einige im Rah-
men dieser Veranstaltung interessante Aspekte beleuchtet, jedoch nicht niher ausgefiihrt. Insbeson-
dere sind die interessanten Mehrgitterimplementierungsdetails, die Darstellung der augmentierten
[Blanke 04]-Elemente und die Behandlung allgemeiner 6—Methoden nicht Gegenstand der Abhand-
lung.

Man beachte, dass sich bei der Darstellung der Poisson—Gleichung ein Vorzeichenfehler unter-
laufen ist. Auch weitere Inkonsistenzen mit einigen in der Arbeit dargestellten Fakten ist nich
auszuschliefen — schliefflich befanden sich sowohl Implementierung als auch schriftliche Ausarbei-
tung noch in relativ frithen Phasen als dieses Schriftstiick verfasst worden ist. Trotz Fehlen einer
errata-Liste sollte der Anhang doch einen guten Uberblick fiir den Leser mit wenig Zeit liefern.

D.1 Abstract

Sophisticated numerical algorithms like multigrid techniques on adaptive grids require hierarchical
multilevel data, which are commonly organized in tree structures. The resulting non—locality of
interconnections between data causes jumps in the memory space during the run of the algorithm.
This makes an efficient usage of cache-hierarchies and prefetching algorithms impossible. In this
paper, we present a Navier—Stokes solver using an additive multigrid algorithm for the pressure
equation resulting from Chorin’s projection method. We achieve a very high cache—efliciency by the
construction of particular linear data structures based on the concepts of spacefilling curves and
space—trees. In fact, we can avoid memory jumps completely and, in addition, we get along with only
two bits per degree of freedom for administrational information — one for the geometry description
and one for the description of the refinement structure. Last but not least new velocity elements are
introduced that fulfill the side condition (incompressiblity) pointwise. Thus, the algorithm becomes
energy and momentum preserving in terms of spatial discretization.

D.2 Introduction

The aim of this paper is to develop a stable and — both in terms of numerical methods and
hardware usage — efficient algorithm to solve the Navier-Stokes equations

1
O+ (uV)u — EA’U, +Vp = 0, (D.1)
divu = 0 (D.2)
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D A Cache-aware Multigrid Navier-Stokes Solver

for incompressible flows in two dimensions. To achieve this, we use a special Finite-Element dis-
cretization of the momentum equation enabling us to satisfy the continuity equation pointwise
and to preserve energy and momentum. We combine it with a sophisticated algorithm and data
structure allowing a very efficient implementation of multigrid methods on adaptive grids.

In more detail, we use Chorins projection method [Chorin 68] combined with an explicit Euler
step for simplicity. The explicit Euler step can easily be replaced by more accurate explicit time
steps [Emans 03]. This approach leads to a sequence of decoupled PDEs where one is able to
calculate the pressure explicitly at any time step.

Our new continuity preserving shape functions for the Finite-Element discretization of the spa-
tial derivatives of the momentum equation enable us to fulfill the continuity equation pointwise.
Together with the duality of the discrete gradient and divergence operators this leads to a sta-
ble, both energy and momentum preserving system in terms of spatial discretization. Because our
discrete solution fulfills the continuous continuity equation exactly, convergence theory is much
simpler and does not use the theory of mixed finite element. One can easily observe that a discrete
solution in the vicinity of the exact solution exists. Applying Ceas lemma one gets error bounds
for the discrete Galerkin solution.

To solve the Poisson equation for the pressure in each time step, we use a multigrid scheme
implemented in a very efficient manner in terms of storage usage and access. Hereby, efficiency
is achieved by using linear data structures with locally deterministic access. Thus, in contrast to
many other approaches, we end up with an algorithm which is highly efficient both in terms of
numerics and in terms of hardware usage.

Section D.3 shortly describes the essentials of the grid used, the location of data within the
grid and the traversion order of the grid cells. In section D.4, we define our continuity preserving
Finite-Element basis functions. The discretization of the pressure equation and the ingredients of
the multigrid algorithm are described in D.5. Finally, we give some results for the driven—cavity
scenario.

D.3 Space—Trees, Cell-oriented Operator Evaluation and a
Cache—aware Hierarchical Domain Traversion

N
e
RN

Abbildung D.1: The Peano space filling curve used for the traversion of the spacetree grid. The
right picture indicates the processing order of some selected vertices.
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D.3 Space—Trees, Cell-oriented Operator Evaluation and a Cache—aware Hierarchical Domain Traversion

The algorithmic concept of this paper is based on the interplay of spacefilling curves and
space—tree discretizations of a quadratic domain [Frank 00, Sagan 94]. Thus, the computational
domain is embedded into the unit square and the grid is created by recursive decomposition of
each cell (square) into nine subcells. The refinement rules depend on the geometry and numerical
requirements. This allows the construction of very flexible adaptive grids without loosing the
structuredness of the grid.

During our computation, we process the grid cell-wise and perform a cell-wise operator evalua-
tion [Braess 02]. Hereby, the velocity degrees of freedom are located on the cells vertices and the
cells edges (see figure D.2). Thus, we have to establish an algorithm that accesses the vertex and
edge data of the cells from suitable data structures in a very efficient way. The first ingredient of
such an algorithm is the definition of a traversion order of the cells:

Using a structured grid as defined above, one is able to traverse the grid along the correspon-
ding approximative polygon of the Peano curve [Sagan 94] — a space—filling curve. The recursive
definition of the space—filling curve induces an unique ordering of grid cells for adaptive space—tree
grids in a top—down—depth—first manner. Figure D.1 shows an example for a regular grid with the
fitting Peano polygon.

ﬁxlp/xg

T

Abbildung D.2: Arrangement of the degrees of freedom per grid cell for both velocity, pressure and
pressure derivatives.

If we now examine the order vertex data are used during our traversion, we observe a property
which will be fundamental for the construction of our data structures: Let C; be the order the
vertices are passed by the curve for the first time. C» is the order the vertices are passed for the
second time. Then x1 £1 x2 < x1 ds x2 holds. Thus, we can store all data on stacks which mirror
the resulting requirements: put data on top of a stack after using it for the first time, pop data
of the stack when it is needed for the second time. On a regular grid, one is able to split up all
the vertices of the grid into two classes — half of the vertices are on the left hand side, the others
are on the right hand side of the Peano curve. If we handle nodal data only, one can easily see
that in this case it is sufficient to use two stacks representing this two classes of points. Stacks
are cache—efficient due to the inherent local memory access. Furthermore, we can show that if we
use stacks, the storage of further administrational information like pointers to neighbors and/or
subsequent points is obsolete.

In [Giinther 04, P6gl 04, Krahnke 04], it was shown that this principle can be generalized to
adaptive grids with hierarchical data (generating systems) [Griebel 92] suited for sophisticated
multigrid algorithms. The number of stacks is small and independent of the mesh refinement
depth. [Hartmann 04] has developed a dimension—generic algorithm. Furthermore [Langlotz 04/2]
shows some applications of this concept adding parallel programming, adaptivity and extrapolation
techniques. [Giinther 04, Langlotz 04/2] have proven that such an algorithm ends up with only 10
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D A Cache-aware Multigrid Navier-Stokes Solver

percent more cache-misses than absolutely inevitable in a code which does not make explicit use
of a prefetching strategy. [Pogl 04] and [Hartmann 04] have shown that this holds for arbitrary
dimensions, too.

D.4 Shape Functions Preserving Continuity

Solving both the momentum (D.1) and the continuity equation (D.2) in a weak formulation, the
FEM minimizing problem requires an extended theory for mixed elements [Braess 02, Gresho 98].
In contrast to this, we eliminate all complications induced by the side condition by solving it
exactly (pointwise). For this, we approximate the velocity space in a very special way:

Let T be a domain discretization, where every geometric element V € T is a square. Then, there
is a collocated ansatzspace U such that

Muy, = / divupde=0 VWeT <& divu,=0 almost everywhere (D.3)
1%

holds for all uy € U.

As shown in [Gresho 98], this is the precondition for both energy and momentum conservation
with respect to space discretizations!. Such an ansatzspace with square support for the velocity
was presented in [Blanke 04] and extended in [Weinzierl 05]. It was also used in a more complicated
setting in [Emans 03]. Figure D.3 shows the two components of one basis function. The idea is to
subdivide the support into triangles and couple the two velocity components. On each triangle, the
shape function is linear. The "hat” ¢ connecting each velocity component with its own coefficients
has the value 1 at the associated grid point, i at the midpoints of the adjacent cells and 0 at all
other grid points. The coupling function ¢ connecting each velocity component with the coefficients
of the other component has the values :i:% at the midpoints of the adjacent cells and 0 at all other
grid points. Thus we get the basis representation

(o) =m0 )me(5)

To avoid a decomposition of cells in a checkerboard pattern, we had to introduce additional degrees
of freedom at the cells edges (see figure D.2). The corresponding additional basis functions are gene-
rated by scaling and translation of the ones described above. To describe the complete ansatzspace
is a very technical task exceeding the extent of this paper. For more details see [Weinzierl 05].

We note here in addition that the nonstaggered arrangement of the velocity components is
sometimes critizized because it may produce the so called checkerboard instability. But this happens
only if the Dirichlet boundary conditions are not introduced in a consistent way. If the boundary
conditions are chosen appropriately, this instability is avoided easily.

D.5 The Pressure Equation

According to Chorins projection method with an explicit Euler step, we use the pressure p to
achieve a solenoidal solution at time ¢ + 7. Using a FEM approach, equation (D.1) becomes

1

QuEIHT) = ng) + 7 (R
e

Dug) — C(ug))ug)) —TQVp. (D.4)

=:b

IThe development of an optimal time discretization is not content of this work. Thus, conservation of energy and
momentum holds only for 7 — 0, but for any grid width!
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D.5 The Pressure Equation

(0,0) (0,0) (0,0)

(33)

(1,0)

(0,0) (0,0)

(0,0) 0,0 0.0)

Abbildung D.3: The original velocity shape function presented in [Blanke 04].

Here, Q2 denotes the mass matrix, D and C(u) are the discrete diffusion and the convection operator
and V), is the discrete gradient. Considering the equivalence given by (D.3) and the duality of
divergence and gradient (2V = MT), the continuity equation (D.2) becomes

1
divu™) =0 & MVyp=-MQ'b (D.5)
T

1
& MQ'*MTp==-MQ'b, (D.6)
T

resulting in a staggered pressure grid?. Such a pressure layout is energy preserving and stable with
respect to checkerboard patterns [Trottenberg 00, Verstappen 01]. In (D.6) we used the duality of
divergence and gradient operator, which is, in fact, again a precondition for energy and momentum
conservation [Verstappen 01]. The entries of the discrete divergence operator M can easily be
calculated using the Gauss integral theorem and are given in figure D.4.

aﬂ.‘lp aamp alzp aﬂp azzf)
h

h 2 h

4 4
O, O, p

1 it +
_k _h
4 h 4
. < 2

81‘11’ O, P Oy 81210 8x2p

Abbildung D.4: Stencil M|y on a micro cell V divided up into z; and x2 contributions. Matrix M
is composed by all M|y .

2We interprete the pressure being a staggered spline function space.
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D.5.1 The Fine Grid Relaxation Scheme

To implement a relaxation method for the pressure, we have to integrate both the storage scheme of
the pressure (cell-wise) and the evaluation of the discrete operator M Q=1 M7 into our algorithmic
concept based on stacks and cell-wise operator evaluation. Since the pressure values are visited
in a strict linear order, it is sufficient to add one additional stack for the pressure. In contrast,
the evaluation of the operator turns out to be a litte more complex for the operator offends the
locality property, as for the direct evaluation of MQ~'M7T we would have the pressure values of
the neighbouring cells.

To prevent this, it is a good idea to store the gradients of the pressure, too, which are located
at the cell vertices and edges analog to the location of the velocity values. A relaxation smoother
for this equation system can be formalized as

p*t) = p®) 4w diag™! (EMQ_lb - MQ_lMTp(k))
T
= p® 4w diag™! res, (D.7)

where diag is the diagonal entry of MQ~'M7T. Assume that we start with actual values of p and
Vp, and %Q_lb is given. Then, one iteration of our relaxation method can be decomposed into
three steps:

e Evaluate resy = %MVQ_lb — My Vptk) (completed when leaving the cell),

1

e change pressure within cell p*+1) = p®) 4o diag=! resy ( completed when leaving the cell)

and finally

e update pressure gradients Vp¥+1) = vpk) —|—Q(,1 ML w diag™ resy. (Accumulation process
over adjacent cells. Vp*+1) completed when leaving the last adjacent cell.)

Here )y is the lumped mass matrix. Since the pressure gradient is updated after each correc-
tion step immediately, this algorithm equals a Gauss-Seidel smoother and is therefore faster than
[Giinther 04, Hartmann 04, Pogl 04]. The drawback compared to collocated Jacobi-smoothers is
the number of variables to be stored per pressure degree of freedom.

Figure D.6 shows the performance of a SOR Gauss—Seidel smoother for different relaxation fac-
tors (see also D.6). For further information on boundary conditions and actual values for w, diag ™!,

etc see [Gresho 98, Neckel 05, Weinzierl 05].

D.5.2 The Coarse Grid Correction

The aim of the following chapter is to develop a Galerkin multigrid algorithm for the pressure
Poisson equation. Since we are solving a time-dependent problem, the main focus is on reducing
low frequency error components fast as they are changing more substantially in each time step
than the high frequency components. This can be done using a multigrid approach. Due to our
stack concept, the implementation of a multigrid algorithm does not cause any loss of hardware
efficiency.

In this paper, all hierarchical values (coefficients of the generating system) and operators are
denoted with a hat. The concept of hierarchical generating systems [Griebel 92] fits the concept
of space—trees and top—down-depth—first tree traversion in a very natural way. We introduced a
generating system for the pressure, whereas the velocity is given on the fine grid only3.

3Future work will concentrate on multilevel representation of the velocities
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D.6 Results and Conclusion

AR N
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Abbildung D.5: A residual on the micro cell marked would affect the macro cell residual on the
left side. This cell is not "available” ascending the space—tree.

Since for the fine grid smoother the nodal pressure gradient has to be computed, let’s assume
the hierarchical gradient is given on every grid level. Descending the space—tree with the aim of
computing the nodal, interpolated values of Vp on the fine grid, one is able to calculate

QO *MTP..up = PeVp (D.8)

directly using a suitable gradient interpolation operator Py. Afterwards, we perform one fine grid
relaxation step. So, instead of working on the generating system for the pressure the problem is
transformed to a generating system for the pressure gradient.

Unfortunately, one is not able to restrict the pressure residual in one step ascending the spacetree,
as every fine grid residual on a micro cell — except the one in the center — would affect the residuals
of all neighbouring macro cells within the space—tree as the restriction which is the transposed of the
bilinear interpolation offends the locality property of the space filling curve algorithm as illustrated
in figure D.5.

The description of the solution of this problem is a very technical task and exceeds the length
constraints of this paper. The complete algorithm is described in [Weinzier]l 05]. The critical point
is to update the hierarchical pressure gradient after each coarse grid smoothing step immediately.
This is again a reason for working on the hierarchical pressure gradients instead of the pressure
itself.

Finally, we get full multigrid performance. Because we are using the pressure of the preceding
time step as starting value, the number of iterations becomes small very soon using exploiting
the property of multigrid algorithms that smooth error components which are predominant in our
situation are reduced rapidly.

D.6 Results and Conclusion

In this paper, we presented a Navier—Stokes solver based on Chorins projection method [Chorin 68]
combined with a new Finite-Element ansatzspace enabling us to solve the incompressiblity exactly
[Blanke 04]. A highly efficient storage usage and access was achieved by the construction of linear
data structures with the help of space—filling curves [Giinther 04, Pogl 04].
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Furthermore, by modifying the storage scheme of the pressure (gradients instead of function
values) we were able to implement a pressure solver with multigrid efficiency [Braess 02, Griebel 92,
Trottenberg 00]. Figure D.6 shows this fact. For all grid sizes, around 20 relaxation steps are
needed to reduce the error by a factor of 10. This is much worse compared to multiplicative
multigrid schemes but already good enough for our purpose. If we use the method e.g. in the
scenario of the time dependant driven—cavity only very few relaxation steps in every time step
are enough to reduce the error sufficiently. But it should not be difficult to improve the order
of convergence substantially by a more sophisticated relaxation strategy. This will be subject of
further investigations. The L2-cache hit-rate is almost minimal in accord with earlier results for
simpler PDEs [Giinther 04, Hartmann 04, Pogl 04].

In our opinion there are five important facts to point out:

1.

128

Since the side condition is fulfilled exactly, the standard FEM theory can be applied. Parti-
cularly with regard to the discretization of the momentum equation no extended theory for
mixed /nonconforming elements is required.

. Current computers suffer from a lack of L2—cache making memory access pretty expensive

compared to register access. The sophisticated traversion algorithm used here is by construc-
tion cache—optimal with respect to hit-rates on all memory hierarchies, since it uses stacks
for data and geometry management.

Although the algorithm is designed for adaptive hierarchical meshes, the geometry is stored
sequentially using space filling curves. Therefore, one bit per grid point is adequate to store
the complete geometry data. In addition a second bit describes whether the cell is refined or
not. So, geometry description and refinement structure are stored in a very efficient way.

. The algorithm provides full multigrid performance.

The energy and momentum conservation laws are satisfied as the side condition is fulfil-
led exactly and all properties of the continuous operators are carried over to the discrete
operators.
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Abbildung D.6: Some results for the driven—cavity scenario with Re = 10 comparing the multigrid

algorithm with a Gauss—Seidel relaxation scheme on two different grids.
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E Fallstudie Driven—Cavity

Velocity field at timestep 100
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Pressure ot timestep 1000

Velocity field at timestep 400 Velocity field at timestep 1000
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Abbildung E.1: Ein weiteres Mal ein 812 Gitter mit einem Fluid der Reynoldszahl Re = 10. Die
Druckverteilung wird nach wenigen Schritten fast stationér, die Geschwindigkeiten
jedoch nicht. Diese Bilder geben nur einen qualitativen Verlauf wieder, zur exakten
Zeitskalierung siehe [Neckel 05].
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E Fallstudie Driven—Cavity

Velocity field at timestep 300

Velocity field at timestep 100
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Abbildung E.2: Gleiches Szenario mit der Reynoldszahl Re = 1500.
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sure at time

Pressure at times

Abbildung E.3: Zugehoriger Druckverlauf.
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kontinuitéatserhaltende Elemente, 110
Konvektionsmatrix, 107
bilineare Elemente, 108
kontinuitéatserhaltende Elemente, 110
Massenmatrix, 52
bilineare Elemente, 108
kontinuitétserhaltende Elemente, 110
Maximaldruck, 92
Mehrgitter
additiv, 97
additiv mit multiplikativem Glétter, 90
Galerkin—-Mehrgitter, 91
Grundlage, 90
Klassifikation, 91
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factional-step—method, 17
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Druckkorrekturmethode, 18
semidiskrete Modelle, 12
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Numerische Strémungssimulation, 1
Nummerierung, 107
gegen Uhrzeigersinn, 107
kartesisch, 48
Kurvennummerierung, 48
lexikographisch, 48, 49, 113

Oktalbaum, 73

Operator
Diffusions—/Konvektionsoperator F, 14
Zeitoperator, 12

Phase
Einschwingphase, 75
quasistationdr, 75
stationdr, 75
transient, 75
Préparationsschritt, 30
schwache Formulierung, 32
Projektionsmethoden
Chorinsche, 25

Quadtree, 73

Rand
Dirichlet—, 20, 75
Neumann—, 20, 75
Randbedingung, 20, 26
Druck, 8
Einstrombedingung, 8
free-slip, 8
no-slip, 8
schwache, 26
Relaxation, 66
Relaxationsparameterwahl, 90
Relaxationsverfahren, 57
Residuum
Definition, 65
Restriktion, 76, 82
Lokalitétsprinzip, 94
verschrankt, 90
Restriktions
transponierter Restriktionsoperator, 92
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